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ВСТУПИТЕЛЬНОЕ СЛОВО

Есть несколько имён в истории современной математики, которые известны каждому образованному человеку. К их числу принадлежит и имя великого математика, академика Леонарда Эйлера, руководителя первой русской научной математической школы, крупнейшего учёного ΧVΙΙΙ века, который в области математики справедливо может быть назван веком Эйлера. Эйлер сделал первостепенные открытия почти во всех областях математики.

Школьники и сейчас изучают теорию логарифмов и тригонометрию по Эйлеру, студенты наших дней изучают аналитическую геометрию, дифференциальное и интегральное исчисления, механику по руководствам, восходящим к трактатам великого учёного. Эйлер, по выражению Лапласа, был отцом современного анализа, заложил фундамент ряда новых математических наук. Механика, впервые систематически изложенная Эйлером с помощью анализа, приобрела в его трудах современный вид и получила новое, существенное развитие.

Научная деятельность Эйлера оказала исключительно сильное влияние на развитие математических наук в ΧVΙΙΙ веке. «Читайте, читайте Эйлера: это наш общий учитель», - говорил своим ученикам Пьер Симон Лаплас, младший современник Эйлера и один из крупнейших математиков Франции.

И сейчас, через 200 лет после смерти Эйлера, его огромное научное наследие изучено ещё далеко не полностью…

(по материалам статьи И. Г. Башмаковой и А. П. Юшкевича в VΙΙ выпуске «Историко-математических исследований)

Итак, какие же основные проблемы решил Эйлер?
ЧИСЛО π
Числом π называется отношение длины окружности к её диаметру. Это число не может быть точно выражено ни целым числом, ни обыкновенной дробью, ни конечной десятичной дробью.

Попытки максимально точно определить это число предпринимались ещё в Древнем Египте, Древней Греции, Древнем Риме, в Средние века…

Со временем совершенствовались математические методы, применяемые для решения этой задачи. Леонард Эйлер первым вычислил π с точностью до 153 десятичных знаков. После опубликования его работы в 1736 году стало общепринятым обозначение «π» (первая буква в греческом слове «периферия» - круг). 

С числом П связано множество красивых формул две из которых принадлежат Эйлеру:
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НЕПРЕРЫВНЫЕ ДРОБИ
Непрерывная или цепная дробь – это дробь вида:
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  , где  a, b, c, d – 

различные целые числа
В статье «О непрерывных дробях» (1737) Эйлер впервые указал приёмы преобразования таких дробей и показал связь непрерывных периодических дробей с квадратными уравнениями и квадратическими пропорциональностями. Там же показано выражение основания натуральных логарифмов, числа e (е = 2,71828182845…), с помощью непериодической непрерывной дроби:
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Вот ещё некоторые простые разложения в непрерывные дроби, найденные Эйлером:
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Разлагая в бесконечную цепную дробь е, Эйлер по существу, доказал иррациональность этого числа, то есть невозможность равенства е = m/n, где m, n – произвольные натуральные числа.

Пользуясь этим, И. Г. Ламберт несколько лет спустя, получил представление некоторых функций в форме бесконечных непрерывных дробей, например:
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Позднее выяснилось также, что непрерывные дроби могут быть использованы для приближённого решения уравнений. А в 1759 году Эйлер представил в Петербургскую Академию 2 статьи о применении непрерывных дробей для нахождения целых решений так называемого «уравнения Пелля», имеющего вид:
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Непрерывные дроби часто используются для приближения иррациональных чисел рациональными. Так, исторически известные приближённые значения числа π: 22/7, 335/113 и т.д. – являются, как выяснилось, значениями подходящих дробей для изображения числа π в форме непрерывной дроби.

ТЕОРЕМА ЭЙЛЕРА О МНОГОГРАННИКАХ

Многогранник – тело, ограниченное плоскими многоугольниками. Призма и пирамида – многогранники. Призма может быть треугольной или, скажем, шестиугольной, пирамида может быть полной и иметь в основании, например, треугольник, а может быть усечённой и иметь своими основаниями, скажем, пятиугольники:
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Существуют 5 видов правильных многогранников, то есть таких, все грани которых – правильные и равные между собой многоугольники:
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Многогранник называется «простым» или «односвязным», если он не имеет «дыр»; все упомянутые и изображённые выше многогранники – простые. Ниже приведён пример «непростого», или «двусвязного» многогранника, имеющего сквозное отверстие:
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Попробуем выписать число вершин (В), рёбер (Р) и граней (Г) некоторых простых многогранников:

	Вид многогранника
	Число
	Значение выражения (В-Р+Г)

	
	Вершин (В)
	Ребёр (Р)
	Граней (Г)
	

	Куб (параллелепипед)
	8
	12
	6
	2

	Призма с 6 боковыми гранями
	12
	18
	8
	2

	Пирамида с треугольным основанием (тетраэдр)
	4
	6
	4
	2

	Пирамида с четырёхугольным основанием
	5
	8
	5
	2

	Усечённая пирамида с треугольным основанием
	6
	9
	5
	2

	Усечённая пирамида с пятиугольным основанием
	10
	15
	7
	2


Обратим внимание на последнюю колонку таблицы: значение выражения В – Р + Г равно двум для каждого из перечисленных многогранников. Случайно ли это?

Эйлер доказал, что для любого простого многогранника:
	В – Р + Г = 2


Это свойство получило название теоремы Эйлера о многогранниках.
С помощью этой теоремы легко доказать, что существует не более пяти видов правильных многогранников.

Докажем:

Пусть правильный многогранник имеет Г граней, каждая из которых – правильный n – угольник, а в каждой из вершин сходится по x рёбер. Тогда, пересчитывая рёбра, сходящиеся у каждой вершины, получим:

x * В = 2Р   или   В = 2Р/x,  ибо каждое ребро попадает в пересчёт у обоих своих концов.
Пересчитывая рёбра, расположенные в каждой грани, получим:

n * Г = 2Р    или   Г = 2Р/n,  ибо здесь каждое попадает в пересчёт тоже по 2 раза.

По теореме Эйлера В – Р + Г = 2, то есть 2Р/x – Р +2Р/n =2, или (делим все члены на 2Р):

1/x + 1/n = 1/Р + ½    (*)
Очевидно,  n > 3 (или n = 3) и x > 3 (или x = 3) , так как многоугольник имеет не менее трёх сторон, а в каждой вершине сходится не менее трёх граней). Если же и n > 3, и x > 3, то 

1/n + 1/x ≤ ¼ + ¼  = ½ ,
что делает равенство (*) невозможным. Отсюда следует, что либо

n=3, либо x=3.
Если n=3, x≥3, то:
⅓ + 1/x > ½
1/x > ½ - ⅓

1/x > 1/6

x < 6, значит, x=3; 4; 5

Если x=3, n>3, то аналогично:

⅓ + 1/n > ½
n < 6
Таким образом, получили 3<x<6 и 3<n<6, то есть существует всего только 5 правильных многогранников.
ФОРМУЛЫ ЭЙЛЕРА

Существует в математике особый класс чисел, называемых мнимыми числами, представителем которых является «мнимая единица», обозначаемая через i и определяемая так:
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Ещё в 1717 году английский математик Р.Коутс, высказал (в геометрической форме) предположение о связи между показательной и тригонометрическими функциями от мнимого аргумента. Позднее Эйлер заметил, что разложения в ряд показательных и тригонометрических функций «почти совпадают» - и вывел знаменитые формулы Эйлера, которые в современной символике (обозначая мнимую единицу через i) можно записать так:
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Полагая в первой из этих формул x = π, получим:
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,
поэтому удобно считать, что натуральный логарифм числа -1 равен:
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Тобиас Данциг отметил, что формула Эйлера содержит «самые важные символы: таинственное единение, в котором арифметика представлена посредством 0 и 1, алгебра – посредством √-1, геометрия – посредством π, а анализ – посредством е.»
Приведённые выше формулы играют ныне основополагающую роль в важной области математики – теории функции комплексного переменного, широко применяемого в электро- и радиотехнике и во многих других отраслях современной техники.
Эйлер сформулировал и доказал ряд важнейших тождеств, известных ныне каждому школьнику под названием «формул приведения»:
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ТРУДЫ ЭЙЛЕРА ПО ПЛАНИМЕТРИИ

I. Как известно, сумма квадратов диагоналей параллелограмма, равна сумме квадратов его сторон. Эйлер доказал, что в четырёхугольнике, не являющемся параллелограммом, вторая сумма всегда больше первой:
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 II. Прямая Эйлера
           Леонард Эйлер сделал целый ряд замечательных открытий в геометрии треугольника.                                 
Так он доказал, что, центроид М любого треугольника лежит на отрезке между центром его описанной окружности Н и ортоцентром Н1 и делит этот отрезок в отношении Н1:МН=1:2.            
Рассмотрим ▲ A1B1C1 с вершинами в серединах сторон ▲ABC; пусть Н1  и  Н – их ортоцентры( точки пересечения высот):
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Точка Н совпадает с центром О описанной окружности ▲ABC. 
▲С1Н1М ~▲СНМ. В самом деле, по свойству точки пересечения медиан 

С1М : СМ = 1:2, коэффициент подобия ▲A1B1C1 и ▲ABC равен 2, поэтому С1Н1 : СН = 1:2, кроме того, угол С1Н1М равен углу НСМ, так как С1Н1 параллелен СН. Следовательно, угол С1МН1 равен углу СМН, а значит, точка М лежит на отрезке Н1Н. Кроме того, Н1М :МН = 1:2, так как коэффициент подобия ▲С1Н1М и ▲СНМ равен 2.
Прямая НН1 называется прямой Эйлера.
III. Окружность девяти точек. 

      В 1765 году Эйлер обнаружил, что середины сторон треугольника и основания его высот лежат на одной окружности. Докажу это свойство треугольника.

Пусть B2 – основание высоты, опущенной из вершины B на сторону AC. Точки B и B2   симметричны   относительно прямой A1C1:
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Следовательно, ▲A1B2C1 = ▲A1BC1 = ▲A1B1C1, поэтому 

угол A1B2C1 равен углу A1B1C1, а значит, точка B2 лежит на описанной окружности ▲A1B1C1. Для остальных оснований высот доказательство аналогично.
Впоследствии было обнаружено, что на той же окружности лежат ещё три точки – середины отрезков, соединяющих ортоцентр, точку, в которой пересекаются высоты треугольника. Эта окружность называется окружностью девяти точек или окружностью Эйлера.
Пусть A3  и C3 – середины отрезков AH и CH, C2 – основание высоты, опущенной из вершины С на АВ:
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Докажу сначала, что А1С1А3С3 – прямоугольник. Это легко следует из того, что А1С3 и С1А3 – средние линии ▲ВСН и ▲АВН, а А1С1 и А3С3 – средние линии ▲АВС и ▲АСН. Поэтому точки А1 и А3 лежат на окружности с диаметром С1С3, а так как угол С1С2С3 равен 90 градусам, то на этой окружности лежит и точка С2. Итак, точки А3 и С3 лежат на окружности, проходящей через точки С1, А1, С2 . Эта окружность совпадает с окружностью, рассмотренной Эйлером (если ▲АВС не равнобедренный). Для точки В3 доказательство аналогично.
Итак,
Середины сторон треугольника, основания его высот и середины отрезков высот треугольника от ортоцентра до вершины лежат на одной окружности:
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ТРУДЫ ЭЙЛЕРА ПО ЭЛЕМЕНТАРНОЙ МАТЕМАТИКЕ

Эйлер внёс ценный вклад в теорию чисел. Евклид, как известно, доказал, что числа вида:
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являются совершенными числами, если множитель под скобкой – простое число. Эйлер же доказал обратную теорему: все чётные совершенные числа имеют указанный вид, если
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           есть простое число. Далее он указал многочлены, дающие простые числа. Одним из них, например, является квадратный трёхчлен:
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Он даёт при x = 0;1;2;3;…;39;40 простые числа в диапазоне [41;1601].

В одном из своих писем Ферма утверждал, что любое простое число вида 4n+1 является суммой двух квадратов. Примеры:
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После многих лет упорного труда Эйлеру удалось найти доказательство этого предположения, которое было опубликовано в одном из его мемуаров в 1755 году.

В 1742 году в письме к Эйлеру академик Х. Гольдбах высказал следующее предположение: любое число вида:
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(а – натуральное число) может быть простым только при а =1. В ответном письме Эйлер сообщает следующее простое доказательство соответствующей теоремы:
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Из данного разложения видно, что при а = 1 число равно 5, для всякого другого значения а – число составное.

СОВРЕМЕННЫЙ ВИД ТРИГОНОМЕТРИИ

Эйлер усовершенствовал как символику, так и содержание тригонометрии. Вот некоторые его заслуги:

1) Он впервые  доступно изложил вопрос о знаках тригонометрических функций в каждом квадранте, установил формулы приведения, подробно исследовав области определения этих функций и обозначив их символами: 
sinx, cosx, tangx, cotangx и т.д.; он ввёл употребляемые поныне, обозначения a, b, c для сторон и A, B, C для соответствующих противоположных углов 

▲ ABC, придерживаясь единой символики в тригонометрии.

2) В отличие от своих предшественников Эйлер исключил из своих формул R – целый синус, принимая R = 1 и упрощая, таким образом записи и вычисления.
3) Уже во «Введении в анализ бесконечных» (1748) Эйлер впервые трактует синус, косинус и т.д. не как тригонометрические линии, обязательно связанные с окружностью, а как тригонометрические функции, которые он рассматривал как отношения сторон прямоугольного треугольника, как числовые величины.

4) Понимая аргумент тригонометрической функции не только как угол или дугу, а как любую числовую величину, Эйлер впервые стал систематически излагать тригонометрию аналитическим путём. До него каждая тригонометрическая теорема доказывалась отдельно на основании соответствующего каждому случаю геометрического чертежа. Эйлер же выводил теоремы, исходя из небольшого числа основных соотношений.

5) До Эйлера совсем редко рассматривались тригонометрические функции дуг, превышающих π. Лишь в его трудах разрабатывается учение о тригонометрических функциях любого аргумента.
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ЭЙЛЕРА

В книгах «История математики в средней школе» Г. И. Глейзера читателям предоставляются для решения задачи и уравнений Эйлера. Я решил их и предлагаю вашему вниманию:
ДОКАЗАТЬ ТОЖДЕСТВА:
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IV.
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