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Введение

Слово «модуль» произошло от латинского слова «modulus», что в переводе означает «мера». Это многозначное слово, которое имеет множество значений и применяется не только в математике, но и в архитектуре, физике, технике, програмировании и других точных науках.
В архитектуре — это исходная единица измерения, устанавливаемая для данного архитектурного сооружения и служащая для выражения кратных соотношений его составных элементов.

В технике — это термин, применяемый в различных областях техники, не имеющий универсального значения и служащий для обозначения различных коэффициентов и величин, например, модуль зацепления, модуль упругости и т.п.

Модуль объемного сжатия (в физике) — отношение нормального напряжения в материале к относительному удлинению.
1. Определения
Уравнение с модулем — это уравнение, содержащее переменную под знаком абсолютной величины (под знаком модуля). Например: |x|= 6.
Решить уравнение — это значит найти все его корни или доказать, что корней нет.

В данной работе применяется следующее понятие модуля:

модуль — абсолютная величина числа, равная расстоянию от начала отсчета до точки на числовой прямой. 
Определение. Модуль числа a или абсолютная величина числа a равна a, если a больше или равно нулю и равна -a, если a меньше нуля:
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Из определения следует, что для любого действительного числа a, [image: image2.wmf]|
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Геометрически |a| означает расстояние на координатной прямой от точки, изображающей число a, до начала отсчета.
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 то на координатной прямой существуют две точки a и -a, равноудаленные от нуля, модули которых равны.

Если a = 0, то на координатной прямой |a| изображается точкой 0.
[image: image4.png]



2. Графические способы решения уравнений, содержащих модуль
Для решения уравнений, содержащих знак абсолютной величины, мы будем использовать геометрическую интерпретацию модуля и графики различных функций.
Одним из способов решения уравнений, содержащих модуль, является графический способ. Суть этого способа заключается в том, чтобы построить графики данных функций. В случае, если графики пересекутся, абсциссы точек пересечения данных графиков будут являться корнями уравнения. В случае, если графики не пересекутся, делаем вывод, что уравнение корней не имеет. 

2.1. Использование геометрической интерпретации модуля 
для решения уравнений

Геометрический смысл модуля разности величин — это расстояние между ними. Например, геометрический смысл выражения |x – a| — длина отрезка координатной оси, соединяющей точки с абсциссами а и х. Перевод алгебраической задачи на геометрический язык часто позволяет избежать громоздких решений.

Пример 1. Решим уравнение |x – 2| + |x – 3|=1 с использованием геометрической интерпретации модуля.

Будем рассуждать следующим образом: исходя из геометрической интерпретации модуля, левая часть уравнения представляет собой сумму расстояний от некоторой точки с абсциссой х до двух фиксированных точек с абсциссами 2 и 3. Тогда очевидно, что все точки с абсциссами из отрезка [2; 3] обладают требуемым свойством, а точки, расположенные вне этого отрезка — нет. Отсюда ответ: множеством решений уравнения является отрезок [2; 3].

Ответ: х  [2; 3]

Пример 2. Решим уравнение |x – 1| - |x – 2|=1 с использованием геометрической интерпретации модуля.

Разность расстояний до точек с абсциссами 1 и 2 равна единице только для точек, расположенных на координатной оси правее числа 2. Следовательно, решением данного уравнения будет являться не отрезок, заключенный между точками 1 и 2, а луч, выходящий из точки 2, и направленный в положительном направлении оси х.

Ответ: х [2; +)

Обобщением вышеприведенных уравнений являются следующие равносильные переходы:

   |x – a| + |x – b|=b – a, где b  a          a  x  b
    |x – a| - |x – b|=b – a, где b  a          x  b
2.2. Графики простейших функций, содержащих знак

абсолютной величины

Под простейшими функциями понимают алгебраическую сумму модулей линейных выражений. 
В том случае, когда модулей несколько, удобнее не раскрывать модули, а использовать следующее утверждение: 
алгебраическая сумма модулей n линейных выражений представляет собой кусочно-линейную функцию, график которой состоит из n +1 прямолинейных отрезков. 
Тогда график может быть построен по n+2 точкам, n из которых представляют собой корни внутримодульных выражений, ещё одна — произвольная точка с абсциссой, меньшей меньшего из этих корней и последняя — с абсциссой, большей большего из корней.
Например:

1) f(x)=|x - 1|. Вычисляя функции в точках 1, 0 и 2, получаем график, состоящий из двух отрезков (рис.1);

2) f(x)=|x - 1| + |x – 2|. Вычисляя значение функции в точках с абсциссами 1, 2, 0 и 3, получаем график, состоящий из двух отрезков прямых (рис.2);

3) f(x)=|x - 1| + |x – 2| + |x – 3|. Для построения графика вычислим значения функции в точках 1, 2, 3, 0 и 4 (рис.3);

4) f(x)=|x - 1| - |x – 2|. График разности строится аналогично графику суммы, т.е. по точкам 1, 2, 0 и 3 (рис.4).
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    Рис. 1.                   Рис. 2.                       Рис. 3.                          Рис. 4.
2.3. Графики уравнений, содержащих модули

Когда в «стандартные» уравнения прямых, парабол, гипербол включают знак модуля, их графики становятся необычными и даже красивыми. Чтобы научиться строить такие графики, надо владеть приемами построения «базовых» фигур, а также твердо знать и понимать определение модуля числа.
Покажем на примерах некоторые приемы построения графиков уравнений с модулями.

Пример 3. Построим график уравнения y=|x2-4|.
Сначала построим параболу y=x2-4. Чтобы получить из нее график уравнения y=|x2- 4|, нужно каждую точку параболы с отрицательной ординатой заменить точкой с той же абсциссой, но с противоположной (положительной) ординатой. Иными словами, часть параболы, расположенную ниже оси х, нужно заменить линией, ей симметричной относительно оси х. 
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Пример 4. Построим график уравнения y=х2-2|x|.

По определению модуля числа, заменим формулу y=х2-2|x| двумя, задающими зависимость переменной  y  от  x  отдельно  для  x ≥0 и x<0:

если x ≥0, то y=х2-2x;
если x<0, то y=х2-2(-x)=х2+2x.
Строить график будем так:

1) построим параболу y=х2-2x и обведем ту ее часть, которая соответствует неотрицательным значениям х, т.е. часть, расположенную правее оси у;
2) в той же координатной плоскости построим параболу y=х2+2x и обведем ту ее часть, которая соответствует отрицательным значениям х, т.е. часть, расположенную левее оси у.

Обведенные части парабол вместе образуют график уравнения y=х2-2|x| 
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[image: image7]
Пример 5. Построим график уравнения y=|||х|-2|-2|.
Здесь при построении графика удобно использовать сдвиги вдоль осей координат. Будем действовать по следующему плану:

1) построим «основной» график, т.е. график уравнения y=|х|;

2) подвинем построенный график на 2 единицы вниз; получится график уравнения y=|х|-2;

3) часть графика, расположенную ниже оси х, заменим ее «зеркальным отражением», т.е. заменим ее линией, симметричной относительно оси х; получится график уравнения y=||х|-2|;

4) сдвинем построенный в п.3 график на 2 единицы вниз; получится график уравнения y=||х|-2|-2;

5) часть графика, расположенную ниже оси х, отобразим симметрично относительно этой оси; получим график уравнения y=|||х|-2|-2|.

а)                                                                б)
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Используя вышеизложенные правила построим графики других уравнений, содержащих модули:
1) y=|2x + 4|  

[image: image11]
 2) y=|x2 – 3|
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3) y=|x2 – x – 2|                         
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4) y=
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5) y=|x| – 2x                                               6) y=x2+3|x|
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7) y=(5–|x|)(|x|+1)                                      8) y=(5–|x|)(x+1)
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9) y=||x|-3|                                                 
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10) y=|||x|-4|-4|
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2.4. Решение уравнений, содержащих модули, 
с помощью графиков различных функций.
Пример 6. Решим графически уравнение |x - 3| = 2.

Решение:

Для решения уравнения графическим способом, надо построить графики функций  у = |х - 3| и у = 2. 

Для построения графика функции у=|х - 3|, построим график функции у=х-3   — это прямая, пересекающая ось х в точке (3;0), а ось у в точке (0;-3)  а затем часть прямой, лежащую ниже оси х, заменить «зеркальным отражением».
Графиком функции у = 2  является прямая, параллельная оси х и проходящая через точку (0; 2) на оси у.
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Абсциссы точек пересечения графиков функций являются решениями уравнения. Точки пересечения графиков: (1; 2) и (5; 2).

Следовательно, решениями уравнения будут абсциссы точек: x= 1, x= 5

Ответ: 1; 5. 

Пример 7. Решим графически уравнение 2 + |x| = 1.

Решение.
Преобразуем уравнение: 2 + |x| = 1 ( |x| = 1 - 2 ( |x|= - 1.
Графиком функции [image: image22.wmf]y
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 являются лучи биссектрисы 1-го и 2-го координатных углов. Графиком функции у = -1 является прямая, параллельная оси OX и проходящая через точку - 1 на оси у.
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Графики не пересекаются, значит уравнение не имеет решений.

Ответ: нет решений.

Пример 8. Решим графически уравнение |-x + 2| = 2x + 1.

Решение.
Построим графики функций y=|-x+2| и y=2x+1. Графики функций пересекаются только в одной точке [image: image23.wmf]x
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3

,  значит решением уравнения является только один корень со значением [image: image24.wmf]x
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Ответ: [image: image25.wmf]x
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Пример 9. Решим уравнение |4 – x| + |(x – 1)(x – 3)| = 1.

Решение.
Построим графики функций y = |(x–1)(x–3)| и y=1–|x–4|:
1) в уравнение y = |(x–1)(x–3)| подставим значение х=1 и х=3. Мы получим у=0, т.е. пересечение графика с осью х. При х =0 у=3, т.е. график пересекается с осью у в точке (0; 3). И при х = 4, у = 3 — мы получили первый график.
2) y = 1–|x – 4|. Найдем пересечение с осью х, для этого решим уравнение: 
                  1- |x – 4|=0

                       |x – 4|=1

                         x – 4=1  или  x – 4= -1

                             x = 5          x = 3

Следовательно, данный график пересекает ось х в точках 5 и 3.

При х=4 у=1 и как видно из графика: графики обеих функций пересекаются в одной точке 3.

[image: image26]
Ответ: х = 3.
Пример 10. Решим уравнение |x + 2| + |х - 2| = 8.


Ответ: -4; 4
Пример 11. Решим уравнение | x | – | х - 1| = 0,5 - х

Ответ:  0,5.
Заключение.
Графический способ решения уравнений реже других применяют для решения уравнений, содержащих модуль, так как, во-первых, он занимает достаточно много времени и не всегда рационален, а, во-вторых, результаты, полученные при построении графиков, не всегда являются точными. Тем не менее, мы считаем этот способ красивым и полезным для формирования функциональной грамотности обучающихся.
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