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 Тема работы посвящена одному из разделов алгебры уравнения и системы уравнений.

         Всем предстоит сдавать выпускной экзамен на аттестат зрелости. Многим придется сдавать вступительные испытания в вузы и необходимо подготовиться к Единому Государственному Экзамену (ЕГЭ). ЕГЭ включает в себя всю программу по математике. Умение решать линейные и квадратные уравнения – алгебраические уравнения 1-й и 2-й степени – относится к списку умений, которыми, вне всяких сомнений, должен обладать каждый выпускник средней школы, входит в его «прожиточный минимум». Однако и здесь уравнение уравнению рознь. Задания ЕГЭ отличаются большим разнообразием идей и необходимостью применять очень разные методы решений, что зачастую оказывается трудным для учащихся. Одним из возможных путей устранения обозначенной проблемы является изучение методов решения рациональных уравнений и систем нелинейных уравнений.

  Актуальность темы:

- тема работы является дополнением и углублением изученных в курсе алгебры методов решения уравнений и систем уравнений;

- приобретение опыта решения уравнений различными методами будет способствовать развитию уровня логической культуры и при решении тригонометрических, иррациональных, показательных и логарифмических уравнений;

- изучение данной темы помогает более глубоко  подготовиться к вступительным экзаменам  и олимпиадам.

  Цель работы: 

Овладение различными методами решения рациональных уравнений и систем нелинейных уравнений.     

  Задачи исследования:

 Научиться решать:

  - уравнения высших степеней, имеющие рациональные корни;

  - возвратные уравнения;

  - уравнения, однородные относительно многочленов;

  - уравнения вида   
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  - симметрические системы;

  - системы однородных уравнений и приводящиеся к ним системы; 

  - системы с параметром.

Уравнения высших степеней, имеющие рациональные корни.
    При решении таких уравнений используется теорема: 
уравнение вида 
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- целые числа, может иметь корни 
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Пример 1.

Найти целые корни уравнения 
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Данное уравнение может иметь в качестве целого корня только делители 6: 
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Проверку можно провести делением 
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Ответ: 
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Пример 2.

Найти рациональные корни уравнения 
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Корнями данного уравнения могут быть числа: 
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Очевидно, 
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Таким образом, 
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Ответ: 
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Возвратные уравнения.

Уравнения вида  
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 называется возвратным, если 
[image: image29.wmf].

;

1

1

0

k

k

n

n

n

a

a

a

a

a

a

=

=

=

-

-

K


Если 
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- число нечетное, то уравнение имеет корень 
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, что позволяет свести кубическое уравнение к квадратному, а уравнение 5-й степени к уравнению четвертой степени.

 Пример 1.
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[image: image33.wmf]1
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  является корнем.
Таким образом, 
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Ответ: 
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Возвратные уравнения четвертой степени решаются делением на 
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Пример 2.
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Пусть
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Ответ: 
[image: image49.wmf].

3

2

;

3

2

+

-


Пример 3.
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Пусть 
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Ответ: 
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Пример 4.
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Пусть 
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Ответ: 
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Уравнения, однородные относительно многочленов.

Пример 1.
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Пусть 
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Ответ: 
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Пример 2.
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Пусть 
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После очевидных преобразований найдем корни
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Ответ: 
[image: image84.wmf].

2

5

2

2

5

1

;

2

5

2

2

5

1

;

1

+

+

+

+

-

+


Уравнения вида 
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Уравнения данного вида решаются делением числителя и знаменателя первой и второй дроби на 
[image: image86.wmf]x

 с последующей заменой 
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Пример 1.


[image: image88.wmf].

2

3

3

5

5

3

1

4

,

2

3

3

5

5

3

4

2

2

-

=

+

-

+

+

+

-

=

+

-

+

+

+

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Пусть 
[image: image89.wmf],

5

3

y

x

x

=

-

+

 тогда 
[image: image90.wmf];

6

1

3

+

=

+

+

y

x

x



[image: image91.wmf],

0

18

3

60

10

8

,

0

2

3

5

6

4

2

=

+

+

+

+

=

+

+

+

y

y

y

y

y

y



[image: image92.wmf].

0

20

12

,

0

60

36

3

2

2

=

+

+

=

+

+

y

y

          
[image: image93.wmf].

10

,

2

-

=

-

=

y

y



[image: image94.wmf],

0

12

9

,

0

3

3

,

2

5

3

2

<

-

=

=

+

-

-

=

-

+

D

x

x

x

x

                  
[image: image95.wmf].

2

13

5

,

0

3

5

,

10

5

3

2

±

-

=

=

+

+

-

=

-

+

x

x

x

x

x


Ответ: 
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Пример 2.
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Пусть 
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Ответ: 1; 3. 
[image: image105.wmf]
Метод неопределенных коэффициентов.

Обычно применяются для коэффициентов четвертой степени, когда другие способы не приносят успеха.

Пример 1.
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Проверка показывает, что данное уравнение не имеет рациональных корней.

Предположим, что                                                                                                                                                          
            л.ч.=
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Прировняем коэффициенты при одинаковых степенях.
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Поскольку нужно решить систему в целых числах, начнем с (4). Нужно разобрать следующие случаи: 
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Подходит 
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Наше уравнение примет вид:


[image: image117.wmf](

)

(

)

.

0

7

2

5

2

2

=

-

+

+

-

x

x

x

x



[image: image118.wmf],

2

17

5

,

0

2

5

2

±

=

=

+

-

x

x

x

             
[image: image119.wmf].

2

29

1

,

0

7

2

±

-

=

=

-

+

x

x

x


Ответ: 
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Системы нелинейных уравнений.

    Процесс решения системы уравнения состоит, как правило, в последовательном переходе от данной системы к более простой до тех пор, пока не получим уравнение с одной переменной.

   Необходимо помнить: если при таких переходах мы получим следствие данной системы, нужно будет делать проверку, чтобы исключить лишние корни.

Метод подстановки.

     Этот метод является одним из основных методов решения систем. Основная идея состоит в выражении одного неизвестного через другие с последующей подстановкой в оставшиеся уравнения.

Пример 1.
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Уравнение (2) является линейным, поэтому можно сразу выразить одно неизвестное через другое.
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Ответ: 
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Иногда, чтобы выразить одно неизвестное через другое, необходимо сначала преобразовать систему.

Пример 2.
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Разделим почленно (2) на (1) (очевидно, 
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 EMBED Equation.3  [image: image134.wmf](

)

3


Подставим (3) в (1):
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Ответ: 
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Метод алгебраического сложения.
      В ряде случаев почленное сложение или вычитание уравнений системы позволяет сразу получить уравнение с одним неизвестным.

Пример 1. 
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Умножим уравнение (1) на (-5) и сложим с уравнением (2):
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Ответ: (1;1),(2;0).

Пример 2.
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Умножим уравнение (1) на (-2) и сложим с уравнением (2):
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Ответ: (-2;1),(2;1),(2;-3).

Пример 3.
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Умножим уравнение (2) на 3 и сложим его с уравнением (1):
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Ответ: (2;-1),(-1;2).
Метод почленного умножения и деления.

Пример 1.
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Почленно перемножим (1) на (2):
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Ответ: (-2;-1),(2;1).

Пример 2.


[image: image169.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

=

+

=

+

.

5

,

8

,

9

xz

xy

xz

yz

yz

xy

      
[image: image170.wmf](

)

(

)

(

)

3

2

1


Иногда оказывается полезным сначала сложить уравнение, а потом перемножить.

Сложим (1), (2) и (3):


[image: image171.wmf](

)

.

11

,

22

2

=

+

+

=

+

+

xz

yz

xy

xz

yz

xy

      
[image: image172.wmf](
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Последовательно вычитая из уравнения (4) (1), (2) и (3), получим три новых уравнения, которые вновь объединим в систему.
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Почленно перемножим (5), (6) и (7):
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Последовательно разделив (8) на (5), (6) и (7), получим две тройки ответов: (-1;-3;-2), (1;3;2).

Ответ: (-1;-3;-2), (1;3;2).

Пример 3.
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ООС: 
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Перемножим почленно уравнения (1) и (2):
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Поскольку 
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Перепишем (1) в виде 
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Ответ: (-2;-1), (2;1).

Симметрические системы.

Определение: Система с п неизвестными называется симметрической, если она не изменяется при перестановке неизвестных.

Симметрические системы упрощаются при замене 
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Пример 1.
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Пусть 
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Исходная система примет вид: 
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Умножим (1) на 3, а (2) на 2 и сложим полученные уравнения:
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Ответ: (2;1), (1;2).

Пример 2.
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Исходная система примет вид:
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Умножим уравнение (2) на 3 и сложим его с (1): 
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Вернемся к исходным неизвестным: 
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Ответ: (-2;3), (3;-2).

Пример 3.
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В данном случае выгодно сделать замену 
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 тогда исходная система примет вид:
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Умножим уравнение (2) на 4 и сложим с уравнением (2):
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 EMBED Equation.3  [image: image248.wmf]î
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Ответ: (-1;-3), (-3;-1), (1;3), (3;1).

Метод введения новых переменных.
Пример 1.
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Вернемся к исходных неизвестным:
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Пример 2.
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Таким образом, наша система примет вид:
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 EMBED Equation.3  [image: image278.wmf]
Вернемся к исходным переменным: 
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Ответ: (2;3), (3;2).

Пример 3.
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Пусть 
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Ответ: (-4;-3), (-2;-5), (2;3), (4;1).

     Системы однородных уравнений и приводящиеся к ним системы.

Система вида 
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В противном случае, следует почленно разделить уравнение (1) на уравнение (2), предварительно рассмотрев случай, когда делитель обращается в ноль.

Пример 1. 
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Рассмотрим уравнение (1) 
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  и решим его относительно х.
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Ответ: 
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Пример 2.
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Пример 3.
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Разделим числитель и знаменатель л.ч. уравнения (3) на 
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(0;0) – не удовлетворяет (*),
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Пример 4.
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Нестандартные методы решения нелинейных систем.

Рассмотрим несколько случаев, когда число неизвестных превышает число уравнений.

Пример 1.
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Таким образом, уравнение имеет решение только при 
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Ответ: (4;4;0).
Пример 2.
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Умножим уравнение (1) на (-2) и сложим с уравнением (2):
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Ответ: (1;1;1).
Пример 3.
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Рассмотрим уравнение (1): 
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Рассмотрим уравнение (2): 
[image: image398.wmf],

32

2

2

2

y

y

x

x

=

+

 откуда 
[image: image399.wmf].

0

³

y


Пусть 
[image: image400.wmf],

0

=

y

 тогда 
[image: image401.wmf],

0

=

x

 но пара (0;0) не удовлетворяет уравнению (1). Таким образом 
[image: image402.wmf].

0

>

y



[image: image403.wmf](

)

;

32

1

2

2

y

y

x

=

+

        
[image: image404.wmf];

1

32

2

2

y

y

x

+

=



[image: image405.wmf];

1

32

1

1

2

2

y

y

x

+

×

=

          
[image: image406.wmf].

16

1

2

32

1

1

32

1

1

2

=

×

³

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

y

y

x


Так как 
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Получаем, что 
[image: image409.wmf].

4

4

;

16

;

16

1

1

2

2

£

£

-

£

³

x

x

x

   (4)

Из условий (3) и (4) следует, что 
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Ответ: (-4;1).

Алгебраические системы.

Найдите действительные решения системы уравнений.

Пример 1.
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Решение: Сложив уравнения системы, получим 
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Пара чисел 
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 как показывает проверка, образует решение системы.

Ответ: (3;-2).

Пример 2.
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Решение: Запишем систему в виде 
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Перемножив почленно уравнения этой системы, получим уравнение 
[image: image421.wmf](

)

,

0

800

4

13

2

=

-

-

xy

xy

 (3) которое вместе с одним из уравнений системы (1)-(2) образует систему, равносильную системе (1)-(2).

Из уравнения (3) находим

                        
[image: image422.wmf],

13

102

2

13

10400

4

2

±

=

+

±

=

xy

 то есть 
[image: image423.wmf]8

=

xy

 или 
[image: image424.wmf].

13

100

-

=

xy


Если 
[image: image425.wmf],

13

100

-

=

xy

 то 
[image: image426.wmf].

169

1800

4

-

=

x

 Это уравнение не имеет действительных корней.

Ответ: (4;2),(-4;-2).

Пример 3.
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Решение: Складывая уравнения попарно, получим систему
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равносильную исходной системе. Перемножим уравнения этой системы и обозначим 
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откуда 
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Ответ: 
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Системы с параметром
1. Найти все значения а, при которых существует хотя бы одно решение х системы.
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Решение
2х – а – 1 = 0
а = 2х - 1 – прямая

х -2а +1 = 0

а =
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2.Найти все значения а, при которых существует хотя бы одно решение х системы.
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Решение.
х+а=0                                              х+3а-2=0

а=-х   - прямая                                а=
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D=9+16=25
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3.Найти все значения параметра а, при которых существует хотя бы одно решение х системы 
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Решение

Перепишем исходную систему  в виде:


[image: image480.wmf]î

í

ì

=

-

+

£

-

-

0

4

0

)

2

)(

(

2

2

a

x

a

x

a

x


Найдём точки пересечения прямых с окружностью:
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Решением исходной системы будет пересечение заштрихованной области с окружностью.
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Ответ: 
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4.  Найти все значения параметра а, при которых существует хотя бы одно решение х системы: 
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Решение

       Прямые а  =х и а=
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      Решением исходной системы будет пересечение заштрихованной области с параболой

Ответ: 
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5.Найти все значения параметра а, при которых существует хотя бы одно решение х системы. 
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х+а=0

а=-х      - прямая.
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     - точки пересечения окружности с прямой а=
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Основные выводы:

      1. Решив ряд различных рациональных уравнений, нелинейных систем уравнений и систем с параметром, мы обращаем внимание на то, что при введении нового неизвестного, относительно которого уравнение (или система уравнений) имеет более простой, легко приводимый к стандартному виду или даже просто  упрощающие вид уравнения (системы уравнений) – важнейший метод решения уравнений (систем уравнений) любых видов и типов. 

Даем два совета.

Первый: новое неизвестное следует вводить  сразу, при первой возможности.

Второй: после введения нового неизвестного получившееся уравнение следует полностью решать с этим неизвестным, отбросить, если таковые появились, лишние корни и лишь затем вернуться к первоначальному неизвестному.

     2. При решении многих задач с параметрами  на параметр можно взглянуть как на равноправную переменную и рассматривать уравнение или неравенство не только относительно одной из своих неизвестных, но и относительно параметра. Этот метод удобно применить, если геометрическое место точек, определяемое заданными в условии уравнением или неравенством, удается изобразить на координатной плоскости «переменная–параметр».

Значимость данной работы:

      В заключении хотелось бы отметить, что приведенные уравнения и системы ( в работе представлено 9 рациональных уравнений,  24 систем нелинейных уравнений,  5 систем с параметром), разумеется, можно решать и другими способами. Но для того, чтобы освоить приемы решения более сложных уравнений и систем уравнений необходимо постараться прорешать как можно больше задач. И вообще, чем больше решений знает ученик, тем успешнее он справится с поставленной задачей. Задачи, приведенные в нашей работе, могут быть использованы для проведения практических занятий на элективных курсах с учащимися выпускных классов и при подготовке к Единому Государственному Экзамену.

Список литературы:
1. Кострикина Н.П. Задачи повышенной трудности в курсе алгебры 7-9 классов: кн. Для учащихся. – М.:Просвещение, 1991.

2. Литвиненко В.Н., Мордкович А.Г. Практикум по решению математических задач. Учебное пособие для студентов пед. ин-тов по матем. спец. М.:Просвещение,1984.
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4. Звавич Л.И., Аверьянов Д.И., Пигарев Б.П., Трушанина Т.Н. Задания по математике для подготовки к письменному экзамену в 9 классе. – 6-е изд. – м.: Просвещение,2006.
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