МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ РФ 

МУНИЦИПАЛЬНОЕ ОБЩЕОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ
УЧРЕЖДЕНИЕ СРЕДНЯЯ ШКОЛА №2

РЕФЕРАТ НА ТЕМУ:
«ГЕОМЕТРИЯ ЛОБАЧЕВСКОГО»

[image: image1.png]


                           
                                                                                                 Подготовил:
                                                                                                    ученик 9 Б кл.

                                                                                            ИВАНОВ 

                                                                                          СЕРГЕЙ

                                                                                                         АНАТОЛЬЕВИЧ

                                                                                                     Руководитель:
                                                                                                     МОСЕНКОВА

                                                                                            ЛЮБОВЬ

                                                                                                        АНАТОЛЬЕВНА

г. ВЯЗЬМА

2007г.
Содержание
Введение…………………………………………………………..……………….4

Глава1. Аксиоматика плоскости Лобачевского…………………………………………………………………..…..6

Глава2.Модель Пуанкаре плоскости Лобачевского на евклидовой полуплоскости……………………...……………………………………………..9
2.1. Выбор основных объектов……………………………………………...…………………………….9

2.2. Выполнимость требований аксиом принадлежности……………………………………………………...…………..10

2.3. Выполнимость требований аксиом порядка………………………………………………….………………………..10

2.4. Сложное отношение четырех точек………………………………………………………………………………11

2.5. Выполнимость требований аксиом меры для отрезков и углов………………………………………………………………………..……..11

2.6. Равенство фигур……………………..………………………………………14

2.7. Серединный перпендикуляр………..………………………………………15

2.8. Выполнимость требований аксиомы существования треугольника, равного данному...……………………………………………………………….16

2.9. Выполнимость требований аксиомы существования отрезка данной длинны…………...……………………………………………………………….17

2.10. Выполнимость требований аксиомы Лобачевского...…………………..17

2.11. Модель геометрии Лобачевского в пространстве………….……………18
Глава3. Модель Кэли-Клейна………………………..………………………….19
3.1. Проективное мероопределение Кэли……………………..……………….18
3.2. Общая постановка задачи…………………………………………………..20

3.3. Замена кругового абсолюта другим овальным коническим сечением….............................................................................................................23
3.4. Выражение расстояния между двумя точками в модели 
Кэли- Клейна при любом овальном абсолюте…………..……………………..23

3.5. Распространение тех же идей на трехмерное пространство…………..…24

Глава4. Применение моделей для вывода доказательств некоторых фактов………………………………………………………………………….…26
4.1. Формула Лобачевского. Лемма……………………………...……………..26
4.2. Формула Лобачевского. Теорема…………………………………..………26
4.3. Доказательство теорем геометрии Лобачевского………………….……..27
Глава5. Связь между моделями…………………………………...…………….31
5.1. Изоморфизм моделей……………………………………………………….31
5.2. Связь между моделями……………………………………………………..31
Заключение…………………………………………….…………………………33
Список литературы…………………………………...………...………………..34
































































































































Введение

          Геометрия – одна из древнейших разделов математики. Наибольшего развития геометрических знаний достигли древневосточные цивилизации – Египет, Вавилон, Индия, Китай. Говорить о геометрии как науке на этой стадии нельзя – это была эпоха предварительного накопления геометрических сведений.

          В VII в. до н.э. благодаря торговле геометрические знания достигли Греции. Здесь геометрия получила широкое развитие, которое можно разделить на три периода.

          Период с VII по VI в. до н. э. является поворотным в развитии геометрии, основателем и представителем этого периода является Фалес Милетский. Греки впервые стали логически доказывать предложения геометрии в общем виде. Фалесу приписывают доказательство следующих теорем: угол, вписанный в полуокружность, прямой; вертикальные углы равны; углы при основании равнобедренного треугольника равны между собой и др.
          Это достижение греческих математиков имело важнейшее значение в развитии геометрии, т. к. общее доказательство охватывало все возможные частные случаи. Постепенно выделялись немногие первоначальные предложения, которые получены из опыта и должны быть положены в основу геометрии без логического доказательства. Было заложено начало созданию дедуктивного, или аксиоматического метода изложения геометрии.
          Второй период (VI-V в. до н. э.) олицетворяется с Пифагором и его школой. Пифагору предписывают доказательство следующих предложений: сумма внутренних углов треугольника равна двум прямым углам; плоскость можно покрыть правильными треугольниками, четырехугольниками и шестиугольниками; известная теорема Пифагора; открытие геометрического способа решения квадратных уравнений; открытие пяти правильных многогранников.

          Но самым важным открытием школы Пифагора явилось открытие несоизмеримых отрезков. До этого открытия греки считали, что отношение двух любых отрезков может быть выражено рациональным числом.
          Это явилось кризисом в развитии греческой математики, основное положение философии школы Пифагора, что «число есть мера вещей» потерпело поражение, а подняться до понятия иррационального числа они не сумели. Также разработка многих вопросов геометрии неизбежно приводила греческих математиков и философов к понятиям бесконечности и движения, к учению о бесконечно малых. К таким вопросам относились приближенные вычисления несоизмеримых величин, рассмотрение вопросов связанных со спрямлением окружности и квадратурой круга; вычисление объема поверхностей круглых тел и т. д. при этом греческие математики натолкнулись на глубокие противоречия и парадоксы, все это вызвало критику и споры среди философов. Нужно было сделать геометрию неуязвимой и при этом считалось, что это возможно лишь без привлечения понятий иррационального числа, бесконечности, движения.
          Третий период (IV в. до н. э.) – начало развития философских школ в Афинах Платона и Аристотеля. С этими школами связывают два основных достижения: выработку принципов научного построения геометрической системы, расчленение ее предложений на аксиомы, теоремы и определения; разработку определенных методов и форм доказательства: анализ, синтез, доказательство от противного.
          Таким образом, До III в. до н.э. геометрия в Греции накопила обильный фактический материал, назрела необходимость в его систематизации. Эта задача наиболее полное и совершенное разрешение получила в созданных Евклидом «Началах». Начался новый период развития геометрии.
Глава 1. Аксиоматика плоскости Лобачевского

          Планиметрия Лобачевского строится на аксиоматике евклидовой геометрии с заменой аксиомы параллельности на аксиому Лобачевского: пусть a – произвольная прямая, а A – точка, не лежащая на этой прямой; тогда существует не менее двух прямых, проходящих через точку A и не пересекающих прямую a.

          В литературе, посвященной построению моделей геометрии Лобачевского, авторы применяют различные системы аксиом. Так, в книге Н.В.Ефимова “Высшая геометрия” для этой цели привлечена аксиоматика Д.Гильберта. В данной работе рассмотрена система аксиом для плоскости Лобачевского, используя аксиоматику евклидовой геометрии, предложенную А.В.Погореловым.

          Основными объектами являются точки и прямые; также используется при этом множество действительных чисел.
          Множество всех точек обозначим через Н2, оно называется плоскостью, множество всех прямых обозначим буквой F, а  R – поле действительных чисел. Полагаем, что Н2 и F – непустые множества.

          Множество Н2 называется плоскостью Лобачевского, если указанные ниже основные отношения а – г подчиняются требованиям приведенных далее аксиом I – VI групп.

          Основными отношениями являются следующие четыре отношения:
          а) принадлежность точки и прямой;
          б) лежать между для трех точек одной прямой;
          в) длинна отрезка;

          г) мера(градусная) угла;

          Рассматриваемая система аксиом состоит из девяти аксиом, разбитых на шесть групп.

          I.Аксиомы принадлежности

          I1. Каковы бы ни были две точки, существует прямая, проходящая через эти точки, и притом только одна.

          I2. На каждой прямой лежат по крайней мере две точки. Существуют три точки, не лежащие на одной прямой

          II. Аксиомы порядка

          II1. Из трёх точек на прямой одна и только одна лежит между двумя другими.
          На основе этой аксиомы вводится понятие отрезка. Отрезком АВ называется множество всех точек прямой, лежащих между точками А и В.

          II2. Прямая разбивает множество не принадлежащих ей точек плоскости на два подмножества (полуплоскости) так, что отрезок, соединяющий точки одной полуплоскости, не пересекается с прямой, а отрезок, соединяющий точки разных полуплоскостей, пересекается с прямой.

          После этого вводятся понятия луча и треугольника. Лучом АВ с началом А называется множество точек, состоящее из точки В и всех точек М прямой АВ, таких, что точка А не лежит между точками В и М.
          Треугольником называется фигура, состоящая из трех точек, не лежащих на одной прямой, и трех попарно соединяющих их отрезков.
          III. Аксиомы меры для отрезков и углов

         Обозначим через L – множество всех отрезков, а через R+ - множество всех положительных чисел.

          III1. Если выбран некоторый отрезок PQ, то существует отображение l:L⁪R+такое, что выполняются два условия:

          а) если точка С лежит между точками А и В, то l(AC)+l(CB)=l(AB);

          б) l(PQ)=1/

          Если l': L⁪ R+ - отображение при другом выборе отрезка P'Q', то из равенства l(AB)=(CD).
          Число l(AB) называется длинной отрезка АВ, а отрезок PQ – единичным отрезком.

          Для введения следующей аксиомы определим понятие угла. Углом называется фигура, состоящая из двух различных лучей с общим началом. Угол называется развернутым, если эти лучи лежат на одной прямой. Лучи, образующие угол, называются его сторонами, а общее начало сторон угла называется вершиной этого угла. Говорят, что данный луч проходит между сторонами неразвернутого угла, если он исходит из его вершины и пересекает какой-нибудь отрезок с концами на сторонах угла. В случае развернутого угла считается, что любой луч, исходящий из его вершины и отличный от его сторон, проходит между сторонами угла.
          Обозначим через W множество всех углов.
          III2. Существует отображение ф: W→R+ такое, что выполняются два условия:

          а) если луч r проходит между сторонами угла pq, то ф(pr)+ф(rq)=ф(pq);

          б) если pq – развернутый угол, то ф(pq)=180.

          Число ф(pq) называется градусной мерой угла pq.

          IV.Аксиома существования треугольника, равного данному.
          Два отрезка называются равными, если при любом выборе единичного отрезка их длины равны. Два угла называются равными, если они имеют одну и ту же градусную меру. Треугольники АВС и А1В1С1 называются равными, если выполняются равенства:
<А=<А1, <В=<В1, <С=<С1,АВ=А1В1,ВС=В1С1,АС=А1С1

          IV. Пусть ABC – треугольник и р – луч. Тогда существует треугольник A1B1C1, равный треугольнику ABC, у которого вершина A1 совпадает с началом луча р, вершина B1 лежит на луче р, а вершина C1 лежит в заданной полуплоскости относительно прямой, содержащей луч р.

          V. Аксиома существования отрезка данной длинны


          V.Если выбран единичный отрезок, то, каково бы ни было положительное действительное число t, существует отрезок длинной t.

          Аксиома параллельности Лобачевского

     Сформируем аксиому параллельности Лобачевского, введенную им в варианте, приемлемом как для случая плоскости, так и для случая пространства.

          VI. Пусть a – произвольная прямая, а А – точка, не лежащая на этой прямой. Тогда в плоскости, определяемой точкой А и прямой а, существует не менее двух прямых, проходящих через точку А и не пересекающих прямую.
          Что такое модель?

          Заменив аксиому параллельности евклидовой геометрии данным ниже утверждением, Н.И.Лобачевский развил последовательность выводов, представляющих новую, как он ее именовал, воображаемую геометрию. Факты этой геометрии имели отвлеченный характер, поскольку не было найдено предмета – модели, где бы эта геометрия выполнялась. Модели для геометрии Лобачевского были найдены позже, да и понятие модели или интерпретации системы аксиом сформировалось в математике лишь во второй половине XIX века. Что же понимают в математике под моделью системы аксиом?
          Моделью, или интерпретацией, данной системы аксиом называют совокупность множеств конкретной природы с таким истолкованием основных отношений, связывающих элементы этих множеств, что оказываются выполненными требования всех аксиом данной аксиоматики.
Глава 2.Модель Пуанкаре плоскости Лобачевского на евклидовой

полуплоскости

          В этой главе описывается построение модели плоскости Лобачевского, предложенной в 1882 г. великим французским математиком Анри Пуанкаре (1854-1912), профессором Сорбонны с 1881 г. Построение модели осуществляется на основе аксиоматики, изложенной в предыдущей главе. В заключение главы дается обобщение планиметрической модели Пуанкаре на случай пространства Лобачевского любого числа измерений.
          2.1.Выбор основных объектов

          Рассмотрим евклидову плоскость Е2 с декартовыми координатами Оxy. В качестве плоскости Лобачевского возьмем полуплоскость в Е2, заданную неравенством  y>0, обозначим ее через Н2. В качестве множества прямых F примем содержащиеся в Н2 полуокружности с центрами на оси x и лучи, ортогональные x с началом на этой оси. Элементы из F будем именовать неевклидовыми прямыми или просто прямыми. R-поле действительных чисел. 
          В дальнейшем будет часто использоваться в ходе построений евклидовы прямые, отрезки и другие фигуры,  такие случаи всякий раз будут точно указываться словами “евклидова прямая”,  “евклидов отрезок”  и т.д.
          Основные отношения  между объектами мы будем устанавливать одно за другим, по мере того, как они потребуются при последовательном рассмотрении аксиом.

          2.2.Выполнимость требований аксиом принадлежности

          Отношение принадлежности для точек и прямых характеризуется словами “точка лежит на прямой”, “прямая проходит через точку”. Дадим истолкование этих выражений для неевклидовых точек и прямых.
          Пусть А-неевклидова точка и а-неевклидова прямая в Н2. Мы полагаем, что точка А находится на неевклидовой прямой а, если эта точка находится на а в смысле тех отношений, какие имеют место в геометрии евклидовой плоскости.
          В справедливости аксиом I1, I2 для неевклидовых точек и прямых легко убедиться с элементарных средств евклидовой геометрии.

          Для иллюстрации сказанного рассмотрим аксиому I1. Пусть А и В - произвольные точки в Н2. Если первые координаты у А и В одинаковы, то неевклидова прямая АВ является лучом, ортогональным оси x, с началом на этой оси. Если же первые координаты точек А и В различны, то неевклидовой прямой АВ будет полуокружность, ортогональная оси x, центром этой полуокружности является точка пересечения оси x с евклидовым серединным перпендикуляром евклидова отрезка АВ. Единственность неевклидовой прямой АВ обусловлена тем, что две полуокружности, изображающие неевклидовы прямые, могут иметь не более одной общей точки. Действительно, в противном случае мы получили бы две различные окружности евклидовой плоскости, которые имели бы больше двух общих точек, что невозможно.

          Требования аксиомы I2 выполнены в силу того, что на лучах и полуокружностях существует бесконечно много точек и в Н2 имеется бесконечно много точек, не лежащих на луче или полуокружности.
          2.3.Выполнимость требований аксиомы порядка

          Дадим истолкование понятия “лежать между” для трех точек прямой. Пусть а – неевклидова прямая в Н2, А,В,С – точки на а. Если прямая а изображается лучом, то порядок точек на а будем понимать в евклидовом смысле. Пусть теперь а – полуокружность, обозначим через d евклидову прямую в Н2, заданную уравнением y=c, c>0. Евклидовы лучи, исходящие из центра полуокружности а и проходящие через точки А,В,С, пересекают d в точках А',В',С'. Говорят, что точка В лежит между точками А и С на а, если В' лежит между А' и С' на d в смысле евклидовой геометрии.

          Выполнимость аксиом порядка при таком истолкования отношения “лежать между” становится достаточно очевидной.  


2.4.Сложное отношение четырех точек

          Условимся идентифицировать точку (x,y) в Н2 с комплексным числом z=x+iy и будем на равных правах употреблять далее слова “точка z” и “число z”.
          Пусть u,v,s,t – четыре различные точки, тогда сложным отношением этих точек, взятых в указанном порядке, называется число, обозначаемое символом (u,v,s,t), такое, что

(u,v,s,t)= 
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          Рассматривая придельные переходы в этой формуле при t, s, v, u получаем следующие равенства:

(u,v,s,∞)=
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          Сложное отношение данных точек, вообще говоря, зависит от их порядка, например, (u,v,s,t)= (v,u,s,t)-1.
          2.5.Выполнимость требований аксиом меры для отрезков и углов

          Пусть L – множество всех (неевклидовых) отрезков в Н2. Если u,v – две точки в Н2, то через s и t обозначим точки, в которых неевклидова прямая uv опирается на ось x в случае, когда uv – полуокружность (надо помнить, что точки оси x не принадлежат Н2!). Если неевклидова прямая uv является лучом, то через s обозначим начало этого луча, а t будет его бесконечно удаленной точкой.

           Покажем, что отображение l:L→R+
           можно определить посредством формулы l(uv) = c ln(u,v,s,t),(*)

           где c – некоторая положительная константа, фиксация которой равносильна выбору единичного отрезка PQ в H2. Рассмотрим сначала случай, когда прямая uv является полуокружностью, при этом числа s и t – действительные, будем считать, что s<t. Через r1 и r2 обозначим модули чисел u-s и u-t, через 1 и 2- их аргументы. Поскольку евклидов угол sut – прямой, то [image: image9.jpg]


, поэтому:
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          Где r3=v-s, r4=v-t. Поэтому
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          В случае, когда неевклидова прямая uv изображается в Н2 лучом, имеем (u,v,s,t)=(u,v,s,∞)=
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          Таким образом, 
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>0, поэтому правая часть равенства (*) имеет смысл и для любого отрезка uv в Н2 l(uv)>0, то есть с помощью равенства (*) мы получаем отображение l:L→R+.
          Покажем теперь, что отображение l обладает свойством аддитивности, то есть, что для любой точки w отрезка uv выполняется равенство:
L(uv) + l(wv)=l(uv).

          Действительно, используя соотношения для сложного отношения, получаем, что
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          причем как левая часть данного равенства, так и сомножители правой части этого соотношения положительны. Отсюда имеем, что

ln 
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          Для завершения доказательства аддитивности остается убедиться в том, что слагаемые в правой части последнего соотношения имеют одинаковые знаки.

Будем считать для определенности, что точки u,v,w расположены так, как указанно на рисунке ниже.

          Обозначим через r1, r3, r5 модули комплексных чисел u-s, v-s, и w-s, то есть это – евклидовы длины евклидовых хорд su, sv и sw соответственно поэтому справедливы неравенства r1<r5<r3.
          Аналогично, если r2,r4 и r6 – модули чисел u-t, v-t, и w-t, то r4< r6< r2.
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          Вычисляя сложные отношения 
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в которых каждый из сомножителей в правых частях меньше единицы в силу приведенных неравенств для ri, i=1,…,6. Поэтому оба сложных отношения 
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принимают для рассмотренного случая значения, меньшие единицы. Для остальных случаев расположения точек u,v,w в Н2 аналогично вышеизложенному можно показать, что сложные отношения 
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либо одновременно больше единицы, либо меньше единицы. Поэтому, вычисляя модули обеих частей полученного равенства для логарифмов, получим, что
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отсюда, наконец, учитывая формулу (*), приходим к равенству:

l(uv)=l(uw)+(wv).
          Аддитивность функции l установлена.
          Устремляя точку v по неевклидовой прямой uv к точке u, замечаем, что 
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будет стремиться к единице; если же устремлять v к t, то 
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будет стремиться к нулю. Отсюда следует, что в первом случае l(uv)=0, а во втором - l(uv). В то же время l(uv) непрерывно зависит от u и v, следовательно, областью значения для l(uv) является весь интервал (0,+R) то есть все множество R+, а потому при фиксации константы с в формуле (*) найдется такая пара точек P, Q в Н2, что значение l(PQ) будет равно единице. Таким образом, фиксируя в формуле(*) постоянную с заранее, мы приходим к выбору отрезка PQ в качестве масштабной единицы. Можно поступить иначе, объявив сначала масштабным некоторый отрезок P1Q1, взять затем значение константы с в формуле (*) так, чтобы получить равенство l(P1Q1)=1.
          Итак, требования аксиомы III1 в Н2 выполнены. Заметим, что значение функции l(uv), получаемое с помощью равенства(*), естественно называть также расстоянием между точками u и v.
          Обратимся теперь к аксиоме III2. Под градусной мерой ф(pq) неевклидова угла pq будем понимать евклидову градусную меру угла между касательными векторами к сторонам угла pq в его вершине. Ясно, что при таком истолковании градусной меры неевклидова угла требования аксиомы III2 выполнены.
          2.6.Равенство фигур
          Дадим теперь определение равенства (конгруэнтности) фигур плоскости Н2.
          Две фигуры плоскости Н2 называются равными (конгруэнтными), если найдется движение плоскости Н2,которое одну из этих фигур переводит в другую.

          Введенное понятие равенства фигур обладает, очевидно, свойствами рефлективности, симметричности и транзитивности. Это следует из того, что совокупность всех движений плоскости Н2 относительно операции умножения преобразований образует группу.
          Имеется также на особенность, связанная с понятием равенства углов.

Меры углов в Н2 определены так, как это понимается в евклидовой геометрии по отношению к криволинейным углам. При этом круговые дуги, изображающие стороны равных в Н2 углов вовсе не являются равными с евклидовой точки зрения, так как неевклидовы движения, сохраняя величины углов, искажают линейные размеры фигур.
          2.7. Серединный перпендикуляр

          Для рассмотрения аксиомы IV нам потребуется построение неевклидова серединного перпендикуляра неевклидова отрезка. Пусть MN – некоторый отрезок в Н2, для его расположения возможны следующие случаи:

          а) евклидова прямая MN параллельна оси x;

          б) евклидова прямая MN пересекает ось x под некоторым углом;

          в) евклидова прямая MN перпендикулярна оси x.                

          Рассмотрим подробно случай б). Обозначим через К точку пересечения оси x с евклидовой прямой MN, а через Т – точку касания евклидовой прямой, проходящей через К, с неевклидовой прямой MN (см. рисунок ниже).
[image: image36.jpg]p





рис.2

          Евклидова полуокружность а с центром К и радиусом КТ является искомым перпендикуляром. Действительно, по теореме элементарной геометрии о произведении отрезков секущих к окружности имеем:  КМ*KN=KT2. Но по отношению к полуокружности а приведенное равенство означает, что точки М и N взаимно инверсны относительно а. Более того, инверсия относительно а переводит неевклидову прямую MN в себя, следовательно, неевклидовы отрезки TM и TN взаимно инверсны относительно а, то есть они являются равными. А поскольку неевклидова прямая MN перпендикулярна а, то а – искомый серединный перпендикуляр для MN.(см. рисунок ниже).
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рис.3
          2.8. Выполнимость требований аксиомы существования треугольника, равного данному

             Пусть АВС – неевклидов треугольник в Н2, р – луч с началом в А' и ⁪ заданная полуплоскость, ограниченная неевклидовой прямой, содержащей р (рис.4).
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рис.4
          Построим серединный неевклидов перпендикуляр а неевклидова отрезка АА'. Отражение относительно а переводит треугольник АВС в треугольник А'В1С1. Пусть b – неевклидова биссектриса угла со сторонами р и А'В1, тогда отражение Н2 относительно b переведет треугольник А'В1С1 в треугольник А'В1С2, где В' лежит на луче р. Если точка С2 лежит в заданной полуплоскости, то построение закончено. В противном случае рассмотрим отражение Н2 относительно неевклидовой прямой, содержащей луч р. В результате получаем треугольник А'В'С', удовлетворяющий требованиям аксиомы IV. Действительно, А' – начало луча р, В' лежит на р, а С' принадлежит полуплоскости. Поскольку неевклидов треугольник А'В'С' получен из треугольника АВС с помощью композиции отражений, то есть с помощью неевклидова движения, то треугольники АВС и А'В'С' равны. Таким образом, требования аксиомы IV в Н2 выполнены.
          2.9. Выполнимость требования аксиомы существования отрезка данной длинны

          Пусть d – положительное действительное число. Возьмем в Н2 точки, которым соответствуют комплексные числа:
u=i,v=
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где константа с – такая же, как в формуле для расстояния. Вычисляя с использованием упомянутого равенства длину неевклидова отрезка uv, получим, что l(uv)=c‌‌׀1n(u,v,s,t) ׀=c ׀1n(u,v,0,∞) ׀=c ׀1n
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          Таким образом, требование аксиомы V выполнено.
          2.10. Выполнимость требований аксиомы Лобачевского.

          Фиксируем некоторую прямую а в Н2 и точку А, не принадлежащую этой прямой (рис.5).
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рис.5
Легко видеть, что через точку А проходит бесконечное множество различных неевклидовых прямых, не имеющих общих точек с прямой а. В частности, прямые, обозначенные на рисунке через b и c, являются параллельными прямой а (точки АО, А1 и А2 не принадлежат Н2 ). Другие прямые, проходящие через А  и  не проходящие прямой а, - это прямые, расходящиеся с а.

Итак, требование аксиомы VI выполнено, и построение модели Пуанкаре плоскости Лобачевского завершено.

2.11. Модель геометрии Лобачевского в пространстве

Эта модель строится аналогично модели на полуплоскости.

Именно, пусть En – евклидово n-мерное пространство с прямоугольными декартовыми координатами Ox1…xn. В качестве n-мерное пространства Лобачевского En возьмем полупространство в En, заданное неравенством  xn>0. Части содержащихся в Нп евклидовых гиперплоскостей, перпендикулярных границе Нп, и части евклидовых гиперсфер, лежащих в Нп  и имеющих центры на границе Нп, называются гиперплоскостями в Нп. k-плоскости в   Нп – это также объекты двух видов. Во-первых, это евклидовы  k-полуплоскости, параллельные оси хп, граници которых лежат на Нп. Другой вид  k-плоскостей в  Нп евклидовы k-мерные полусферы с центрами на границе Нп, которые содержатся в (k+1)-мерных евклидовых плоскостей, параллельных оси  хп. 

Отражения Нп-инверсии Нп относительно евклидовых гиперсфер с центрами на границе Нп и евклидовы симметрии относительно евклидовых гиперплоскостей, перпендикулярных границе Нп. Движение Нп-это всякое преобразование, не имеющее расстояний между точками. Оказывается, всякое движение Нп является композицией некоторого числа отражений. Модель Нп также конформна, ее называют моделью Пуанкаре  n-мерного пространства Лобачевского.
Глава 3. Модель Кэли-Клейна.

В 1871г. немецким математиком Феликсом Клейном (1849-1925) была построена модель плоскости Лобачевского с помощью проективной метрики, открытой, английским математиком Артуром Кейли (1821-1895), эта модель называется моделью Кэли-Клейна плоскости Лобачевского.

3.1. Проективное мероопределение Кэли

Общий вывод рассуждений Кэли заключается в том, что на прямой возможно троякое мероопределение: эллиптическое, гиперболическое или параболическое; в этом смысле говорят об эллиптической, гиперболической или параболической прямой. На гиперболической или параболической прямой расстояние между двумя точками определено однозначно и может быть сколь угодно велико («прямая имеет бесконечное протяжение»); на эллиптической прямой расстояние определено двузначно и в надлежащих единицах во всяком случае не превышает 1 («прямая конечна»).

Троякое мероопределение на прямой (троякая геометрия прямой), вытекающее из замысла Кэли, обусловливается тем, что вещественном линейным преобразованием бинарная квадратичная форма приводится к одному из трех канонических видов: х2+у2 (мнимый абсолют и эллиптическая геометрия), х2-у2 (действительный абсолют и гиперболическая геометрия) и х2  (абсолют, состоящий из двух совпадающих точек).

Все исследования Кэли, как сказано выше, имеет основной целью разыскание тех геометрических величин и соотношений, которые остаются инвариантными при линейных, однородных преобразованиях переменных. Так как этими переменными, в  изложенных рассуждениях служат однородные координаты точек прямой, то линейные их преобразования выражают проективные преобразования прямой. Однако метрика – расстояния точек зависит от выбора абсолюта; поэтому, чтобы она оставалась инвариантной, нужно ограничиться теми линейными преобразованиями, которые оставляют абсолют инвариантным. Проективное преобразование на прямой определяется соответствием трех пар точек. Поэтому, если ограничиться теми преобразованиями, которые оставляют абсолют инвариантным, т. е. относят каждую из точек абсолюта самой себе или замещают их одну другой, то эти преобразования, очевидно, составляют одночленную группу и играют в соответствующей геометрии роль движений. Расстояния остаются при этих преобразованиях инвариантными, так как форма (х, у)  остается неизменной (или приобретает постоянный множитель). Эти расстояния. как в эллиптической, так и в гиперболической метрике выражаются через ангармоническое отношение, которое две данные точки образуют с абсолютом. Эллиптическую и гиперболическую метрику, основанную на замысле Кэли, часто называют (Клейн) проективной; не без оговорок это название можно отнести к параболической метрике.

Подводя итоги, нужно сказать, что Кэли показал возможность обобщения понятия о расстоянии между точками и об угле между пересекающимися прямыми. Не может подлежать никакому сомнению, что все построения Клейна, по существу, уже содержатся в этой замечательной работе Кэли. Но не подлежит также сомнению, что выводы Кэли далеко не достаточно уточнены; главный дефект заключается в том, что не разобраны случаи, когда основное соотношение:
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дает для расстояния действительное или мнимое значение, а также                  когда по этой схеме действительное или мнимое значение получает угол между пересекающимися прямыми. Между тем этот вопрос имеет основное значение, и его анализ приводит к различным системам геометрии.

3.2. Общая постановка задачи


Уже в первых своих мемуарах , Клейн, опираясь на работу Кэли (суть которой изложена выше), ставит задачу о построении интерпретации неевклидовой геометрии гораздо шире и притом в двух отношениях: во-первых, при воспроизведении плоской двумерной геометрии он не ограничивается группой проективных преобразований инвариантного круга, а рассматривает группу, оставляющую инвариантным любое овальное (т. е. действительное и вырожденное) коническое сечение, во-вторых, он строит модель не только двумерной но и трехмерной неевклидовой геометрии.


Ограничиваясь сначала геометрией плоскости, Клейн исходит из предложения, которое было известно и до него: каково бы ни было овальное коническое сечение, всегда существует трехпараметрическая группа проективных преобразований плоскости, оставляющих это коническое сечение инвариантным. Это проще всего подтверждается следующими соображениями.


Как известно, точечное проективное соотношение в плоскости вполне устанавливается заданием четырех точек, соответствующих заданным исходным четырем точкам общего положения, т. е. образующим невырожденный четырехугольник (никакие три из вершин не лежат на одной прямой). Проективное соответствие преобразует всякое овальное коническое сечение в овальное же.

          При этом любая точка и ее поляра относительно этого конического сечения переходят в полюс и поляру преобразованной кривой; в частности, точка на конечном сечении и касательная к ней переходят в точку преобразованной кривой и касательную к ней в этой точке.

          Пусть теперь Ф – некоторое овальное коническое сечение, А, В, С – 

произвольные три различные  точки на нем. Две из этих трех точек (скажем, А и С) соединим, прямой  АС' ,пусть Р будет полюс этой прямой (рис.21) относительного конического сечения (Р есть точка пересечения касательных АР и СР, проведенных в точках А и С). Если проективное преобразование П преобразует коническое сечение Ф в себя само, то оно переводит точки А,В,С в точки А',В',С' того же конического сечения и полюс Р прямой АС в полюс Р прямой АС в полюс Р' прямой А',В'. Имея это в виду, фиксируем на коническом сечении Ф три точки Л, В, С; вместе с тем окажется фиксированной точка Р – полюс прямой АС. Теперь выберем на Ф произвольные три различные точки А', В', С', которые примем за соответствующие точки А, В, С; пусть Р' будет полюс прямой А'С 'относительно Ф. Четыре точки А', В', С', Р' в качестве соответствующих точкам А, В, С, Р определяет проективное  соответствие П в этой плоскости;  оно преобразует коническое сечение Ф  в коническое сечение Ф'.  Как известно, три точки А',  В', С' в месте с проведенными в двух из них (А', С') касательными (А'Р', С'Р') однозначно определяют коническое сечение Ф' (грубо говоря, задание этих элементов равносильно заданию пяти точек: В', одной пары слившихся в А' и другой пары слившихся в С'), поэтому Ф' может отличаться от Ф. Этим доказано, что преобразование П оставляет коническое сечение Ф
 инвариантным.
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рис.21


Проективное преобразование П определяется таким образом заданием трех точек А', В', С'  конического сечения, как соответствующих фиксированным точкам  А, В, С. Но каждая из точек А', В', С' на коническом сечении Ф определяется одним числовым заданием (например, полярным углом в системе, где полюсом служит фокус, а полярной осью – главная ось).  Каждое преобразование П таким образом зависит от трех параметров, а совокупность таких преобразований составляет трехпараметрическую группу. 

Под внутренней областью конического сечения, как обыкновенно, подразумевают ту часть плоскости, из точек которой нельзя провести действительных касательных и кривой. Ясно, что каждое действительное преобразование П,  которое преобразует коническое сечение Ф в само себя, приводит каждую внутреннюю ее точку во внутреннюю же его точку; в самом деле, иначе две мнимые касательные переходили бы в действительные касательные. Овальное коническое сечение может быть принято за абсолют клейновой интерпретации гиперболической геометрии.


3.3. Замена кругового абсолюта другим овальным коническим сечением


Как известно, каково бы ни было овальное коническое сечение Е,  существует проективное преобразование Т, которое преобразует круг К единого радиуса  в коническое сечение Е ( окружность и внутренние точки круга в периферию и соответственно во внутренние точки кривой Е ). Если S есть любое проективное преобразование, оставляющее круг инвариантным, т. е. входящее в состав группы Кэли – Клейна, то преобразование  S=Т SТ-1, как легко видеть, оставляет инвариантным коническое сечение Е. Совершенно ясно, что можно построить геометрию, аналогичную геометрии Л2, принимая за субстрат часть евклидовой плоскости, расположенную внутри кривой Е, а за движения и отражения – преобразования группы, оставляющее инвариантной эту кривую. По существу, построенная таким образом геометрия не отличается от Л2, она ей изоморфна – роль абсолюта играет не окружность, а коническое сечение Е; формулы носят более общий характер.


3.4. Выражение расстояния между двумя точками в модели Кэли-Клейна при любом овальном абсолюте


Напишем уравнение конического сечения, служащего абсолютом, в однородных координатах x, y, z в виде

Ф(x,y,z)=a
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                                                                           (1)

К функции Ф (x, y, z) присоединим множитель +1 или -1 так, чтобы для внутренних точек этого конического сечения было Ф (x, y, z)>0. Если М1(x1, y1, z1) и М2(x2, y2, z2) две точки внутри абсолюта, то прямую, через них проходящую, можно выразить уравнениями:
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Чтобы разыскать точки, в которых прямая (2) пересекает коническое сечение (1), подставляем выражения (2) в уравнение (1).

Для соответствующего значения [image: image47.jpg]p



 получим уравнение
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где Ф11 и Ф22 суть значения Ф в точках x1, y1, z1 и x2, y2, z2 а Ф12 есть значение соответствующей билинейной формулы:
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 Уравнение (3)Дает два значения отношения [image: image50.jpg]p
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Для двойного отношения пары точек М1 и М2 и пары точек пересечения, соответствующих найденным для [image: image52.jpg]p



 значениям (точное, для того двойного отношения, которое больше 1) получим:
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Поскольку прямая, проходящая через две внутренние точки конического сечения, пересекает его в двух действительных точках, всегда будет [image: image54.jpg]=



.

Общая теорема. 

Изложенные соображения могут быть изложены следующей общей теоремой: Какова бы ни была в евклидовой плоскости овальная кривая второго порядка, внутри нее можно построить клейнову интерпретацию гиперболической плоскости; движениями в этой интерпретации служат проективные преобразования, оставляющие это коническое сечение (абсолют) инвариантным (преобразующие его в самого себя). Метрическими величинами служат численные инварианты этих преобразований. Абсолют можно рассматривать как совокупность бесконечно удаленных точек гиперболической плоскости.

3.5. Распространение тех же идей на трехмерное пространство

Интерпретация Клейна воспроизвела внутри абсолюта гиперболическую геометрию полностью; она не подвержена тем упреком, которые справедливо делались интерпретациям Бельтрами. К тому же она, естественно, приводит к аналогичной интерпретации трехмерного гиперболического пространства, которую Бельтрами считал недоступной для его метода.

Совершенно аналогичную тому, как в плоскости существует 3 действительных проективных преобразований, оставляющих инвариантным заданное коническое сечение, в трехмерном евклидовом пространстве существует 6 таких проективных преобразований, которые оставляют инвариантной заданную овальную (невырожденную и нелинейчатую) поверхность второго порядка; при этих преобразованиях остается инвариантной и область, лежащая внутри этой поверхности (т. е. совокупность трех точек пространства, из которых нельзя провести к поверхности действительных косательных). Принимая эту область за субстрат геометрии, а преобразования, оставляющие эту поверхность (абсолют) инвариантной, за движения и отражения, строим отображение (модель), точно воспроизводящее внутри абсолюта гиперболическую геометрию трехмерного пространства.

Прямыми в этой интерпретации служат хорды этой поверхности. Прямая, соединяющая две «точи этого пространства», пересекает абсолют еще в двух точках; получается четверка точек, надлежащим двойным отношением которых определяется расстояние между этими точками; соответствующими инвариантами движений определяются и другие метрические величины этой геометрии. Все выполняется совершенно аналогично тому, как это делается в плоской интерпретации Клейна.

Замечание.

Теперь уже не могло оставаться существенных сомнений в логической правильности построенной П. И. Лобачевским геометрии гиперболического пространства. Во всяком случае, по степени обоснованности новая система не уступала евклидовой геометрии. В силе могли оставаться лишь те возражения, которые в такой же мере относились и к евклидовой геометрии: не были еще с  достаточной ясностью выявлены посылки, на которых может быть строго логически построена абсолютная геометрия, а вместе с ней и евклидова и гиперболическая. Иными словами, после работ Клейна вопрос стоял уже не столько о логической правильности гиперболической геометрии, сколько о точной формулировке тех посылок, на которых основана абсолютная геометрия. Во всей остроте встал вопрос и строгом обосновании геометрии – вопрос, который оставался неразрешимым в течение свыше двух тысячелетий; но только теперь работами Лобачевского и его последователей была действительно подготовлена почва для его решения. Однако, прежде чем перейти к этим новым методам геометрии, нужно еще остановиться на том развитии, которое в ближайшие годы получили идеи Лобачевского и методы интерпретации созданной им геометрии.
Глава 4. Применение моделей для вывода доказательств некоторых фактов

4.1. Формула Лобачевского. Лемма

Известно, что при помощи моделей легко выводятся некоторые факты, которые трудно установить непосредственно из аксиом. В качестве иллюстрации этого мы получим здесь вывод знаменитой формулы Лобачевского, выражающей функцию угла параллельности П(х) через элементарные функции аргумента х. Рассмотрим модель Кэли-Клейна плоскости Лобачевского в круге Г единичного радиуса на евклидовой плоскости и решим сначала задачу о поиске соотношения, связывающего длинны одного и того же отрезка, измеренные в смысле евклидовой геометрии и геометрии Лобачевского.
4.2. Формула Лобачевского. Теорема

Сформулируем необходимое для следующей теоремы понятие функции Лобачевского. Пусть а – прямая в плоскости Лобачевского L2,  А – точка на L2, не лежащая на прямой а (см. рисунок ниже).

[image: image55.jpg]



рис. 31

Через точку А проходят две прямые b1,b2, параллельные прямой а в различных направлениях. Прямые b1,b2 образуют ровные углы с перпендикуляром  AD к прямой а. Острый угол, который составляет любая из прямых b1 или b2 с перпендикуляром  AD, называется углом параллельности при точке А по отношению к прямой а. Угол параллельности вполне определяется расстоянием от точки А до прямой а. Функция ф=П(х), выражающая меру ф угла параллельности через длину перпендикуляра AD называется функцией Лобачевского.
Теорема.
[image: image56.wmf]
Для функции Лобачевского П(х) имеет место формула

П(х)=2⁭ аrctg e-х
4.3. Доказательство теорем геометрии Лобачевского

Аксиоматика геометрии Лобачевского является полной, и поэтому теоремы этой геометрии можно доказывать в любой ее модели. Каждая модель обладает своими специфическими особенностями, которые нужно учитывать при рассмотрении того или иного конкретного вопроса. В данном параграфе приводятся доказательства некоторых теорем геометрии Лобачевского с помощью ее моделей.

Теорема Пифагора

Теорема. Для всякого прямоугольного треугольника плоскости Лобачевского выполняется равенство

ch c=ch a*ch b
где a, b – длины катетов, c – длина гипотенузы этого треугольника.

Доказательство. Воспользуемся моделью Пуанкоре Н2 плоскости Лобачевского на евклидовой полуплоскости. Будем считать (см. рисунок ниже), что вершинам  А, В, С данного прямоугольного треугольника соответствуют комплексные числа i, ri, u+vi, где r> 1, u2+v2=1, так как это всегда можно добиться с помощью некоторого неевклидова движения. 
[image: image57.jpg]s B=u+vi

@]

¥




рис.32

Используя формулу  
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для вычисления неевклидова расстояния между точками z и w в Н2,получаем, что
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Почленное перемножение двух первых соотношений и приводит, как показывает третье соотношение, к завершению доказательства теоремы.


Замечание к теореме Пифагора

Н.И.Лобачевским было замечено, что созданная им неевклидова геометрия в бесконечно малом, то есть в первом приближении, совпадает с геометрией евклидовой плоскости. Проиллюстрируем это на примере теоремы Пифагора.
Используя расположение гиперболического косинуса в ряд
chx=1+
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Получим для теоремы Пифагора соотношение

1+
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Удерживая теперь члены низшего порядка, приходим к теореме Пифагора евклидовой геометрии: с2=а2+ b2.


Площадь треугольника


Для вывода формулы площади треугольника на плоскости Лобачевского вновь обратимся к модели Пуанкаре Н2 с метрической формой

ds
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Пусть АВС – треугольник в Н2, его площадь S(АВС) мы вычислим как разность площадей треугольников АВD и ВСD, где D – бесконечно удаленная точка неевклидова луча АС (см. рисунок ниже).  

 Найдем площадь треугольника АВD.  Меры углов А, В и С треугольника АВС  обозначим через х, у, z  соответственно, через 1 – меру угла В в треугольнике АВD, а через 2 и 1 меры углов В и С в треугольнике ВСD.


Вместо треугольника АВD рассмотрим равный ему в неевклидовом смысле треугольник А1В1D1 вершины А1 и В1 которого лежат на дуге евклидовой окружности единичного радиуса с центром в начале координат, а третья вершина, обозначенная значком D1 является бесконечно удаленной. Вычисление площади проведем с помощью формулы, доказываемой в курсе дифференциальной геометрии, 
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где Q' – область плоскости  и, v, соответствующей области Q, а E,F,G – коэффициенты метрической формы поверхности.

Для площади треугольника А1В1⁭, таким образом, имеем
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поскольку в нашем случае

Е= G=1/у2, F=0
Учитывая расположение точек А1 и В1 и то, что их первые координаты равны соответственно cos(х-у) и cos=1. Получаем
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Так как треугольники АВD и А1В1D1 равны, то площадь треугольника ВСD  можно вычислить таким же образом, при этом

S(ВСD)= 
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Наконец, используя соотношения между углами треугольников АВС и ВСD  и равенство 

S(АВС)= S(АВD)- S(ВСD)

получим искомую формулу для площади данного треугольника:

  S(АВС)=1-(
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 EMBED Equation.3  [image: image70.wmf]+
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Итак, из вышеизложенного вытекает:

Теорема.

Для площади треугольника АВС с углами 
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 справедлива формула –

  S(АВС)=1-(
[image: image73.wmf]+

a



 EMBED Equation.3  [image: image74.wmf]+

b
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Следствие1.

Площадь треугольника плоскости Лобачевского ограничена.

Следствие2.

Если дан выпуклый многоугольник А1, А2…Ап с внутренними углами 
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S(А1А2…Ап)=(п-2) 
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Длина окружности и площадь круга

Теорема. Площадь круга радиуса r равна
4
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А длина окружности, ограничивающей этот круг, равна 2П shr.

Замечание о неевклидовой окружности и площади круга

Длина неевклидовой окружности не пропорциональна радиусу как в случае евклидовой геометрии, а  растет быстрее.  Также площадь неевклидова круга больше площади круга евклидовой плоскости, имеющего тот же радиус.

Глава 5. Связь между моделями
5.1. Изоморфизм моделей

Если сопоставить точке плоскости Лобачевского с координатами х, у точку евклидовой плоскости с теми же декартовыми координатами, то речь идет о преобразованиях круга  х2+у2<1 в себя, при которых прямые переходят в прямые. Известно, что все такие преобразования являются проективными. Но всякое ли такое преобразование является движением?

Пусть S - какое-нибудь проективное преобразование, переводящее круг х2+у2<1 в себя. Оно переводит точку (0,0) в некоторую точку А, полупрямую х>0, у=0 – в полупрямую а и полуплоскость у>0 – в некоторую плоскость. По аксиоме III7 существует движение, т. е. проективное преобразование, обладающее указанными свойствами S. А как показано при построении модели Кэли-Клейна (см.5.6), единовременно. Отсюда следует, что S – движение. 

Так как при введении координат х, у мы не конкретизировали модель геометрии Лобачевского, то вышеизложенное позволяет заключить, что каждая модель геометрии Лобачевского изоморфна модели Кэли-Клейна 
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. Так как две модели, изоморфные третьей, изоморфны друг другу, то мы доказали, таким образом, следующую теорему.

Теорема. Все модели плоскости Лобачевского изоморфны. И следовательно, система аксиом геометрии Лобачевского полна.

Это, в частности, служит обоснованием возможности доказательства теорем геометрии Лобачевского  при помощи той или иной ее модели.
5.2. Связь между моделями

Интерпретация Пуанкоре получается из интерпретации Кэли-Кейна следующим образом. Круг х2+у2<1 проектируется на полусферу х2+у2+z2=1, z>0, а полусфера – из полюса (1,0,0) на плоскости уz (стереографическая проекция). В первом проектировании хорды круга перейдут к полуокружности на сфере, перпендикулярные экватору z=0. А при втором проектировании эти полуокружности перейдут в полуокружности или полупрямые полуплоскости уz,  z>0, перпендикулярные оси у (при стереографическом проектировании углы сохраняются и окружности переходят в окружности или прямые).

Таким образом, в интерпретации Пуанкоре прямые Лобачевского изображаются полуокружностями и полупрямыми  полуплоскости уz, z>0, перпендикулярными оси у. Движениями в плоскости Лобачевского соответствуют преобразования полуплоскости  z>0 в себя, переводящие полуокружности и полупрямые, перпендикулярные оси у в полуокружности и полупрямые.

А применив к плоскости некоторое проективное преобразование получаем из интерпретации Бельтрами интерпретацию Кэли-Клейна, являющуюся непосредственным обобщением интерпретации Бельтрами.

Из вышеизложенного становится ясно, что все интерпретации плоскости Лобачевского взаимосвязаны, и могут быть построены друг из друга.
Заключение

«Начала» - величайший памятник деятельности Евклида, в котором он собрал воедино все то, что сделали его предшественники в области геометрии и «словесной алгебры». Но не только в этом его заслуга. Он также внес много своего, нового, оригинального. Вплоть до ХХв. геометрию в школе преподавали по учебникам, в которые были включены евклидовы «Начала», переведенные и литературно обработанные.

Однако не все написанное Евклидом удовлетворяло живших после него математиков. Великолепной была его попытка дать аксиоматическое изложение геометрии, т. е. сформулировать небольшое количество аксиом, из которых логически выводятся все теоремы геометрии. Список аксиом сразу же подвергся критике, некоторые из них оказались совсем не нужными, например, что «все прямые углы равны между собой».

Так называемый пятый постулат Евклида вызвал особые нарекания математиков. Именно эта аксиома, как показало историческое развитие науки, содержала в себе зародыш другой, неевклидовой геометрии.

Значение моделей геометрии Лобачевского не исчерпывается доказательством логической непротиворечивости ее системы аксиом. Всякое утверждение геометрии Лобачевского может быть интерпретировано в рассматриваемой модели в виде некоторой теоремы, смысл которой зависит от выбора модели. Конформные модели Пуанкоре геометрии Лобачевского имеют большие применения в теории аналитических функций комплексного переменного, особенно в теории автоморфных функций, т. е. таких однозначных  аналитических функций, которые не меняются при некоторой группе дробнолинейных преобразований аргумента. А.Пуанкоре, являющийся творцом теории автоморфных функций, называл геометрию Лобачевского ключом к этой теории.
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