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Введение.
  Тема моего исследования «Синусоида вокруг нас». Выбор темы не случаен. В школьном курсе алгебры и начал анализа изучение свойств тригонометрических функций скучно и однообразно. Но, открыв книгу Штейнгауза «Математический калейдоскоп», мы попадаем в интересный и увлекательный мир тригонометрии. Автор предлагает читателю необычный способ получения синусоиды: если обвернуть свечу несколько раз листком бумаги, перерезать свечу наклонно острым ножом или бритвой, затем разнять обе половины свечи и развернуть бумагу, то получится кривая линия, которая называется синусоидой. Так почему же получившаяся по краю листа кривая действительно синусоида? Ответ на этот вопрос мы попробуем дать в I главе своей работы. Во  II главе поставлен ещё один проблемный вопрос: что общего между заходом солнца и функцией y=sinx, ответ на который мы попытаемся дать исходя из зависимости момента захода солнца от даты календаря. В приложении представлен ряд других примеров по данной тематике.  

  Поэтому актуальность настоящей работы обусловлена, с одной стороны, большим интересом к теме «Синусоида вокруг нас», с другой стороны, её недостаточной разработанностью. Рассмотрение вопросов в работе носит как теоретическую, так и практическую значимость.

Объектом исследования является процесс изучения функциональной линии y=sinx.

Предмет исследования- рассмотрение отдельных вопросов по данной теме.

Таким образом, основной целью написания работы является: рассмотрение необычных способов  получения синусоиды, её свойств и  практическое применение.

Задачи 1) доказать в каждом конкретном случае, что получившаяся кривая- синусоида;

              2) установить взаимосвязь между заходом солнца и графиком функции 
                  y=sinx;

              3) показать практическое применение синусоиды.

Недостаточная практическая разработанность проблем определяет новизну данного исследования.

Источниками информации для написания работы по теме «Синусоида вокруг нас» послужили базовая учебная литература по алгебре и началам анализа и физике, книга Штейнгауза «Математический калейдоскоп», статьи в математических и физических журналах и газетах, справочная литература, отрывной календарь, прочие актуальные источники информации.
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Глава I.Необычный способ получения синусоиды.
§ 1. Сечение цилиндра, радиус основания которого 1, а угол наклона                                         45º с плоскостью окружности.
           Рассмотрим подробно решение этой задачи.

Прежде всего, представленную практическую ситуацию переведём на язык математики, т.е. построим математическую модель. Для этого возьмём лист бумаги  (он имеет форму прямоугольника) и нарисуем на нём оси координат параллельно соответствующим сторонам. (рис. 1)
 



[image: image1]     рис.1
  Затем свернём этот прямоугольник в прямой круговой цилиндр, радиус основания которого примем за единицу. Ось Оx свернётся в окружность радиусом 1, а ось Оy станет образующей цилиндра. Через диаметр полученной окружности, проходящий через точку О, проведём сечение, составляющее с плоскостью окружности угол в 45°. В этом случае сечением будет эллипс. (см. рис. 2)
         
[image: image2]рис.2
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  Возьмём на эллипсе какую-нибудь точку, например точку А, и опустим из неё перпендикуляры на плоскость окружности и диаметр окружности OD. Получим соответственно точки B и C. Треугольник ABC прямоугольный и равнобедренный, так как угол ABC=90°, а угол ACB=45°. Следовательно, АВ=ВС.

На рис. 3 наглядно видно, что ВС=sinx, где х-длина дуги ОВ. Для этого достаточно вспомнить определение синуса угла ВО1С в прямоугольном ∆ ВО1С.
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    рис.3
Итак, АВ=sinx. Теперь развернём цилиндр обратно в прямоугольник. При этом получим кривую, для которой АВ=sinx, где х=ОВ. Из всего сказанного следует вывод о том, что кривая- часть синусоиды-рис4.
[image: image4.jpg]


        рис.4
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§ 2. Сечение цилиндра, радиус основания которого 1, а угол наклона                                          с плоскостью окружности не 45º.

Выясним, какие кривые получатся, если сечения проводить не под углом 450, а под другими углами α.
Обратимся к рисунку 2. Угол АСВ равен α и по определению тангенса из прямоугольного ∆АВС следует, что АВ=tgα·ВС. Итак, можно сделать вывод, что будут получаться кривые, для которых АВ= k·sinx, где k= tgα, т. е. синусоиды.
      Рассмотрим на примере  два случая:
1) 0<α<45°, тогда 0<tgα<1 и имеем сжатие sinx по оси Oy. Например, если α=30°, tg30°=
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АВ=
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sin x≈0,58sinx-рис.5.

. [image: image7.jpg]


   рис.5

2) 45°<α<90°, тогда tgα>1 и имеем растяжение sinx по оси Оу. Например, если α=60°, tg600=
[image: image8.wmf]3

,АВ=
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sinx≈1,7sinx-рис.6. 
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   рис.6
-7-

§ 3. Сечение цилиндра, радиус основания которого не 1, а угол наклона с плоскостью окружности  45º.

  Теперь, если исходный прямоугольник свернуть в прямой круговой цилиндр не единичного, а некоторого другого радиуса а и произвести с этим цилиндром аналогичные операции, то в результате также получится синусоида, но задаваемая формулой у = а·sin
[image: image11.wmf]а
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, что очевидно из рис.7.
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  рис.7
  Известно, что график кривой у=а·sin
[image: image13.wmf]а
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 подобен графику y=sinx и получается из него сжатием или растяжением в а раз в направлении осей Ох и Оу. Например, график функции у=2sin
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 получается из графика у=sinx растяжением в 2 раза по обеим осям-рис.8.
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  рис.8
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§ 3. Сечение цилиндра, радиус основания которого  1, а угол наклона с плоскостью окружности  45º, проходящее через диаметр, образующий с OD угол φ.
  Рассмотрим теперь случаи, когда плоскость сечения цилиндра не проходит через точку О, а проходит через диаметр, образующий с OD угол φ. (рис. 9) 
[image: image16.jpg]


        рис.9
В этом случае также получается синусоида, но задаваемая формулой у=sin(х-φ). График такой кривой получается из графика у=sinx сдвигом по оси Ох на угол φ. Например, график функции у=sin
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 изображён на рисунке 10.
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     рис.10
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§ 4. Практическое применение.

 Изготовление из металла колена водосточной или вытяжной трубы, для этого необходимо взять прямоугольный лист железа шириной ℓ=2πR, где R-радиус перпендикулярного сечения

трубы, и на его основании построить синусоиду y=Rsinx. ( см. рис.)
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Глава II. Что общего между заходом и восходом солнца и функцией y=sinx.

§1. Исследование кривой, задающую зависимость даты и времени захода солнца с помощью отрывного календаря.
  С помощью отрывного календаря нетрудно отметить момент захода Солнца на 1-е число каждого месяца (см. таб.) и, соединив полученные точки плавной линией, построить график, взяв в качестве оси абсцисс среднее время захода Солнца – 18 ч-рис.1. 

	Дата
	время
	дата
	время

	1.1
	16.06
	1.7
	22.17

	15.1
	16.28
	15.7
	22.04

	1.2
	17.02
	1.8
	21.37

	15.2
	17.33
	15.8
	21.06

	1.3
	18.03
	1.9
	20.25

	15.3
	18.32
	15.9
	19.48

	1.4
	20.06
	1.10
	19.06

	15.4
	20.34
	15.10
	18.30

	1.5
	21.07
	1.11
	16.51

	15.5
	21.34
	15.11
	16.23

	1.6
	22.01
	1.12
	16.02

	15.6
	22.15
	15.12
	15.56
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  рис.1
  При более подробном рассмотрении графика создаётся впечатление, что множество точек расположено вдоль волновой линии; мы  довольно быстро заметили возможность уточнения этой линии – если нанести на график ещё  15  точек момента захода солнца 15 числа каждого месяца. Можно также изготовить аналогичную таблицу (и график) для момента восхода Солнца. Опытным путём мы показали, что полученный график аналогичен графику y=sinx, не считая искажения за счёт перехода на летнее и зимнее время.
§2. Доказательство того, что полученная кривая – синусоида.

  Так же некоторая сплющенность земного шара вдоль полярной оси приводит к некоторым отклонениям «идеального» графика синуса. Кроме того, отклонения вызываются и неравномерностью движения Земли (по эллиптической, а не по круговой орбите).

  Эти два упрощения – сплющенность Земли и неравномерность её движения – весьма незначительно искажают наш график. 

  Понятие функции. «Функцией в математическом смысле является однозначное отображение одного множества (Х) на другое (Y), т.е. каждому элементу х  множества Х ставится в соответствие ровно один элемент у множества Y, хотя обратное условие не всегда выполняется». Каждому дню соответствует ровно один момент захода Солнца; день, когда Солнце не заходит, «запрещён» (не существует). В качестве контрпримера можно привести
отображение: день→восход (или заход) Луны; здесь однозначное соответствие не соблюдается.
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  Итак, каждому дню (в течение года) соответствует определённый момент захода Солнца. Обратное соответствие не является однозначным: по времени захода Солнца нельзя однозначно определить дату, даже если исключить периоды солнцестояния, когда чуть ли не целую неделю заход (и восход) происходит в одно и тоже время (разумеется, в пределах достижимой точности при пользовании отрывным календарём или наблюдении без специального оборудования). 

   0бласть определения. Солнечная система существует если не вечно, то достаточно долго, как в прошлом, так и в будущем. Поэтому можно утверждать, что область определения этой функции (-∞<x<+∞), и мы не считаем это грубой ошибкой. 

   Область допустимых значений. Опыт показывает, что момент захода Солнца для данной географической широты всегда лежит в заданных границах – например, для Москвы от 15.56 до 22.17. Поэтому заход Солнца в 13.30, или в 0.04, или в 7.38 в данном регионе – событие невозможное. То же относится и к функции y=sinx (-1≤ y≤1) или y=a·sinx (-a≤y≤a). Точно так же допустимое время захода Солнца может изменяться от момента захода его в день зимнего солнцестояния до момента захода в день летнего солнцестояния. (самая низкая и самая высокая точки на графике). Здесь снова много общего с функцией y=а·sinx. Действительно, построив кривую зависимости момента захода Солнца от даты для Москвы, мы можем получить аналогичный график для более высоких широт путём вертикального растяжения, а для более низких широт – путём сжатия имеющейся кривой (разумеется, речь идёт о пунктах, расположенных на одной и той же долготе). Далее, для пунктов Южного  полушария, расположенных на таком же удалении от экватора, как и Москва, кривая окажется зеркальным отражением первоначальной кривой. Наконец, для пунктов, расположенных на экваторе, кривая должна совпасть с осью абсцисс (напомню, что ось абсцисс соответствует времени захода Солнца в 18.00),а это является аналогом функции y=0·sinx. Но из-за наклона земной оси к плоскости эклиптики прямая не получится, будет лишь сильно сплющенная синусоида. В Эфиопии Солнце заходит около 18 ч в течение всего года и после этого очень быстро темнеет; действительно, из-за почти вертикального захода Солнца в тропиках сумерки оказываются очень короткими.

   Наименьший период. Легко видеть, что по истечении года все моменты захода Солнца повторяются в той же последовательности. Причина этих повторений – полный оборот Земли вокруг Солнца за год, считаемый для простоты за 365 дней; рассмотрение високосного года чрезвычайно усложняет расчёты. Таким образом, если известно, когда зашло Солнце 15 апреля такого-то года, можно быть уверенным, что 15 апреля любого следующего года оно зайдёт почти точно в это же время. «Почти» объясняется несоизмеримостью 
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продолжительности года и продолжительности суток, но ежегодные отклонения невелики, ими можно в первом приближении пренебречь.

  Таким образом, при графическом изображении функции вполне достаточно ограничиться одним периодом, например, с 1 января по 31 декабря.

    Промежутки монотонности. Приблизительно с 21 декабря по 21 июня продолжительность светлого времени суток, или, точнее, времени, когда Солнце находится над горизонтом, возрастает, заход Солнца с каждым днём всё позднее, и эта тенденция не нарушается ни на один день; здесь, кстати, сплющенность Земли и неравномерность её движения по орбите не играют роли. Продолжительность дня монотонно возрастает в течение всего названного полугодия, а после 21 июня и до 21 декабря, наоборот, убывает.                  Нулевые точки (корни). В выбранной системе координат начало астрономической весны(21 марта), как и начало осени (21 сентября), соответствует нулевым значениям функции – «узлам»  волновой линии, причём не только для Москвы, но и для всех пунктов, лежащих на той же широте, если всякий раз говорить о местном времени соответствующего пункта. 
.   Мною получены графики зависимости восхода и захода Солнца в зависимости от даты календаря для Пензенской области (см. рис.2 и 3), расположенной южнее Москвы. Данные примеры подтверждают, что графиками зависимости восхода и захода солнца от даты календаря являются синусоиды.  
График захода Солнца
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  рис.2
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График восхода Солнца
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§3. Практическое применение.

  Вычисление времени восходов и заходов Солнца, а также продолжительности дня имеет большое практическое значение. Данные о продолжительности дня и сумерек для разных широт нужны при подсчете электроэнергии, необходимой для предприятий, уличного освещения и других целей. 
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Заключение.
   Начиная с XVII века, тригонометрические функции начали применять к решению уравнений, механики, оптики, электричества, радиотехники, для описания колебательных процессов, распространения волн, движения различных механизмов, для изучения переменного электрического тока и т. д.  Ведь тригонометрические функции представляют собой наиболее удобное и наглядное средство для изучения всех свойств функций (до применения производной), а в особенности такого свойства многих природных процессов как периодичность.

   Возвращаясь к исходной задаче о свече, заметим, что если учитывать толщину листа бумаги, которая обворачивается вокруг свечи, то цилиндры различных слоёв этой бумаги будут иметь разный радиус, увеличивающийся по мере удаления от центра. Следовательно, соответствующие участки синусоиды будут более растянутыми по сравнению с первоначальными. Причём это растяжение будет увеличиваться по мере удаления. 
    График II главы получен в результате рассмотрения «нематематической» модели, связанной с повседневной жизнью, путём составления таблицы значений времени захода Солнца. Этот график как бы рождается постепенно на наших глазах, а не задаётся в готовом виде.    
     Рассматривая  график кривой в различных случаях разрезания свечи, мы пришли к выводу, что данная кривая  - синусоида.

Мы исследовали кривую зависимости между заходом солнца и датой календаря, доказали, что эта кривая обладает теми же свойствами, что и  синусоида.

  Эти задачи наглядны и с успехом могут быть использованы на уроках обобщающего повторения, при углубленном изучения математики, а также на внеклассных и факультативных занятиях.
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Приложения.

1) Хлыст при ударе совершает движение по синусоиде, при этом вся сила удара концентрируется на его конце.
2) Кривая  зависимости координаты конца математического маятника от времени – синусоида.

3) Колебания в электрической цепи происходят по закону синуса или косинуса.

4) Движения при плавании, ползущей змеи аналогичны синусоиде.
5) Выкройка верхней части рукава и проймы напоминает период синусоиды.
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