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Автор работы: Гришина Анна.

Руководитель: Демина Елена Максимовна.
                                             Москва  2008 г.
Обоснование выбора темы.
                                                                                  « В чистой математике                      

                                                                                    живет всегда художник :

                                                                                   архитектор и даже поэт ».

                                                                                                            Принсгейм  А.

      В курсе алгебры  7 – 8 классов мы познакомились с рядом функций и их графиками. В одной координатной плоскости находили точки пересечения графиков функций , строили графики функций , содержащие модули , изоб-

ражали  множества точек , задаваемых неравенствами ( системами ).

      Порой при построении нескольких графиков различных функций и урав- нений на одной координатной плоскости невольно «рисовались» интересные

фигуры , арнаменты.  Меня заинтересовали такие чудесные «превращения».

Я  подумала , а  не  поставить ли мне  перед собой обратную задачу : сначала

«нарисовать» на  координатной  плоскости , а  затем  используемые линии  и части плоскости закодировать на математическом языке с помощью формул функций , уравнений и неравенств.

      Признаюсь , что было  непросто  справляться  с  поставленной  задачей : какие - то линии сразу удавалось записать языком формул , другие приходи-

лось перерисовывать в соответствии с известными формулами , а некоторые

графики  соответствовали  уравнениям только после преобразования послед-

них.  В процессе работы мне  приходилось самостоятельно изучать неизвест-

ные  мне функции и их графики.

      В результате нелегкой , но очень занимательной работы я узнала много нового , еще лучше закрепила ранее изученный  материал , а главное , я по-

бовала себя в роли математика – художника , поняла , что математика – это не язык «сухих» формул и графиков , она полна красоты и гармонии , наука , позволяющая фантазировать.

      Представляю  Вашему вниманию рисунки , вышедшие из под моей

«кисти – карандаша ».
ЗАДАЧА  № 1.

Построить графики уравнений , заданных системой:
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 EMBED Equation.3  [image: image3.wmf]        (1)
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 EMBED Equation.3  [image: image7.wmf]£

 0,25     (2)
РЕШЕНИЕ :
I.
 1). Построим график функции  у = х
[image: image8.wmf]2

- 4х + 3 – парабола.
       а). вершина параболы (.) А ( 
[image: image9.wmf]a

b
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 ; 
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 А ( 2 ; -1 )

       б). координаты пересечения графика с осью Ох : у = 0

                                       ( 1 ; 0 )  и ( 3 ; 0 )

            координаты пересечения графика с осью Оу : х = 0

                                       ( 0 ; 3 )

 2). График функции  у = х
[image: image12.wmf]2

- 4
[image: image13.wmf]х

 + 3  получаем из графика п.1 , симметрично

      отражая его относительно оси Оу.

 3). График функции  у = 
[image: image14.wmf]3

4
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+
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х

х

:
      оставляем график п.2 без изменения в верхней полуплоскости, а часть его,

      лежащую в нижней полуплоскости (у < 0), симметрично отображаем  от-

      носительно оси Ох в верхнюю полуплоскость.

 4). График функции  
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf] строим , зеркально отражая график

      функции п.3 относительно оси Ох. 
II.

 1). Построим окружность (х – 2)
[image: image18.wmf]2

+ у
[image: image19.wmf]2

= 0,25

       Радиус окружности  R= 0,5
       Центр окружности в (.) А (2 ; 0)
 2).  Зеркально отображаем окружность относительно оси Оу ( т.к.
[image: image20.wmf]х

 ).

 3).  Заштриховываем внутренние области окружностей , удовлетворяющие

        неравенству (
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        ( Рис. 1 ).
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« Сова ».                                
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Рис. 1.
ЗАДАЧА № 2
На одной координатной плоскости изобразить множество точек , 
удовлетворяющих условиям системы:
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РЕШЕНИЕ:

I.
   1). Преобразуем первое (1) уравнение  : 
[image: image29.wmf]у
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 = 2 
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 2 

        График этого уравнения симметричен относительно двух осей (т.к.
[image: image31.wmf]х

 и
        
[image: image32.wmf]у

 ). Построим его сначала в I координатной четверти , т.е. при   х
[image: image33.wmf]³

0 ; 

        у
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0. При этом уравнение равносильно системе :
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   а). Рассмотрим первое (1) уравнение : 
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 + у = 4
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                                              х – 2   при  х – 2
[image: image40.wmf]³
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 = 

                                              2 - х   при   х – 2<0 ;  ( x<2 )   

                при х 
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 2                                                           при х < 2
              х - 2 + у = 4                                                        2 – х + у = 4

              у = 4 + 2 – х                                                       у = 4 – 2 + х

                 у = 6 – х                                                             у = х + 2
        Строим графики в I четверти .

  б).  Рассмотрим второе (2) уравнение : 
[image: image44.wmf]2
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х

 + у = 0
        Сумма двух неотрицательных чисел равна нулю , если оба они равны 

        нулю 
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[image: image46.wmf]2
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х

 + у = 0  при  х = 2 ; у = 0

        Далее осуществляем последовательное двукратное зеркальное отраже-

        ние графиков относительно оси Ох , а затем оси Оу.

II.
        Строим график уравнения (
[image: image47.wmf]2
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х

)
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 + (у – 5)
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= 1

  а). окружность  (х – 2)
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+ (у – 5)
[image: image51.wmf]2

= 1  с радиусом  R = 1  и  центром  в 

       (.)А ( 2 ; 5 )

  б). зеркально отображаем ее относительно оси Оу ( т.к. 
[image: image52.wmf]х

 ).

  в). заштриховываем « глазки » в соответствии  с  условием  неравенства 

                        ( 
[image: image53.wmf]х

 - 2 )
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+ ( у – 5 )
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 1            ( Рис. 2 )
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« Краб ».                                
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Рис.2.

ЗАДАЧА № 3
На координатной плоскости отметьте множество точек , координаты

которых удовлетворяют системе неравенств :
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РЕШЕНИЕ :
1).  Преобразуем первое  (1) неравенство :
        х
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       (х - у)(х + у)(у – 1) 
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       Строим три прямые : у = х ; у = -х ; у = 1

2).  Преобразуем  второе  (2) неравенство :
         у
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      Строим окружность. Уравнение окружности ( у + 
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3).  Заштриховываем   области , удовлетворяющие  неравенствам

       (
[image: image80.wmf]1
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) и (
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)        ( Рис. 3 ).
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 « Бантик ».                            
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Рис. 3.
ЗАДАЧА № 4
Изобразить на координатной плоскости области , точки которых удовлетворяют неравенствам системы :
                                                         х
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РЕШЕНИЕ :
1).  Построим окружность  х
[image: image88.wmf]9
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=

+
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 с радиусом R = 3 и  центром в (.) А (0;-3)
2).  Рассмотрим функцию  у =х
[image: image89.wmf]2

- 3 , графиком которой является парабола.
      а). вершина параболы в (.) А (0 ;-3) 

      б). координаты пересечения графика с осью Ох :  у = 0

                     х
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3). Неравенство   -1
[image: image99.wmf]£

 х 
[image: image100.wmf]£

 1  равносильно системе неравенств :
                      х 
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 1

                      х 
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     Строим прямые :   х = 1  ;  х = -1
4). Заштриховываем область на координатной плоскости , удовлетворяющую

     неравенствам  исходной системы.        ( Рис. 4 ).
« Лестница ».                         
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Рис. 4.
ЗАДАЧА № 5.
Решить графически систему неравенств :
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РЕШЕНИЕ :
1). Преобразуем первое  (1) неравенство :
                             у
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 (х +1)
[image: image116.wmf]2


                             у 
[image: image117.wmf]2

)

1

(

+

£

х


                             у 
[image: image118.wmf]1

+

£

х


                             у
[image: image119.wmf]£

  х + 1     при  х 
[image: image120.wmf]³

 - 1

                             у
[image: image121.wmf]£

- х – 1     при  х < - 1  
     Строим графики двух прямых :   у = х + 1   ;    у = - х – 1

2). Преобразуем второе (2) неравенство :
                             у
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      Построим график уравнения  х = 1 – у
[image: image127.wmf]2


      Это парабола , ветви которой симметричны относительно оси Ох.

      а). вершина параболы в (.) А ( 1 : 0 )
      б). точки пересечения параболы с осью Оу :  х = 0

                             1 - у
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[image: image132.wmf]2

у

= -1
3).  Заштриховываем области , удовлетворяющие неравенствам исходной

       системы.       ( Рис. 5 ).
« Лодка ».                              
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Рис. 5.
ЗАДАЧА № 6.

Изобразить на координатной  плоскости области , точки которых удовлетворяют неравенствам системы :
   (
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РЕШЕНИЕ :
1).  Первое  (1) неравенство задает внутреннюю часть полуплоскости ,  огра-

      ниченную  окружностью  с  радиусом   R = 2  и  центром  в (.) А ( 1 ; 2 ).

      Строим окружность  ( х – 1 )
[image: image138.wmf]2

 + ( у – 2 )
[image: image139.wmf]2

= 4 и зеркально отображаем ее
      сначала относительно оси Ох ( т.к. 
[image: image140.wmf]у

 ), а  затем относительно  оси  Оу                       
      ( т.к. 
[image: image141.wmf]х

 ).
2).  Графиком уравнения  
[image: image142.wmf]у

х

3

+

 = 3  является квадрат с радиусом описанной  

      окружности   R = 3 , с  точкой  пересечения  диагоналей  ( 0 ; 0 ) , сжатый        

      по оси Оу в 3 раза  ( коэффициент k = 3 ). Получаем   ромб.
3).  Заштриховываем  области , удовлетворяющие  условиям  неравенств ис-

       ходной системы.            ( Рис. 6 ).
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« Восьмерки ».                      
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Рис. 6.

ЗАДАЧА № 7.
Построить на координатной плоскости множество точек  , задаваемое системой неравенств :
                                           х
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РЕШЕНИЕ :
1).  Рассмотрим уравнение  х
[image: image158.wmf]2

+ у
[image: image159.wmf]2

= 4.  Графиком является окружность с 
       радиусом  R = 2 и центром в (.) А ( 0 ; 0 ).

2).  Рассмотрим уравнение ( 2х )
[image: image160.wmf]2

+ у
[image: image161.wmf]2

= 4.  Его графиком  является  та же 
      окружность , но  сжатая  по оси  Ох  в 2  раза ( коэффициент  при  х                                                           
      равен 2 ).
      Кривая , которая получается при сжатии окружности вдоль коорди-

     натных осей , называется  эллипсом.
3).  Для  построения  графика  уравнения  х
[image: image162.wmf]2

+ ( 
[image: image163.wmf]2

1

у)
[image: image164.wmf]2

= 4 строим окружность
      ( п. 2 ) , растянутую  по  оси  Оу в 2 раза ( т.к.  коэффициент при  у  мень-

      ше  1 
[image: image165.wmf]Þ

 получаем растяжение в  (1 / k ) раз ). 

4).  Для  построения  графика  уравнения ( 2х )
[image: image166.wmf]2

+ ( 
[image: image167.wmf]2
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у )
[image: image168.wmf]2

= 4  строим  окруж-

      ность ( п. 2 ) . Далее происходит ее сжатие  в 2 раза по оси Ох и растяже-

      ние  в 2 раза по оси Оу.

5).  Заштриховываем все внутренние области эллипсов и окружности , то есть

      множество точек , удовлетворяющих исходной системе неравенств.
      (  Рис. 7 ).
« Меридианы ».                    
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Рис. 7.

ЗАДАЧА № 8.
Решить графически систему :

                                          
[image: image178.wmf]х

+ 2
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РЕШЕНИЕ :
1).  Рассмотрим неравенство  
[image: image184.wmf]£

+

у

х

2

 4.  В координатной плоскости   нера-

      венство задает внутреннюю область квадрата с центром пересечения ди-

      агоналей в (.) А ( 0 ; 0 ) , с радиусом описанной окружности  R = 2 , сжа-

      тый по оси Оу в 2 раза  –  ромб. 
2).  Графиком второго (2) уравнения является квадрат со стороной 6. Диаго-
      нали задаются линейными функциями  :   у = х  и  у = - х.

           х + у + х – у = 6                         2х = 6                          х =  3

           х + у – х + у = 6                         2у = 6                          у =  3

         - х – у + х – у = 6    
[image: image185.wmf]Þ

               -2у = 6     
[image: image186.wmf]Þ

                 у = -3

         - х – у – х + у = 6                       -2х = 6                           х = -3

3).  Уравнение  х
[image: image187.wmf]2

2

у

+

= 16  -  уравнение окружности радиуса   R =4 и центром

       в (.) А ( 0 ; 0 ).         ( Рис. 8 ).
« Компас ».                           
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                                           Рис. 8.
ЗАДАЧА № 9.
На координатной плоскости отметьте штриховкой множество точек , координаты которых удовлетворяют следующим неравенствам :

                                        х 
[image: image194.wmf]£
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РЕШЕНИЕ :
1).  Строим график уравнения   х = 4 – у  и отражаем его зеркально относи-
      тельно оси Ох :
                                      х   0    4   

                                             
                                      у   4    0

2).  Строим график уравнения   х = 1 + 
[image: image198.wmf]2

1

у  и отражаем его зеркально относи-

      тельно оси Ох :
                                      х   2    1

                                      у   2    0

3).  График  ( х – 3 )
[image: image199.wmf]2

2

у

+

 = 0,25 представляет собой окружность с центром

      в (.) А ( 3 : 0 ) и радиусом  R = 0,5.
4).  Заштриховываем  области , удовлетворяющие   условиям   неравенств 

      исходной  системы.       ( Рис. 9 ).
« Рыбка ».                             
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Рис. 9.

ЗАДАЧА № 10.
На координатной плоскости отметьте штриховкой множество точек ,

удовлетворяющих неравенствам :
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РЕШЕНИЕ :
I).  Строим последовательно график уравнения  
[image: image211.wmf]х

х
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 :
      1). График уравнения  у = х
[image: image212.wmf]2

- 4х – парабола.

           а). вершина параболы (.) А ( 
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 (.) А ( 2 ; -4 )
           б). координаты пересечения графика с осью Ох : у = 0
                                        у = х
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    ( 0 ; 0 )
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    ( 0 ; 4 )
      2).  у = 
[image: image221.wmf]х
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 - часть параболы , для точек которой  у < 0 отображаем  

            относительно оси Ох.

      3).  
[image: image222.wmf]х
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 - отображаем полученный график симметрично оси Ох.

II).  Преобразуем второе (2) неравенство :
                                         х
[image: image223.wmf]12

4

2

2

£

-

+

х

у


                                        (х
[image: image224.wmf]2

- 4х + 4) – 4 + у
[image: image225.wmf]£

2

 12

                                        (х – 2)
[image: image226.wmf]£

+

2

2

у

 16

      График  уравнения  (х – 2)
[image: image227.wmf]2
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 = 16  - окружность с центром в (.)А ( 2 ; 0 )

      и радиусом   R = 4

III). Построим график  уравнения  
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 = 2  :
        По определению абсолютной величины  
[image: image229.wmf]2
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. График данного урав-

        нения  симметричен  как относительно оси Ох , так  и относительно оси 

        Оу.  Строим график уравнения  у = х + 2 лишь для первой координатной

        четверти ( х
[image: image230.wmf]0

³

 ; у
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³

) , а затем посредством двух зеркальных отражений

        получим окончательный график уравнения  
[image: image232.wmf]2
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.

        1).   у = х + 2                             х      0      2


                                                           у      2      4

        2).   у = х – 2                             х       2      4


                                                           у       0      2

IV). Заштриховываем те части плоскости , которые удовлетворяют условиям

        неравенств  (1) и (2) исходной системы.       ( Рис. 10 ).
« Шмель на цветке ».          
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Рис. 10.

ЗАДАЧА № 11.
Построить множество точек , удовлетворяющих системе неравенств :
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РЕШЕНИЕ :
1).  Строим график уравнения  у = х
[image: image242.wmf]2

 и отражаем его симметрично оси Ох ,

       ( т.к. 
[image: image243.wmf]у

).

2).  Строим график уравнения  х = у
[image: image244.wmf]2

 и отражаем его симметрично оси Оу ,

       ( т.е. 
[image: image245.wmf]х

).

3).  Строим  квадраты , задаваемые  уравнениями   
[image: image246.wmf]9
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х

  и   
[image: image247.wmf]4
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      с радиусами описанных окружностей  соответственно  R = 9  и  R = 4

      и центром пересечения диагоналей в (.) А ( 0 ; 0 ).

4).  Заштриховываем  те  части  плоскости , которые удовлетворяют нера- 

      венствам исходной системы.         ( Рис. 11 ).
« Кристалл ».                       
[image: image248.wmf]2

Х

У

£


                                                                                         
[image: image249.wmf]2

У

Х

£


                                                                                         
[image: image250.wmf]9

4

£

+

£

У

Х


                                                      у
                                                      9

                                                                                                   
[image: image251.wmf]9

£

+

У

Х


                                                       4

                                                                                                
[image: image252.wmf]2

Х

У

£


                                
[image: image253.wmf]2

У

Х

£


                                                                                                           
[image: image254.wmf]4

³

+

У

Х


-9                            -4                    0                          4                           9 х

                                                     -4

                                                     -9
Рис. 11.
ЗАДАЧА № 12.

                                            х
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РЕШЕНИЕ :
1).  Строим окружность  х
[image: image260.wmf]2

2

у

+

= 9 с центром в (.) А ( 0 ; 0 ) и радиусом

       R = 3.

2).  Функция  у = 
[image: image261.wmf]х

1

 - обратная пропорциональность. Область определения  

       D ( y ) : (
[image: image262.wmf])

;

0

(

)

0

;

+¥
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¥
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.  Т.к. 
[image: image263.wmf]х

 
[image: image264.wmf]Þ

 ветвь гиперболы , расположенную в 
       первой  координатной  четверти  отображаем  зеркально относительно 

       оси Оу.

3).  Строим график уравнения  
[image: image265.wmf]2

+

+

у

х

 = 0,5  -  квадрат с центром пересе-
       чения  диагоналей в  (.) А (0 ; -2)  и  радиусом  описанной  окружности

       R = 2.  

      Диагонали квадрата задаются линейными функциями :  х = 0  и  у = -2
4).  Строим окружность  (х – 1,5)
[image: image266.wmf]2

2

у

+

= 0,25  с центром в (.) В (1,5 ; 0) и ра-
       диусом   R = 0,5  и  зеркально  отображаем  ее  относительно  оси  Оу   

       ( т.к.
[image: image267.wmf]х

 ) .
5).  Заштриховываем части  плоскости , удовлетворяющие  неравенствам

       исходной системы.        ( Рис. 12 ).
Все  неравенства графическим способом решаются методом

«пробной » точки , принадлежащей различным частям координатной плоскости.
« Девочка ».                          
[image: image268.wmf]9

2

2

£

+

У

Х


                                                                                         
[image: image269.wmf]Х

У

1

³


                                                                                         
[image: image270.wmf]5

,

0

2

=

+

+

У

Х


                                                                                         
[image: image271.wmf]25

,

0

)

5

,

1

(

2

2

=

+

-

У

Х


                                                                        у
                                                      3

                                                                                       
[image: image272.wmf]9

2

2

£

+

У

Х


                                                            
[image: image273.wmf]Х

У

1

³


            -3            -2          -1           0              1            2            3       х

                                                                   
[image: image274.wmf]25

,

0

)

5

,

1

(

2

2

=

+

-

У

Х


                                                     -2

                                                               
[image: image275.wmf]5

,

0

2

=

+

+

У

Х


                                                     -3               

Рис. 12.
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