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1. Введение. Почему я выбрала тему: «Комбинаторика и вероятность»?
Комбинаторика - ветвь математики, изучающая комбинации и перестановки предметов, казалось, долгое время лежала вне основного русла развития математики и её приложений.
Современная вычислительная техника значительно расширила возможности перебора большого числа комбинаций, и это повлекло за собой повышение интереса к комбинаторной математике. Методы комбинаторики находят сегодня применение в теории вероятностей.
Сегодня методы теории вероятностей широко применяются в различных отраслях естествознания и техники: в теории надёжности, теории массового обслуживания, в теоретической физике, геодезии, астрономии, теории стрельбы, общей теории связи и во многих других теоретических и прикладных науках. Теория вероятностей служит также для обоснования математической и прикладной статистики, которая в свою очередь используется при планировании и организации производства, при анализе технологических процессов, при контроле качества продукции и для других целей. Методы теории вероятностей всё шире и шире проникают в различные области науки и техники, способствуя их прогрессу.
Актуальность выбора темы: Комбинаторика в настоящее время превратилась в область, находящуюся на магистральном пути развития науки и имеет широкий спектр практической направленности.
    Поэтому я считаю, что комбинаторика и вероятность заслуживают пристального внимания.                    Цель работы: Обоснование изучения курса комбинаторики в старшей школе как реальную необходимость при осуществлении принципа непрерывности образования «Школа - ВУЗ».
Задачи: 1.Расширить и углубить знания по математике, познакомившись с формулами комбинаторики и вероятности.
2.Исследовать различные способы решения комбинаторных задач.
3.Проследить значимость комбинаторики и вероятности и реально доказать, что для реализации профильного обучения и продолжения образования необходим курс по данной области математики.
4. Разработать программу элективного курса «Комбинаторика и вероятность».
Объект исследования:  Область математики - комбинаторика и вероятность. Методы исследования:
Теоретические методы - изучение научной литературы.
Практические методы - опрос старшеклассников, опыт.
При написании работы я тесно сотрудничала с моим руководителем Волковой Людмилой
Павловной.
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2. Комбинаторика и вероятность.
2.1. Кое-что из прошлого теории вероятностей
С задачами, в которых приходилось выбирать те или иные предметы, располагать их в определённом порядке и отыскивать среди разных расположений наилучшие, люди столкнулись ещё в доисторическую эпоху.
Ещё первобытный вождь понимал, что у десятка охотников вероятность поразить копьём зубра гораздо больше, чем у одного. Поэтому и охотились тогда коллективно.
Неосновательно было бы думать, что такие древние полководцы, как Александр Македонский или Дмитрий Донской, готовясь к сражению, уповали только на доблесть и искусство воинов.
Несомненно, они на основании наблюдений и опыта военного руководства умели как-то оценить вероятность своего возвращения со щитом или на щите, знали, когда принимать бой, когда уклониться от него. Они не были рабами случая, но вместе с тем они были ещё очень далеки от теории вероятностей.
Позднее, с опытом, человек всё чаще стал взвешивать случайные события, классифицировать их исходы как невозможные, возможные и достоверные. Он заметил, что случайностями не так уж редко управляют объективные закономерности.
Наиболее интересные для начинающих задачи теории вероятностей возникли в области азартных игр. Этому, по-видимому, способствовало наличие монеты или игральной кости.
Формированию основ теории вероятностей способствовали также выяснение длительности жизни, подсчёт населения, практика страхования.
Впервые основы теории вероятностей были изложены последовательно французским математиком П.Лапласом (1719- 1827) в книге «Аналитическая теория вероятностей».
Автор писал: «Замечательно, что наука, которая началась с рассмотрения азартных игр, обещает стать наиболее важным объектом человеческого знания.... Ведь по большей части важнейшие жизненные вопросы являются на самом деле лишь задачами теории вероятностей» [6, стр. 9].
Новый, наиболее плодотворный период связан с именами П.Л.Чебышева и его учеников А.А.Маркова и А.М.Ляпунова.
Наследие русских математиков получило развитие в работах советских математиков Е.Е.Слуцкого, С.Н.Бернштейна и особенно академика А.Н.Колмогорова.
Созданная А.Н.Колмогоровым советская школа теории вероятностей завоевала всеобщее признание и сегодня занимает ведущие позиции в мировой науке.
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2.2. Правило умножения. Перестановки и факториалы
Комбинаторика - это искусство подсчёта числа различных комбинаций, соединений, сочетаний, перестановок тех или иных элементов некоторых множеств [7, стр.367]. Именно с комбинаторики я начала знакомство с элементами теории вероятностей.
Обсудим способы решения следующей задачи: Сколько чётных двузначных чисел можно составить из цифр 0, 1, 2, 5, 8, 9?
Первый способ. Выпишем по порядку все числа от 10 до 99 и выберем те, которые нам нужны: 10, 12, 18, 20, 22, 28, 50, 52, 58, 80, 82, 88. 90, 92, 98. Всего 15 чисел.
Второй способ. Первой цифрой не может быть 0. Если первая цифра 1, то вторая (чётная) цифра - это 0, 2, 8. Всего три варианта. Если первая цифра 2, то вторая цифра - это 0, 2, 8. Также возможны три варианта. Если первая цифра 5, 8 или 9, то рассуждение повторяется. В каждом из этих случаев по три варианта. Всего получается 5 раз по 3, то есть 15 чисел.
Третий способ. Для выбора первой цифры есть пять вариантов: 1, 2, 5, 8. 9. Для второй цифры есть три варианта: 0, 2, 8. Значит, всего 5*3 = 15 вариантов составления чисел.
Обсуждая способы решения, отмечаем, что первый способ неплох, но здесь можно пропустить какое-либо число. Кроме того, этот способ неудачен в более сложных ситуациях. Второй способ в сложных ситуациях также вряд ли применим. Третий способ наиболее удачен. Непонятно только обоснование: «Почему 5 и 3 следует перемножить»? Ответ на этот вопрос можно сделать из второго способа решения, в котором говорится: 5 * 3 - это 5 раз по 3.
Сформулируем и докажем общее правило умножения, которое будем использовать в качестве обоснования подсчёта вариантов.
Правило умножения. Для того чтобы найти число всех возможных исходов независимого проведения двух испытаний А и В, следует перемножить число всех исходов испытания А и число всех исходов испытания В.
Доказательство: Исходом проведения двух испытаний - А и В - по определению, является пара (а; b), у которой на первом месте стоит один из исходов испытания А, а на втором месте - один из исходов испытания В.
Для наглядности рассмотрим прямоугольную таблицу, строки которой помечены всеми исходами испытания А, а столбцы - всеми исходами испытания В.
Исход (а; bj) проведения двух испытаний А и В впишем в клетку, стоящую в i -й строке и j -м столбце. Независимость испытаний означает, что все клетки будут заняты. Поэтому клеток в таблице столько, сколько всевозможных исходов независимого проведения испытаний А и В. С другой стороны, число всех клеток равно произведению числа строк на число столбцов, то есть равно n * k. Правило умножения доказано [7, стр. 369].
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      Вот как это рассуждение будет выглядеть при решении предыдущей задачи:
	
	0
	2
	8

	1
	10
	12
	18

	2
	20
	22
	28

	5
	50
	52
	58

	8
	80
	82
	88

	9
	90
	92
	98


Всего 5 *3 = 15 чисел.
Правило умножения для двух независимых испытаний удобно объяснять, используя прямоугольные таблицы. Но если проводятся три испытания, надо строить прямоугольный параллелепипед, разбитый на кубики. Здесь и рисунок, и объяснения выглядят сложнее, будут невидимые кубики. Ещё труднее дело обстоит с четырьмя испытаниями. Окружающее нас пространство всего лишь трёхмерно, и для рисунка в этом случае не хватит измерений.
Теорема. Правило умножения для конечного числа испытаний. Число всех возможных исходов независимого проведения n испытаний равно произведению количеств исходов этих испытаний.
Решим следующую задачу двумя способами:
Первый способ. В коридоре три лампочки. Сколько способов освещения коридора (включая случай, когда все лампочки не горят)?
Решение. Первый способ. Пронумеруем лампочки. Первая лампочка может или гореть, или не гореть, то есть два возможных исхода. Вторая и третья лампочки также могут либо гореть, либо не гореть. Предполагаем, что лампочки горят или не горят независимо друг от друга. По правилу умножения получаем, что число всех способов освещения равно 2*2*2 = 8.
Второй способ. Рассмотрим дерево вариантов, где наглядно показаны все восемь вариантов освещения [Приложение №1].
В рассмотренной задаче речь идёт о выборе того или иного подмножества данного множества, состоящего из трёх элементов.
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      У множества, состоящего из n элементов, имеется ровно 2n различных подмножеств.                     

      Решение примера начинается с произвольной нумерации элементов конечного множества. 
      Но элементы множества можно пронумеровать многими способами. Сколькими способами можно осуществить такую нумерацию? Правило умножения позволяет дать ответ и на этот вопрос. Более того, ответ приводит к крайне важному в математике понятию факториала.
Произведение подряд идущих первых n натуральных чисел обозначают n! и называют «эн факториал»: n! = 1 * 2 * 3 *...* (n -1) * n.
Теорема,   n различных элементов можно занумеровать числами от 1 до n ровно n! способами.
В зависимости от правил составления можно выделить три типа комбинаций: перестановки, размещения и сочетания.
Перестановками называют комбинации, состоящие из одних и тех же n различных элементов и отличающиеся только порядком их расположения. Число всех возможных перестановок Рn = n!, где n=1,2,3,...,n [4, стр.19].
Рассмотрим басню Ивана Крылова «Квартет»: 
Проказница Мартышка,

                      Осёл,

                      Козёл

 Да косолапый Мишка

Затеяли сыграть Квартет.

…………………………………………

Ударили в смычки, дерут, а толку нет.

«Стой, братцы, стой! – кричит Мартышка.- 

                       Погодите!

Как музыке идти? Ведь вы не так сидите». 

     В содержании басни можно легко рассмотреть задачу комбинаторики: Сколькими различными способами могут сесть музыканты?»
Решение. Первое место может занять любой из четырёх зверей, второе - любой из трёх других, третье - любой из двух оставшихся, ну а четвёртое место займёт единственный оставшийся зверь, после того как три первых места заняли.
Значит, если применить правило произведения, то получим, что число перестановок из четырёх элементов (четырёх зверей) равно
Р4 = 4! = 4 * 3 * 2 * 1 = 24     [Приложение №2].
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2.3. Выбор нескольких элементов. Биноминальные коэффициенты
В предыдущей задаче решение сводилось к выбору одного элемента из данного множества и подсчёту числа таких выборов.
Теперь проведём исследование задач с выбором большего числа элементов данного множества. Рассмотрим задачу: В городских соревнованиях по волейболу участвовали пять школ города Барабинска: №1, №2, №3, № 92, №93. Каждая школа играла с каждой один раз. Сколько всего игр было?
Решая данную задачу, я смогла найти пять способов её решения.
Первый способ. Решение. Рассмотрим таблицу 5 * 5, в которую вписаны результаты игр. В таблице 25 клеток.

	
	№1
	№2
	№3
	№92
	№93

	№1
	
	3:1
	0:5
	2:2
	0:0

	№2
	
	
	4:3
	1:0
	1:0

	№3
	
	
	
	1:3
	1:0

	№92
	
	
	
	
	1:1

	№93
	
	
	
	
	


По диагонали клетки не используются, так как никакая школа не играет сама с собой.
Если мы уберём диагональные клетки, то останется 52 -5 = 20.
В нижней части результатов нет, так как они получаются отражением имеющихся результатов из верхней части таблицы. Поэтому количество всех проведённых игр равно половине 20, то есть 10 игр.
Второй способ. Команда школы №1 играет с командами школ №2, №3, №92, №93 - это 4 игры. Команда школы №2 тоже проведёт 4 игры, но игра командой школы №1 уже посчитана. Получается 3 игры.
Команда школы №92 проведёт тоже четыре встречи, из которых 2 игры со школами №1, №2 уже посчитаны. Команда школы №92 проведёт также четыре игры, игры со школами №1, №2, №3 посчитаны, поэтому новая одна игра. Получаем: 4 + 3 + 2+1 = 10 игр.
Третий способ.   Используем  геометрическую модель:  пять команд - это        вершины
пятиугольника, а отрезок между двумя вершинами - это встреча двух команд школ. Из каждой вершины выходит 4 отрезка.
Получается 5*4 отрезков, каждый из которых посчитан дважды: как выходящий и как входящий. Значит, всего проведено 5*2=10 отрезков. Получается 10 игр.
-8-
у
Число всех выборов двух элементов из n данных без учёта их порядка обозначают Сn
и называют числом сочетаний из n элементов по 2. Формула имеет вид :  
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Четвёртый способ.     Используя данную формулу, решим предыдущую задачу ещё одним
  способом:       
Сочетаниями называются комбинации, составленные из n различных элементов по m
элементов, которые отличаются хотя бы одним элементом [4, стр.19].
Число сочетаний 
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Пятый способ. Искомое число игр равно:
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Если множество состоит из n элементов и требуется выбрать из них два элемента, учитывая их порядок, то такой выбор можно произвести n (n — 1) способами.
•у
Число всех выборов двух элементов из n данных с учётом их порядка обозначают 
[image: image4.wmf]2
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 и называют числом размещений из n элементов по 2.
Пример. Учащиеся десятого класса школы №1 решили обменяться визитными карточками. Сколько всего карточек фигурировало в таком обмене? 
Решение.    
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 карточек.
Размещениями называются комбинации, составленные из n различных по m элементов, которые отличаются либо составом элементом, либо их порядком [4, стр. 20].
Общее число размещений из n no k элементов обозначается 
[image: image6.wmf].

k

n

A


Теорема. Для любых натуральных а и b, таких, что k<n, справедливы отношения:
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2.4. Случайные события и их вероятности
Событие называется случайным, если при осуществлении определённой совокупности условий оно может либо произойти, либо не произойти.
Вероятностью события А называют отношение числа благоприятствующих этому событию исходов к общему числу всех равновозможных несовместных элементарных исходов, образующих полную группу.
Классическая   вероятностная   схема:   Для   нахождения   вероятности   события   А   при проведении опыта следует:  1. Найти число N всех возможных исходов данного опыта; 
2. Принять предположение о равновероятности всех этих исходов;
-9-
3. Найти количество N (А) тех исходов опыта, в которых наступает событие А;
4. Найти частное N (А) / N; оно и будет равно вероятности события.
Лучшему запоминанию формулы вероятности поможет, например, следующий рисунок:
[image: image16.jpg]




                                                                       P(A)=


Я провела опыт «Как поймать случай?». Взяла три пуговицы чёрного цвета и четыре пуговицы белого цвета и положила их в коробку. Пуговицы перемешала и стала вытаскивать по одной, записывая её цвет, а затем снова клала в коробку. Так проделала 10 раз подряд. Вот какие результаты: 1 раз - ч, б, б; 2 раз - ч, ч, ч; 3 раз - б, ч, б; 4 раз - б, ч, б; 5 раз- ч, б, ч; 6 раз - ч, б, б; 7 раз - ч, ч, ч; 8 раз - ч, б, б; 9 раз - ч, ч, б; 10 раз - ч, б, ч.
Я убедилась в том, что примерную долю чёрных или белых пуговиц можно предсказать. Чёрный цвет может появиться одним из трёх способов, в трёх исходах из семи, ведь у нас три чёрные пуговицы. Эти исходы называют благоприятными для появления чёрной пуговицы. В трёх исходах из семи, значит, в  3 /7 опытов вытянута чёрная пуговица. Значение 3 /7 - это и есть вероятность появления чёрной пуговицы. Опыт подтвердил формулу вероятности события.
При решении задач по теории вероятностей большая роль отводится формулам Я.Бернулли, Пуассона.
Решим следующую задачу, пользуясь формулой Я.Бернулли: Р (S n = m) =
[image: image10.wmf].
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Задача. Вероятность того, что изделие не пройдёт контроля, равна 0,125. Какова вероятность того, что среди 12 изделий не будет ни одного забракованного контролёром?
Решение.   Имеем, n = 12, m = 0, p=1 /8, q = 7/8. По формуле Бернулли получаем: P(S12 = 0) = C012*(1/8)0 *(7/8)12= 1*1 *(7/8)12 = 0,2514.

Формула   Пуассона 
[image: image11.wmf]k
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   широко   используется   для   расчёта   запасов
промышленных товаров, продуктов питания и так далее.
Задача. С базы на рынок   Барабинска поступают консервы в коробках, по 100 банок
каждой. Выяснилось, что в каждой из 1000 банок консервов приблизительно 15 бракованных.
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Перед поставщиками встал вопрос, сколько банок консервов надо положить в каждую
коробку, чтобы с вероятностью 0,8 удовлетворить запросы покупателя.
Решение.      По   условию   вероятность   того,   что   купленная   наудачу   банка   окажется бракованной, 0,015. Найдём постоянную Пуассона: к = 100 * 0,015 = 1,5. По формуле Пуассона при х = 1 получаем:     Р (А) = е -1,5 * 2,5 = 0,56, а это меньше 0,8;
при х = 2 получаем Р (А) = е -1,5 * 3,63 = 0,809.   Так как 0,809 > 0,8, то для х = 2 покупатели будут удовлетворены, если в каждую коробку положить 102 банки консервов.
 2.5.0прос учащихся
В старших классах я провела опрос по следующим вопросам: Развивает ли комбинаторика логическое мышление? В каких областях производства, науки необходимы знания комбинаторики и вероятности? Будет ли изучение комбинаторики и вероятности иметь для Вас продолжение в ВУЗе? Считаете ли Вы необходимостью ввода элективного курса по комбинаторике в школе?
В результате опроса я сделала вывод, что комбинаторика и вероятность применяются в статистике, вычислительной математике, математическом программировании, знания данной математической области необходимы в производственной сфере, то есть область применения знаний комбинаторики и вероятности не знает границ.
91% опрошенных старшеклассников считают, что комбинаторика развивает логическое мышление, 74% учащихся считают, что знание комбинаторики и вероятности будет иметь для них продолжение в ВУЗе, 77% опрошенных подтвердили то, что элективный курс по комбинаторике в школе необходим   [Приложение №3].
3. Заключение. Думаю, что цели я добилась, так как после написания работы расширила и углубила свои знания по математике, познакомившись с формулами комбинаторики и вероятности; исследовав различные способы решения комбинаторных задач.
Я убедилась в том, что данная область математики имеет широкий спектр практической направленности. Знания комбинаторики и вероятности нужны и диспетчеру школьного расписания, и врачам, и поставщикам, и работникам торговли.
Считаю, что в результате исследований, опроса старшеклассников я смогла обосновать изучение курса комбинаторики и вероятности в старшей школе как реальную необходимость при осуществлении курса принципа непрерывности образования «Школа - ВУЗ.
Небольшой успех в работе вызвал огромное удовлетворение и послужил стимулом для разработки программы элективного курса «Комбинаторика и вероятность» для 10-11 классов [Приложение №4].
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Приложение №1
Первая лампочка
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Дерево вариантов освещения
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Приложение №2
Проказница Мартышка,
Осёл,

Козёл

                                                           Да косолапый Мишка

Затеяли сыграть Квартет.
………………………………………………………………………………………………………………………….
                                             Ударили в смычки, дерут, а толку нет.
«Стой, братцы, стой! – кричит мартышка. – 

Погодите!

Как музыке идти? Ведь вы не так сидите».

Р4 = 4! = 4 * 3 * 2 * 1 = 24.
Басня Ивана Крылова «Квартет»
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Приложение №3
	Класс
	Вопрос
	Варианты ответов
	Количество ответов

	10 (20 человек)

11 (15 человек)
	В каких областях производства, науки необходимы знания комбинаторики и вероятности?
	В математике

В программировании

В статистике

В экономике

В финансировании
	12

4

7

7

5

	10
11
	Развивает ли комбинаторика логическое мышление?
	Да – 18 человек
Да – 14 человек
	Нет - 2человека
Нет – 1 человек

	10
11
	Будет ли изучение комбинаторики и вероятности иметь для Вас продолжение в ВУЗе?
	Да – 15 человек
Да – 11 человек
	Нет – 5 человек
Нет – 4человека

	10
11
	Считаете ли Вы необходимостью ввода элективного курса по комбинаторике в школе?
	Да – 15 человек
Да – 12 человек
	Нет – 5 человек
Нет – 3человека


Опрос старшеклассников средней школы №1
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Приложение №3
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В каких областях производства, науки необходимы знания комбинаторики и вероятности?
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Приложение №3
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Будет ли изучение комбинаторики и вероятности иметь для Вас продолжение в ВУЗе?
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Считаете ли Вы необходимостью ввода элективного курса по комбинаторике в школе?
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     Приложение №4
Программа элективного курса «Комбинаторика и вероятность»

Пояснительная записка

     В последние годы необычайно возросла роль комбинаторных методов не только в самой математике, но и в её многочисленных приложениях: в физике, химии, биологии, лингвистике, технике, экономике.

     Расчёт вероятностей во многих случаях приводит к комбинаторным задачам.

     В данном курсе изложены сведения из теории вероятностей, которые учащиеся могут применять при решении практических задач.

     А для того, чтобы цель была достигнута, я составила программу, исходя из возможностей и интересов учащихся.

Цель курса: подготовка учащихся к продолжению образования, повышение уровня общей математической подготовки учащихся.

Примерное тематическое планирование

	№
	                                 Тема
	     Количество часов

	1.
	Кое-что из прошлого вероятностей
	1 час

	2.
	Случайные события и операции над ними

1.Случайное событие. Виды случайных событий

2.Отношения между событиями

3.Операции над событиями
	7 часов

3 часа

2 часа

2 часа

	3.
	Комбинаторика

1.Правило умножения. Перестановки и факториалы

2.Выбор нескольких элементов. Биноминальные коэффициенты
	8 часов

4 часа

4 часа

	4.
	Вероятность события

1.Классическое понятие вероятности события

2.Статистическое понятие вероятности события

3.Геометрическое понятие вероятности события
	6 часов

2 часа

2 часа

2 часа

	5.
	Операции над вероятностями

1.Вероятность объединения несовместных и совместных событий

2.Правило произведения вероятностей

3.Формула полной вероятности
	12 часов

4 часа

4 часа

4 часа

	6.
	Независимые повторные испытания

1.Формула Я.Бернулли

2.Формула Муавра-Лапласа

3.Формула Пуассона

4.Формула Лапласа
	8 часов

2 часа

2 часа

2 часа

2 часа

	7.
	Дискретные случайные величины и их характеристики

1.Случайная величина

2.Дискретность и непрерывность случайной величины

3.Закон распределения случайной величины

4.Дисперсия случайной величины

5.Распределение Пуассона
	14 часов

2 часа

3 часа

3 часа

3 часа

3 часа

	8.
	Непрерывные случайные величины и их характеристики

1.Математическое ожидание

2.Дисперсия

3.Понятие о теореме Ляпунова

4.Нормальное и показательное распределение
	12 часов

3 часа

3 часа

3 часа

3 часа
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