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Обобщённый метод интервалов.
          Этот метод интервалов с наибольшими изменениями и дополнениями может быть использован для решения не только рациональных, но и произвольных неравенств видов 
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 g(x)… V 0, где  f(x), g(x) – непрерывные функции, а символ V есть одно из неравенств: 
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 Применительно к таким неравенствам этот метод, называемый ещё обобщённым методом интервалов, включает в себя следующие операции:
0.Нахождение области определения левой части неравенства (ОДЗ), кроме, быть может, без учёта корней знаменателя.

1.Нахождение корней числителя и , может быть, знаменателя.

2.Нанесение найденных корней на числовую ось, причём только в пределах ОДЗ.

3.Определение знаков левой части неравенства на полученных промежутках.

4.Выяснение принадлежности концов полученных промежутков (критических точек) множеству решений неравенства.

5.Выбор промежутков, соответствующих знаку неравенства, и запись ответа.

          Прежде всего, решение неравенства данным методом начинается с нахождения ОДЗ, что, как правило, не делается при решении рациональных неравенств, так как их область определения совпадает со всей числовой осью, кроме корней знаменателя, которые как раз и не учитываются. Чтобы не нарушить соответствие пунктов обсуждаемого и описываемого раньше методов, первая операция обобщённого метода интервалов пронумерована цифрой 0. Иногда из соображений удобства при нахождении ОДЗ можно корни знаменателя не учитывать. Тогда они должны находиться в последующем. 

          В случае, когда область определения неравенства совпадает с числовой осью, за исключением конечного числа точек, являющихся корнями знаменателя, ОДЗ можно и не учитывать. Так поступают, например, при решении рациональных неравенств.

При решении нерациональных неравенств после нахождения корней числителя и знаменателя разлагать левую часть неравенства на множители нельзя. Например, функцию 
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 нельзя заменить множителем х – 1, хотя значение х = 1 является корнем уравнения 
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          Если при решении рациональных неравенств на числовую ось наносятся все корни числителя и знаменателя, то при решении нерациональных неравенств эти корни наносятся в пределах ОДЗ, которую удобно выделить с помощью дугообразной кривой. Иногда может случиться, что все корни числителя и знаменателя лежат вне зоны ОДЗ ( тогда множество решений неравенства либо совпадает с ОДЗ, либо пусто) или в ОДЗ лежат лишь некоторые корни. Только эти корни и концы ОДЗ будут критическими точками неравенства.
          Пункты 3 – 5 обобщённого метода интервалов полностью повторяют соответствующие пункты описанного раньше метода интервалов.
           Для определения знаков произвольной непрерывной функции также можно использовать все правила и свойства, используемые для определения знаков рациональной функции. Из этих правил наиболее надёжным является правило отдельной точки. В случае каких – либо сомнений в отношении определяемого знака левой части неравенства, особенно, на начальной стадии освоения метода рекомендуется использовать это правило. При решении многих неравенств показ знаков левой части неравенства с помощью волнообразной кривой, зачастую загромождающей рисунок, неудобно и нецелесообразно.

          Особое внимание следует уделить концам промежутков ОДЗ, которые не являются корнями ни числителя, ни знаменателя. Такие точки могут как принадлежать, так и не принадлежать множеству решений неравенства, что надо выяснять дополнительно, подставив их значения в неравенство. До такого исследования эти точки можно отмечать короткой вертикальной чёрточкой. Например, для функции lg(x – 1) точка х = 1 не принадлежит её области определения 
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, поэтому при решении неравенств, содержащих эту функцию, точка х = 1 обязательно не принадлежит множеству решений неравенства и сразу же отмечается маленьким кружочком. В то же время для функции 
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 точка х = 1 принадлежит её области определения 
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, поэтому при решении неравенств, содержащих эту функцию, принадлежность точки х = 1 множеству решений неравенства надо проверять дополнительно, подставив значение х = 1 в неравенство.
Решение тригонометрических неравенств методом интервалов.
             Метод интервалов особенно эффективен при решении неравенств,                                                                 содержащих тригонометрические функции. При решении этим методом чисто тригонометрических неравенств вместо числовой оси удобно использовать числовую окружность, которая корнями соответствующих тригонометрических уравнений разбивается на дуги, играющие ту же роль, что и интервалы на числовой оси. На этих дугах тригонометрическое выражение, соответствующее решаемому неравенству имеет постоянные знаки, для определения которых можно использовать правило отдельной «удобной» точки и свойство кратности корней. Частот для определения самих дуг вовсе не надо находить бесконечное множество корней соответствующих уравнений; достаточно из этих уравнений найти значения основных тригонометрических функций (синуса, косинуса, тангенса, котангенса) и на числовой окружности отметить точки, соответствующие этим значениям.
     Использовать числовую окружность непосредственно для решения исходного тригонометрического неравенства методом интервалов можно, если все  функции, через которые записано неравенство, имеют наименьший положительный период 
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 или 
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, где m – некоторое целое  положительное число. Если основной период этих функций больше 
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, тот надо либо использовать числовую ось, либо сначала, сделав замену переменной, свести исходное неравенство к новому неравенству, записанному через функции, имеющие период 
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, и затем использовать числовую окружность.
     Если неравенство содержит как тригонометрические, так и другие   функции, то для решения его методом интервалов следует использовать числовую ось.
Примеры.
1.Решить неравенство

cos 2x+ cos x+1(0

Решение.

Рассмотрим уравнение cos 2x+ cos x+1=0 ( 2 
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На числовой окружности отметим точки, соответствующие найденным значениям косинус-функции. Достаточно на оси косинусов (оси абсцисс) отметить точки0, -1/2 и, поставив перпендикуляр, найти нужные точки на окружности.
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При х=0 имеем 1+1+1 – положительное число. Следовательно, на правой полуокружности левая часть неравенства имеет положительный знак, а на остальных дугах знаки чередуются, так как все корни имеют кратность 1.
Ответ: 
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Пример 2.

Решить неравенство sinx+cos2x(0

Решение.

Из уравнения sinx+cos2x=0 находим sinx+1-2
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Ныйденным значениям синуса на числовой окружности соответствуют 3 точки, разбивающие окружность на 3 дуги.
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При x=0 и x=
[image: image19.wmf]p

 левая часть нервенства равна 1, а при х=
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 она равна -2. Значит на дуге 
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 она имеет знак минус, а на оставшихся дугах – знак плюс.

Ответ: x
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Пример 3.

Решить неравенство(tgx+1)(sin2x-3sinx)(0
Решение:

ОДЗ: х
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На числовой окружности отметим маленькими кружочками точки х=
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и жирно точки, в которых tgx=-1 или sin2x-3sinx=0(sinx=0
При x=
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 левая часть неравенства равна (1+1)(1-
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она имеет знак минус, а на остальных дугах знаки чередуются.

Ответ:
[image: image28.wmf]Z

n

n

n

n

n

n

n

x

Î

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

È

÷

ø

ö

ê

ë

é

+

È

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

-

Î

,

2

;

2

4

3

2

2

;

2

2

4

;

2

2

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

.

Пример 4.

             Решить неравенство: 
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Решение:

Найдём значения основных тригонометрических функций, при которых числитель и знаменатель обращаются в нуль.

Cosx-cos3x=0(2sin2xsinx=0(
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2sinx-3cosx=0(
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На числовой окружности отметим точки, в которых sinx=0 cosx=0 tgx=
[image: image32.wmf]2
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, и на полученных дугах найдём знаки левой части неравенства. При этом необходимо учитывать, что точки, в которых sinx=0, являются корнями числителя кратности 2, поэтому они принадлежат множеству решений неравенства и, кроме того, знак левой части неравенства при переходе через эти точки не меняется.
[image: image33.jpg]



Учитывая, что изображённое множество решений неравенства является периодическим с основным периодом 
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, получаем ответ.

Ответ:
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Пример 5.

                     Решить неравенство:
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Решение:

Найдём корни числителя:

Sinx+sin5x=0(2sin3xcos2x=0(
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И корни знаменателя:
Sinx=0(x=
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,которые являются также корнями числителя, т.е.критическими точками кратности2. С учётом этого, предварительно определив знак левой части неравенства при х=
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, расставим знаки на дугах числовой окружности, на которые она разбивается корнями числителя и знаменателя. 
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Множеством решений неравенства является периодическим с основным периодом 
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Ответ:
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Пример 6.

Решить неравенство 
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Решение:

ОДЗ: 1+2sinx
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/

1

sin

0

-

³

Û

³

x

. Часть числовой окружности, соответствующую ОДЗ, изобразим сплошной дугой, а остальную часть – пунктиром. Концы ОДЗ сначала отметим короткими чёрточками.
Найдём корни уравнения:
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В пределах ОДЗ отметим точку, в которой одновременно sinx=0, cosx(0, и на полученных дугах найдём знаки левой части неравенства 
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При х=
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 имеем 
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 - положительное число. Следовательно, на большой дуге имеем знак плюс, а на маленькой – знак минус. Подставив значения х=
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Ответ:
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Пример 7.
Решить неравенство  
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Решение:

ОДЗ:12+4х-
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Найдём корни уравнения:

1-2сosх=0(cosx=1/2(х=
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На числовой оси выделим ОДЗ, в её пределах отметим найденные корни и на полученных интервалах найдём знаки левой части неравенства, взяв в качестве контрольной точки х=0, в которой имеем знак минус. Значения х=-2 и х=6, как корни уравнения 12+4х-
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=0, являются также решением неравенства.
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Ответ: 
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Пример 8.
Решить неравенство 
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Решение:
ОДЗ (без учёта корней знаменателя):

16-
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Корни числителя:

Lg(16 - 
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Корни знаменателя:

cos x+ sin 2x = 0 (cos x +2 sin x cos x = 0 (
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Отметив найденные корни на числовой оси в пределах ОДЗ, найдём знаки левой части неравенства на полученных интервалах. При х=0 имеем lg 16 – 1 – положительное число. Значит, на интервале 
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 имеем знак плюс, а на остальных интервалах – чередующиеся знаки.
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Ответ: х
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Пример 9.
Решить неравенство
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Решение:

 ОДЗ: х + 3 ( 0 ( х ( -3.

Решим уравнение:
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Отметив найденные корни на числовой оси в пределах ОДЗ и учитывая, что при 
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 левая часть неравенства имеет знак плюс, расставим её знаки на других промежутках. Значение х = -3, как решение уравнения х + 3 = 0, является также решением неравенства.
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Ответ: 
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где n = 0,1,…
Пример 10.

Решить неравенство 
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Решение:

ОДЗ: х ( -2 и знаменатель 
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Корни числителя:

Cos x – cos 3x = 0 ( 2 sin2x sin x = 0 (
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 причём значения х=
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Корни знаменателя:
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При х = 
[image: image88.wmf]4

p

 левая часть неравенства имеет знак минус. С учётом этого и с учётом кратности корней х=
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расставим знаки левой части неравенства на полученных промежутках.

Ответ: 
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Пример 11.
Решить неравенство ( х + 1)(sin x + cos x)( 0.

Решение.

Найдя корни совокупности уравнений
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отметим их на числовой оси
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При х = 0 левая часть неравенства имеет знак плюс. Значит, на интервале 
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 имеем знак плюс, а на остальных интервалах – чередующиеся знаки.

Ответ:
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Пример 12.

Решить неравенство 
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Решение:

 ОДЗ: -1(х( и знаменатель ( 0.

Корни числителя: 3 arcsin x+ arcos x = 0 ( 3 arcsin + 
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Корни знаменателя: 
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Отметив найденные корни на числовой оси в пределах отрезка 
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 и учитывая, что при х=0 левая часть неравенства имеет знак минус, расставим знаки на полученных промежутках.
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Значение х = -1, как корень знаменателя, неравенству не удовлетворяет, а значение х = 1 – удовлетворяет, что проверяется непосредственно.

Ответ:
[image: image101.wmf](

)

.

1

;

2

1

2

;

1

ú

û

ù

ç

è

æ

È

-

-

Î

х


Вывод:

Метод интервалов является одним из наиболее эффективных методов решения неравенств, особенно, неравенств, содержащих тригонометрические  и разные функции. Суть метода применительно к решению неравенств заключена в следующей словесной формуле:
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Преимущества метода: 
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Схема метода интервалов применительно к решению неравенств:
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