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Введение.

В наше время любой грамотный человек знает, что существует геометрия, называемая неевклидовой или геометрией Лобачевского. Ее открытие и революционная идея о том, что возможны разные и равноправные геометрии, произвела переворот не только в математике, но и в представлениях людей об окружающем мире. Однако в повседневной жизни нам не приходится с ней сталкиваться, поэтому не все представляют себе, что же на самом деле придумал Лобачевский. А между тем одну из неевклидовых геометрий ко времени открытия Лобачевского давно знали и хорошо изучили. Это сферическая геометрия, в которой рассматриваются фигуры на сфере и соотношения между ними. 


Поскольку сфера находится в обычном трехмерном евклидовом пространстве, теоремы сферической геометрии можно понимать как стереометрические. Поэтому в сферической геометрии не видели другую планиметрию, и она не привела к такому пересмотру устоявшихся взглядов подобно геометрии Лобачевского. 

Начальные понятия сферической геометрии.
Сферой радиуса R>0 с центром в точке O называется множество точек пространства, удалённых от точки O на расстояние R.
В сферической геометрии рассматриваются точки и «прямые» (кратчайшие на сфере), расстояния между точками , перемещения. Роль точек в сферической геометрии играют любые точки сферы. Простейшие линии на сфере - это окружности, по которым сфера пересекается со всевозможными плоскостями. Плоскостям, проходящим через центр сферы, отвечают окружности на сфере, имеющие наибольший возможный радиус, равный радиусу сферы R; они называются большими окружностями. Концы диаметра сферы, перпендикулярного плоскости 
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, содержащей центр сферы, называют полюсами окружности, образованной пересечением сферы с плоскостью
[image: image2.wmf]a

. Каждым двум диаметрально противоположным точкам А и В на сфере соответствует единственная большая окружность, для которой точки А и В являются полюсами; эта большая окружность называется полярой пары диаметрально противоположных точек А и В. Каждая точка поляры называется полярно сопряжённой с каждым из её полюсов.
Если точки А и В сферы не диаметрально противоположны, т.е. не являются концами одного диаметра, то через А и В можно провести единственную большую окружность (АВ) – пересечение сферы с однозначно определенной плоскостью АОВ.


Пусть 
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- меньшая из дуг окружности (АВ), соединяющей точки А и В. Если рассмотреть любую другую дугу, проходящую через эти точки, например γ (рис.2,а), то оказывается, что длина  γ  больше длины 
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. Для сравнения длин совместим плоскость дуги γ с плоскостью большой окружности (АВ) поворотом вокруг прямой АВ (рис.2,б). Тогда γ будет содержать внутри себя дугу 
[image: image5.wmf][

]

AB

, а значит, длина γ больше длины
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Расстояние между двумя точками при измерении вдоль дуги большого круга меньше, чем при измерении вдоль дуги любой другой окружности. Поэтому расстояние на сфере определяется следующим образом.

Определение. Сферическим расстоянием между двумя точками сферы называется длина между кратчайшей из дуг большой окружности, проведённой через эти точки.
В случае, когда А и В диаметрально противоположны, через них можно провести бесконечно много больших окружностей, длиной 
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Сферическое расстояние между точками A и B обозначим  через |AB|s. Это расстояние можно вычислить по формуле

|AB|s = R∙
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где 
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 – радианная мера угла АОВ. Если радиус сферы равен единице, то |AB|s =
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Расстояние на плоскости и в пространстве – понятие не определяемое, но удовлетворяющее трём условиям – аксиомам расстояния:

(I) |AB |≥ 0, причём |AB| = 0 тогда и только тогда, когда A = B;

(II) для любых точек A и B
|AB| = |BA|;
(III) для любых точек A, B и C
|AC| ≤| AB| + |BC|  (неравенство треугольника).
Теорема 1. Для сферического расстояния выполнены аксиомы расстояния I-III.
Доказательство. Справедливость аксиом I и II для сферического расстояния очевидна. Используя формулу (1), перепишем неравенство треугольника |AC|s ≤ |AB|s + |BC|s в виде

R∙
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Рассматривая соответствующий чертёж (рис. 3), мы видим, что в случае, когда точки A, B и C не принадлежат одной большой окружности, неравенство треугольника на схеме отвечает свойству плоских углов при вершине O трёхгранного угла OABC, которое гласит, что любой плоский угол трёхгранного угла меньше суммы двух других плоский углов. Если же  точки A, B и C принадлежат одной большой окружности, то выражение R∙
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будет равносильно выражению 
[image: image17.wmf]AOC

R

BOC

AOB

R

AOC

R

Ð

×

=

Ð

+

Ð

×

£

Ð

×

)

(

, что очевидно. Теорема доказана.
Рассмотрим сферический треугольник АВС, изображённый на рисунке 3 (сферический треугольник - это фигура, состоящая из точек А, В, С и дуг 
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 и ограниченной ими части сферы S (меньшей полусферы)). В сферической геометрии роль отрезка с концами в точках А и В  играет меньшая из двух дуг проходящей через эти точки большой окружности сферы. Таким образом, длины сторон сферического треугольника – сферические расстояния между его вершинами, дуги 
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-его сторонами, а углами в его вершинах называются углы между касательными, проведёнными из этих вершин к сторонам треугольника.
Между треугольниками на сфере S и трёхгранными углами с вершиной в центре O сферы S естественным образом устанавливается взаимно однозначное соответствие: каждому такому треугольнику ABC соответствует трёхгранный угол OABC, рёбра которого a, b, c проходят через вершины треугольника, и , наоборот, каждый трёхгранный угол с вершиной в точке O «вырезает» на сфере S сферический треугольник. Этот факт можно положить в основу определения сферического многоугольника.
Выпуклым сферическим n – угольником называют пересечение сферы с выпуклым n –гранным углом с вершиной в центре сферы (рис. 4). Проводя из данной точки A сферы с центром О и радиусом R «лучи» AB и AC на сфере (рис.5), видим, что они, «разойдясь», снова «сходятся» - пересекаются в диаметрально противоположной точке 
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. Часть сферы, заключённая между дугами 
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  - это сферический аналог угла на плоскости, двуугольник 
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 называются вершинами двуугольника.
Определение: Величиной угла BAC между отрезками AB и BC на сфере называется величина угла между касательными к большим окружностям AB и AC, проведённым в точке A.
Касательные АВ1 и АС1 перпендикулярны радиусу ОА (рис.6), значит, 
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 - линейный угол двугранного угла при ребре 
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. Таким образом величина сферического угла А равна величине двугранного угла при ребре 
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Непосредственно из определений вытекает следующее важное утверждение.
Теорема 2. Если A1A2…An – сферический n–угольник , получающийся в пересечении многогранного угла OA1A2…An со сферой (O,R), то длины сторон этого n–угольника пропорциональны величинам плоских углов многогранного угла: |AkAk+1|s=R∙
[image: image33.wmf]Ð

AkOAk+1, а углы сферического многоугольника соответственно равны двугранным углам многогранного угла.
Соответствие между сферической геометрией и планиметрией.
Проверим справедливость некоторых аксиом планиметрии для сферической геометрии.  
	Планиметрия
	Сферическая геометрия

	Каждая прямая есть множество точек.
	Выполняется, т.к. большие окружности – множество точек

	Для любых двух точек А и В существует единственная содержащая эти точки прямая.
	Выполняется с «оговоркой».  Если точки А и В не являются диаметрально противоположными, то выполняется. Для диаметрально противоположных точек А и В пересечение сферы с любой плоскостью, содержащей диаметр АВ, дает такую прямую.


Теорема 3. Любые две различные прямые на сфере ( т. е. большие окружности) пересекаются в двух диаметрально противоположных точках сферы.
Доказательство. Если 
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 и 
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 - плоскости двух различных больших окружностей на сфере (O,R), то O
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, поэтому
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 пересекаются по некоторой прямой l, проходящей через центр сферы. Прямая l пересекается со сферой в двух диаметрально противоположных точках, которые и будут общими точками рассматриваемых больших окружностей. Ч.т.д.
Из этой теоремы вытекает, что в сферической геометрии нет понятия параллельности - нет различных параллельных прямых. Не выполняется и аксиома параллельных, а следовательно, не имеет смысла говорить и о параллельных переносах.

 В планиметрии одна из трех различных точек, принадлежащих одной прямой, лежит между двумя другими. В сферической геометрии такое понятие «лежать между» определить нельзя, например, если точки  А, В и С лежат на большой окружности и разделены дугами градусной меры 1200, то ни про одну из них нельзя сказать, что она лежит между двумя другими. Таким образом аксиомы порядка на сферических прямых не выполняются.
Одна из аксиом планиметрии гласит: всякая прямая разбивает плоскость на две открытые полуплоскости - два непустых множества таких, что для точек A и B, принадлежащих разным множествам, отрезок AB пересекает данную прямую, а если A и B принадлежат одному множеству, то 
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 не пересекает прямую. Легко видеть, что это утверждение верно и в сферической геометрии: большая окружность разбивает сферу на две открытые полусферы, причём выполнены соответствующие требования (рис. 8). 
Таким образом, сферическая геометрия существенно отличается от евклидовой геометрии уже тем, что сфера ограничена, а плоскость не ограничена; расстояния на сфере не превосходят длины большей полуокружности; любая прямая в геометрии на сфере имеет длину, равную длине большой окружности; в сферической геометрии не существует параллельных прямых.

Две прямые на сфере называются перпендикулярными, если угол между ними прямой. Большие окружности, одна из которых проходит через полюс другой, пересекаются под прямым углом.
	Планиметрия
	Сферическая геометрия

	Теорема: Через данную точку проходит единственная прямая, перпендикулярная данной прямой.
	Выполняется, кроме случая, когда через «полюс» проводится перпендикуляр к «экватору»


Сферическую геометрию можно рассматривать как модель геометрии, в которой некоторые обычные аксиомы геометрии не справедливы, т.е. как простейшую модель неевклидовой геометрии.

Вообще, говоря, о моделях геометрии, подразумевают некоторое множество точек, вместе с совокупностью выделенных подмножеств этого множества, называемых прямыми. Геометрические модели возникают при изучении геометрических свойств окружающего реального мира; при этом абстрагируются от всяких физических и прочих геометрических свойств. Так, при изучении геометрии поверхности Земли на сравнительно небольших, «плоских» участках возникла обычная, так называемая евклидова геометрия (планиметрия). Потребности астрономии и навигации привели к геометрии с другими, иногда сходными с планиметрическими, а иногда существенно отличными свойствами, к сферической геометрии.
Рассмотрим соответствие между сферическим треугольником и треугольником на плоскости.

В сферическом треугольнике имеют место теорема косинусов и теорема синусов. Рассмотрим (рис.9) сферический треугольник АВС со сторонами a, b и c, расположенный на сфере с центром О и радиусом R. Сферическому треугольнику АВС отвечает трехгранный угол ОАВС, причем величины углов А, В и С соответственно равны величинам двугранных углов при ребрах ОА, ОВ, ОС трехгранного угла, а длины противолежащих сторон связаны с соответствующими плоскими углами 
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 трехгранного угла формулами 
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Тогда справедливо следующее соотношение 
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Из полученных равенств и теорем синусов и косинусов (
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) для трехгранных углов можно получить  соответствующие теоремы для сферических треугольников.

Например, обобщение теоремы синусов выражается так:  
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 EMBED Equation.3  [image: image51.wmf](3)
А аналог теоремы Пифагора для прямоугольного сферического треугольника имеет вид: 
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   ( косинус гипотенузы равен произведению косинусов катетов).
Равенство (2) выражает сферическую теорему косинусов, которая обычно формулируется так: косинус одной стороны сферического треугольника равен произведению косинусов двух других его сторон плюс произведение синусов этих сторон на косинус угла между ними.

Соотношение (3) выражает сферическую теорему синусов, которую формулируют так: синусы сторон сферического треугольника относятся, как синусы противолежащих углов:


[image: image53.wmf]C

B

A

Ð

=

Ð

=

Ð

sin

sin

sin

sin

sin

sin

g

b

a




(4)

Эти формулы позволяют по трем элементам треугольника – длинам сторон и углам – восстановить остальные три элемента. Они применяются при решении практических задач, например в геодезии.

Внешне формулы косинусов на плоскости и на сфере непохожи. С другой стороны, на маленьких участках сферу можно считать «почти плоской», тогда ( т.е. при малых по сравнению с радиусом R сферы длинах сторон сферического треугольника АВС) сферическая теорема косинусов «почти переходит» в планиметрическую, и то же самое для теоремы синусов. Проверим, так ли это.
Длины сторон a, b, c сферического треугольника ABC связаны с соответствующими плоскими углами 
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[image: image63.wmf]j

:


[image: image64.wmf]j

j

»

sin

.
Отсюда можно вывести аналогичную приближенную формулу для 
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 при малых 
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Подставляя соответствующие приближения в формулы синусов и косинусов (формулы (2) и (4)),получим приближённые формулы для малых сферических треугольников:
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(мы отбросили в предпоследнем соотношении слагаемое 
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, поскольку оно мало по сравнению со слагаемыми второй степени - 
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). Подставляя в полученные формулы 
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, получаем обычные теоремы синусов и косинусов.

Перемещение сферы.

Сферическая геометрия изучает те свойства фигур на сфере, которые сохраняются при любых перемещениях сферы. По аналогии с планиметрией можно определить перемещение сферы как отображение f сферы на себя, при котором сохраняются расстояния между любыми двумя точками сферы: если
[image: image79.wmf]A
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|s=|AB|s. Простейшим примером перемещения сферы является поворот сферы вокруг любой оси, проходящей через центр сферы. В отличие от поворота плоскости такой поворот сферы имеет два «центра» - две диаметрально противоположные точки (A и 
[image: image82.wmf]A
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 на рис.10), которые остаются неподвижными при повороте.
 Симметрия сферы относительно плоскости 
[image: image83.wmf]a

, проходящей через центр сферы, также является перемещением сферы. Это преобразование вполне аналогично симметрии плоскости относительно прямой – роль оси симметрии играет большая окружность, получающаяся при перемещении плоскости 
[image: image84.wmf]a

со сферой (рис. 11). Наконец, сфера отображается на себя при симметрии Z0 относительно своего центра (рис.12).
Важнейшее понятие геометрии, прямо связанное с расстоянием – равенство фигур: две фигуры считаются равными, если одну из них можно отобразить на другую так, что при этом сохраняется расстояние между точками. На плоскости одну их двух равных фигур всегда можно наложить на другую: либо передвигая фигуры по плоскости (тогда они называются собственно равными), либо вырезая одну из них из плоскости и переворачивая на другую сторону – в таком случае они зеркально-равны.

Две фигуры на сфере называются равными (конгруэнтными)  (Ф1 = Ф2), если существует перемещение сферы, отображающее первую фигуру на вторую. Например, треугольники T, T1, и 
[image: image85.wmf]T

¢

, изображённые на рисунке 13, конгруэнтны. Заметим, что треугольники T и 
[image: image86.wmf]T
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 нельзя «наложить» один на другой, «вырезав» их из сферы, подобно тому, как нельзя совместить между собой правую и левую руку. Такие конгруэнтные фигуры иногда называют зеркально – конгруэнтными (на плоскости таких фигур не бывает, так как одну фигуру всегда можно «наложить» на конгруэнтную ей фигуру; правда, для этого, может быть, придётся вывести первую фигуру в пространство).
Как и в планиметрии, композиция любых двух перемещений сферы снова является перемещением сферы.
Пример 1. Композиция 
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2

S

S

o

двух симметрий относительно плоскостей «1» и «2», как нетрудно видеть, будет поворотом вокруг прямой l, по которой пересекаются эти плоскости (рис. 14). Если угол между плоскостями равен 
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, то угол поворота равен 
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 вокруг оси l на угол 
[image: image91.wmf]j

 можно представить как композицию симметрий относительно двух плоскостей, которые проходят через прямую l и образуют друг с другом угол 
[image: image92.wmf]2
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.

Любое перемещение сферы также можно представить в виде композиции симметрий относительно плоскостей. Справедливо следующее утверждение.
[image: image93.wmf]
Лемма. Произвольное перемещение f сферы (O, R) является либо тождественным преобразованием E, т. е. f(M) =M для любой точки M, либо симметрией относительно некоторой плоскости, либо композицией двух или трёх симметрий относительно плоскостей: f = E, или f = S1, или f = S2 ◦ S1, или f = S3 ◦ S2 ◦ S1.
Доказательство. Доказательство проведем, опираясь на следующее допущение: если А,В и С – три точки сферы, не лежащие на одной большой окружности, а точки А', B' и C' таковы, что 
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 (длины сторон сферических треугольников АВС и A'B'C' соответственно равны), то существует не более одного перемещения сферы, при котором точка А переходит в точку A', точка В – в B' и точка С – в C'.
Пусть 
[image: image97.wmf]f

 – произвольное перемещение сферы. Рассмотрим три точки сферы А, В и С,  не принадлежащие одной большой окружности, и их образы A', B' и C' при перемещении 
[image: image98.wmf]f

; тогда эти точки удовлетворяют сделанному допущению. Далее  последовательными симметриями относительно соответствующих плоскостей переведем точку А в точку A', точку В – в B' и точку С – в C'.  Для этого потребуется не более трех симметрий, а при их композиции все три точки А, В и С передут соответственно в точки A', B' и C'. Так как, любая композиция симметрий является перемещением, из допущения единственности , следует, что 
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совпадает с постоянной композицией. Рассмотрим возможные случаи.
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 равноудалены от точек А и В , они симметричны относительно плоскости (ОАВ), поэтому при симметрии  
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 точки  А, В и С переходят в 
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. Рассмотрим плоскость симметрии точек 
[image: image109.wmf]B

 и 
[image: image110.wmf]B

¢

 - это плоскость, проходящая через середину отрезка 
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и перпендикулярна к нему (плоскость «1») . Данная плоскость состоит из точек, равноудаленных от 
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 сфера отображается на себя, причем точки  А и В переходят в точки 
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 точки А, В и С переходят в точки A', B' и C', значит, 
[image: image128.wmf]1

2

S

S

f

o

=

.
IV.  
[image: image129.wmf]C

C

B

B

A

A

¹

¢

¹

¢

¹

¢

,

,

.  Рассмотрим плоскость симметрии точек 
[image: image130.wmf]A

¢

 и 
[image: image131.wmf]A

 - пусть это плоскость «1». При симметрии 
[image: image132.wmf]1

S

 точка 
[image: image133.wmf]A

отображается на 
[image: image134.wmf]A

¢

, а точки В и С – на какие-то точки 
[image: image135.wmf]B

¢

 и 
[image: image136.wmf]C

¢

, тогда 
[image: image137.wmf]1

S

f

=

. Если 
[image: image138.wmf]C

C

B

B

¹

¢

=

¢

,

, то 
[image: image139.wmf]1

S

f

=

. Если 
[image: image140.wmf]C

C

B

B

¹

¢

¹

¢

,

, то согласно случаю III либо 
[image: image141.wmf]1

2

S

S

f

o

=

 ,где «2» - плоскость симметрии точек 
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Лемма доказана.

Таким образом, можно полностью классифицировать перемещения сферы: 
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 . Справедливо следующее утверждение.
Теорема 4 (Эйлера). Любое перемещение сферы есть либо тождественное преобразование, либо поворот относительно оси, либо симметрия относительно плоскости, либо вращательная симметрия.
(Вращательной симметрией называется композиция Sα ◦ Rkω поворота относительно оси k и симметрии относительно плоскости α, перпендикулярной к оси k; обычную симметрию можно рассматривать как частный случай вращательной симметрии.)
Доказательство. Нам осталось рассмотреть единственный случай - перемещение сферы f представляется в виде композиции трёх симметрий, т.е. f=S3◦S2◦S1. Композиция двух симметрий S2◦S1 есть поворот Rlφ относительно прямой l, являющейся сечением плоскостей «1» и «2» . Эта композиция не изменится, если повернуть плоскости «1» и «2» относительно оси l на один и тот же угол (после поворота угол между плоскостями по-прежнему будет равен 
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[image: image152.wmf]пример 1). Проверим плоскости «1» и «2» так, чтобы плоскость «2» стала перпендикулярной к плоскости «3», и рассмотрим ещё одну плоскость симметрии сферы, перпендикулярную плоскостям «2» и «3», пусть это будет плоскость «0». Заметим, что S0◦S0=E – тождественное преобразование, поэтому f можно записать в виде

f=S3 ◦ S2 ◦ S1=S3 ◦ S2 ◦ E ◦ S1=S3 ◦ S2 ◦ (S0 ◦ S0) ◦ S1= (S3 ◦ S2 ◦ S0) ◦ (S0 ◦ S1).

Поскольку плоскости «0», «2» и «3» взаимно перпендикулярны, S3 ◦ S2 ◦ S1=Z0 - центральная симметрия, а S0 ◦ S1= Rkφ – поворот вокруг прямой пересечения плоскостей «0» и «1». Таким образом, f=Z0◦ Rkφ.

Проведём теперь плоскость симметрии сферы
[image: image153.wmf]a

, перпендикулярную оси k. Рисунок 16 показывает, что центральная симметрия Z0 представляется как композиция осевой симметрии Rkπ и симметрии Sα, т.е. Z0 = Sα ◦ Rkπ. Следовательно, рассматриваемое перемещение можно записать в виде
f=Z0 ◦ Rkφ = (Sα ◦ Rkπ ) ◦ Rkφ = Sα◦( Rkπ ◦ Rkφ) = Sα ◦ Rkω
где 
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. Это и требовалось доказать.
Таким образом, в сферической геометрии также выполняются теоремы о равенстве треугольников. Кроме того, в сферической геометрии имеет место ещё один признак конгруэнтности треугольников – по трём углам. А все перемещения сферы  порождаются движениями пространства, имеющими неподвижной точкой центр сферы.
Поскольку любое движение сферы переводит пару диаметрально противоположных точек снова в пару диаметрально противоположных точек, то пара диаметрально противоположных точек является в сферической геометрии самостоятельным геометрическим объектом. Отметим одно замечательное свойство этих пар точек: всякой теореме сферической геометрии соответствует другая теорема этой геометрии, получающаяся из первой взаимной заменой слов: «пара диаметрально противоположных точек» и «большая окружность», «лежит на» и «проходит через», «соединяются» и «пересекаются на» и т.д. 
Например:

«Всякие две большие окружности на сфере пересекаются в одной паре диаметрально противоположных точек.» 
 «Всякие две пары диаметрально противоположных точек сферы соединяются одной большой окружностью.»

Это свойство теорем сферической геометрии является следствием того, что всякой большой окружности на сфере взаимно однозначно соответствует пара ее полюсов,  а всякой паре диаметрально противоположных точек  сферы, взаимно однозначно соответствует их поляра. При этом, если большая окружность проходит через пару диаметрально противоположных точек, то полюсы этой окружности лежат на поляре этой пары точек (рис.20). Это свойство называется принципом двойственности, а теоремы, получающиеся  друг из друга указанной заменой, называются двойственными друг другу теоремами. Если одна из двойственных теорем доказана, то доказательство второй теоремы  может быть получено из доказательства первой переходом от каждой большой окружности к ее полюсам, а от каждой пары диаметрально противоположных точек – к поляре.
Площади сферических многоугольников.

Площадью многоугольника Ф на плоскости называется такая положительная величина S(Ф), определённая для всех многоугольников, которая удовлетворяет следующим условиям («аксиомам площади»):

1) если Ф1 и Ф2 конгруэнтны, то S(Ф1)=S(Ф2);

2) если Ф есть объединение двух многоугольников Ф1 и Ф2, не имеющих общих внутренних точек (.т.е. пересекающихся только по границе), то S(Ф)=S(Ф1)+S(Ф2);

3) за единицу площади принимается площадь квадрата K со сторонами длины 1, т.е. S(K)=1.

Аналогичным образом вводится и понятие площади S(Ф) для сферических многоугольников Ф, причём условия 1) и 2) повторяются дословно. Единицу же площади многоугольников на сфере (O, R) естественно выбрать так, чтобы площадь всей сферы равнялась 
[image: image155.wmf]2
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. 
Выведем формулы для площади сферических многоугольников. Начнём с двуугольника.
Прежде всего, заметим, что сферу можно разбить на 360 двуугольников с величиной угла 
[image: image156.wmf]°
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 каждый – достаточно провести плоскости через прямую
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– диаметрально противоположные точки) под углом в 
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 одну к другой, как схематично показано на рисунке 17). Все эти двуугольники конгруэнтны, так как отображаются друг на друга при соответствующих поворотах около оси 
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. Следовательно, их площади равны между собой (по условию 1)), а поскольку объединение этих двуугольников есть сфера, то площадь каждого из них равна 
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 согласно условиям 2) и 3). Если же имеется двуугольник с углом величины 
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, то его площадь берут в А раз больше, чем 
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где 
[image: image166.wmf]A
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– радианная мера угла двуугольника.
Рассмотрим произвольный сферический треугольник ABC. Найдём его площадь S(ABC). Достроив стороны треугольника ABC до больших окружностей, получим (рис. 18) разбиение полусферы на 4 сферических треугольника :
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. Согласно условию 3) сумма их площадей должна быть равна площади полусферы, т.е. 
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Заметим, что объединение треугольников 
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 и 
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 есть двуугольник 
[image: image175.wmf]A

A

¢

, площадь которого нам известна; следовательно, 
[image: image176.wmf].

2

)

(

)

(

)

(

2

AR

A

A

S

A

BC

S

ABC

S

Ð

=

¢

=

¢

+

 Аналогично
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 Наконец, треугольник 
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 дополняется до двуугольника 
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 треугольником 
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, центрально – симметричным, а поэтому конгруэнтным и имеющим одинаковую площадь с 
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; следовательно, 
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Из последних трёх формул можно выразить площади треугольников 
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 и 
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 через площади соответствующих двуугольников и искомую площадь S=S(ABC). Подставив эти выражения в соотношение (2), находим: 
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откуда и получается формула площади сферического треугольника:
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Разность 
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 называется избытком сферического треугольника и обозначается 
[image: image189.wmf]d

. Тогда формулу площади сферического треугольника можно записать в виде 
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Итак, площадь сферического треугольника определяется величинами его углов. Из формулы (3) вытекает, что сумма углов любого сферического треугольника больше 
[image: image191.wmf]p

.
Таким образом,  формула для площади любого (выпуклого) сферического многоугольника A1A2…, An  может быть получена следующим образом: разбив его дугами больших окружностей A1A3, A1A4,…, A1An-1 на (n-2) треугольника (рис. 19) и сложив площади всех этих треугольников, получим:
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[image: image193.wmf]å

 - знак суммы, индекс i пробегает значения от i=1 до i=n).
Пример: Найти площадь сферического треугольника, углы которого равны 900, 600 и 450, если этот треугольник лежит на шаре, радиус которого равен 10 м. 

Решение: Площадь сферического треугольника: 
[image: image194.wmf].
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Применение к решению задач.

Задача1. На сфере радиуса 1 проведена кривая, длина которой меньше 
[image: image196.wmf]p

. Докажите, что найдется плоскость, проходящая через центр сферы, не пересекающая проведенной кривой.

Решение: 
Первое решение. Возьмём на данной кривой точку P, которая делит её на две части равной длины. Для любой точки X кривой сферическое расстояние 
[image: image197.wmf]S
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 не превосходит длины участка кривой от P до X, т. е. меньше 
[image: image198.wmf]2
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. Следовательно, наша кривая не пересекает большой круг с полюсом P (для любой его точки Y сферическое расстояние
[image: image199.wmf]2
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; рис 22). Плоскость, содержащая этот круг, и является искомой. 
Второе решение. Докажем теперь, что нужная плоскость существует, не указывая её конкретно. Значит, оно подходит для любого набора кривых на сфере, суммарная длина которых меньше 
[image: image200.wmf]p

.

Рассмотрим множество всех больших кругов, пересекающих нашу кривую, и для каждого отметим его полюсы. Докажем, что площадь множества M всех отмеченных полюсов меньше площади сферы, т.е. 
[image: image201.wmf]p

4

.  Это будет означать, что найдётся большой круг, полюсы которого не принадлежат множеству M, т.е. не пересекающий нашу кривую.

Полюсы всех больших кругов, проходящих через некоторую точку X, сами образуют большой круг 
[image: image202.wmf]x

w

 с полюсом X. Когда точка X  пробегает дугу AB большого круга, окружности 
[image: image203.wmf]x
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 «заметают» на сфере два равных двуугольника (рис. 21): вершины этих двуугольников являются полюсами большого круга AB, а «угол раствора» двуугольников равен длине 
[image: image204.wmf]S
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 дуги AB. Площадь двуугольника с углом 
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 на сфере радиуса 1 равна 
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  (очевидно, она пропорциональна 
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 и равна 
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 при 
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). Следовательно, площадь множества полюсов больших кругов, пересекающих дугу AB, равна 
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, а площадь всего множества M не превосходит 
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 – длины дуг, составляющих данную кривую (или несколько кривых).

Задача 2. Даны два круга одного шара, окружности которых лежат на сфере и имеют единственную общую точку. Докажите, что прямая пересечения плоскостей, в которых лежат эти круги, имеет с шаром единственную общую точку.
Решение: Пусть (рис.24 ) точка О – центр шара, точки О1 и О2 – центры данных кругов, α и β – плоскости, в которых они лежат, А – общая точка этих кругов, а – общая прямая плоскостей α и β. 
Пусть, а имеет с шаром еще одну общую точку – точку В. Поскольку 
[image: image213.wmf]a
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, то 
[image: image214.wmf]a
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. Кроме того, В принадлежит шару. Значит В принадлежит сечению шара плоскостью α, т.е. кругу с центром О1. Аналогично  точка В принадлежит кругу с центром в точке О2. Таким образом, данные круги имеют еще одну общую точку, что противоречит условию. Значит, прямая а имеет с шаром единственную общую точку. 

Решение можно провести по-другому. Данные круги являются прямыми на сфере и пересекаются в точке этой сферы, значит, прямая пересечения плоскостей является на сфере точкой. По условию круги имеют единственную общую точку, значит других общих точек на сфере нет.
Задача 3.  Доказать, что медианы сферического треугольника (т.е. меньшие дуги больших окружностей, соединяющие вершины с серединами противоположных сторон) пересекаются в одной точке. 

Решение: Пусть АВС – данный сферический треугольник; AD, BE и CF- его медианы (см. рис.23),  S – центр сферы. 

Так как прямая SD делит дугу ВС пополам, то она делит и хорду ВС в точке D0 пополам, так что D0B=D0C. Точно также прямые SE и SF проходят через середины E0 и F0 хорд АС и АВ. Прямые AD0, BE0 и CF0 проходят, как медианы прямолинейного треугольника АВС, через одну точку. Следовательно, плоскости ASD0, BSE0 и CSF0 проходят через одну прямую (, а лежащие в этих плоскостях дуги АD, ВЕ и СF – через одну точку G.

Заключение.

В данной работе я рассмотрела одну из моделей геометрии – сферическую геометрию. Сферическая геометрия - раздел математики, в котором изучаются фигуры, расположенные на сфере.  Мною были  рассмотрены  элементы сферической геометрии: точки, прямые, углы, треугольники и многоугольники. 
Для сферических треугольников справедливы три известных планиметрических признака равенства. На сфере справедлив еще один признак равенства - по трем углам. Подобных, но не равных между собой сферических треугольников не существует. Для них же, однако, остаются справедливыми многие теоремы планиметрии, например теоремы о пересечении в одной точке серединных перпендикуляров к сторонам, биссектрис внутренних углов, медиан и даже высот, лишь с той разницей, что эти линии дают сразу по две диаметральные точки пересечения. Теоремы косинусов и синусов приобретают необычный вид: сферическая геометрия представляет собой своеобразный мост между планиметрией и стереометрией. Все теоремы о сферических треугольниках можно переформулировать в термины трехгранных углов. Интересно, что исторически эти теоремы предшествовали аналогичным теоремам плоской геометрии, поскольку потребность людей в знаниях по астрономии, необходимых для исчисления времени, возникла прежде других потребностей человека, связанных с измерением углов.
Согласно античной модели мироздания, звезды и планеты располагаются на нескольких сферах с общим центром, в котором находится Земля. При этом звезды неподвижны и вращаются вместе со своей сферой вокруг Земли, а планеты на собственных сферах выписывают фигуры. С помощью такой геоцентрической модели древние научились достаточно точно описывать и предсказывать движения планет.  Это было необходимо, например, в мореплавании. 

Первой по времени геометрией, отличной от евклидовой, была сферическая геометрия, или сферика, как её называли древние. Сферика возникла позже, чем евклидова геометрия плоскости и пространства. Основными стимулами для возникновения геометрии плоскости и пространства была необходимость измерения площадей полей и других плоских фигур и вместимости сосудов и амбаров различной формы, т.е. объёмов различных тел. Основным стимулом для возникновения сферики было изучение звёздного неба.

I в. (конец) – Менелай создал систематический курс сферической геометрии, построенный по образцу «Начал» Евклида, и развил сферическую тригонометрию.

II в. – Птолемей в своих астрономических трудах изложил плоскую и сферическую тригонометрию.

Сферическая геометрия нужна не только астрономам, штурманам морских кораблей, самолетов, космических кораблей, которые, по звездам определяют свои координаты, но и строителям шахт, метрополитенов, тоннелей, а также при геометрических съемках больших поверхностей Земли, когда становится необходимым учитывать ее шарообразность.
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