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Тема: «Теорема Пифагора»
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Историческая справка
Пифагор (ок. 569 – ок. 475 до н.э.)

Родился на острове Самос в Эгейском море, в семье купца Мнезарха. Путешествуя с отцом, будто бы в возрасте 18–20 лет он посетил старого тогда уже Фалеса (Греческий купец, живший в Милете, греческом полисе. В своих путешествиях по торговым делам посетил Египет, где и познакомился с математикой. Фалес считается вообще первым ученым. Он пытался объяснить мироустройство, дать разумные, логические объяснения явлений, а в математике выдвинул требование доказательства высказанных положений), который и пробудил интерес юноши к математике и астрономии, посоветовал ему поехать для основательного образования в Египет. Пифагор последовал совету. Затем были Вавилон, Индия... 

По возвращении на Самос Пифагор основал свою школу, но затем покинул остров. В южноиталийском г. Кротоне им был основан знаменитый пифагорейский союз, бывший одновременно и научной школой, и политическим и религиозным сообществом, в котором Пифагор почитался, чуть ли не божеством... 

В школе Пифагора рассматривались четыре mathema (науки): арифметика, музыка (гармония), геометрия и астрономия с астрологией. Пифагорейцы считали, что в основе всего лежат числа и гармония, ими поддерживаемая, но что все в математике нужно доказывать. Изучению математики придавался мистический характер, что не помешало найти доказательство теоремы Пифагора, а из нее получить (доказать!) иррациональность корня из двух! Это были великие математические открытия...

Политическая деятельность пифагорейцев, в конце концов, привела к краху – после 30-летнего существования союза Пифагору с учениками пришлось уехать в г. Тарент, а потом в г. Месапонт. Здесь почти 95-летний Пифагор и погиб в одной из ночных стычек. Так закончилась легендарная жизнь первого математика!..       
Теорема Пифагора

Теорема Пифагора: В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов его катетов.
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                                              c2 = a2 + b2
Пожалуй, это самая популярная теорема геометрии, сделавшая Пифагора наиболее знаменитым математиком. Но на самом деле, никаких математических сочинений от Пифагора и его школы – пифагорейцев – не осталось. Более того, само утверждение было открыто задолго до него. О наиболее известном частном случае – треугольнике со сторонами 3, 4, 5 (32 + 42 = 52) – говорится в папирусе, который относят приблизительно к 2000 г. до н. э. Соотношение между сторонами прямоугольного треугольника обнаруживается и на вавилонских клинописных табличках, и в древнекитайских и древнеиндийских трактатах. 
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Однако в современной истории науки считается, что Пифагор дал ему первое логически стройное доказательство. И отделить эту теорему от имени великого грека уже невозможно.

Теорему Пифагора также можно записать в виде схемы: 
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Доказательства теоремы Пифагора
Теорема Пифагора заслужила место в «Книге рекордов Гиннеса» как получившая наибольшее число доказательств. Американский автор Э. Лумис в книге «Пифагорово предложение», вышедшей в 1940 г., собрал 370 разных доказательств! Однако принципиально различных идей в этих доказательствах используется не так уж много.
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Доказательство: Рассмотрим прямоугольный треугольник с катетами а, b и гипотенузой с.
И докажем, что 
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Достроим треугольник до квадрата со стороной 
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так, как показано на рисунке.
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Площадь этого квадрата равна 
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. Но также его площадь равна  сумме площадей 4 треугольников и квадрата со стороной с. Т.е. 
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, раскрываем скобки - 
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и получаем 
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Что нам и требовалось доказать.
Также существует еще одна формулировка: площадь квадрата, построенного на гипотенузе, равна сумме площадей квадратов, построенных на катетах.
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Теорему этой формулировки мы доказывать не будем. Но, теорема не потеряет смысла, если квадраты, построенные на сторонах треугольника, заменить любыми другими правильными многоугольниками или полукругами. Например, треугольниками, шестиугольниками и др.
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Если на сторонах треугольника построены полукруги по одну сторону гипотенузы (как изображено на рисунке), то площадь полученных луночек (изображенные зеленым цветом), называемых луночками Гиппократа, равна площади данного треугольника. 
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Докажите самостоятельно. 

Рассмотрим другие доказательства теоремы Пифагора.

Применения подобия 
Если опустить из вершины прямого угла треугольника высоту на гипотенузу, то он разобьется на два треугольника, подобных исходному по углам. Из этого простого наблюдения тоже можно вывести теорему Пифагора, причем разными способами. В них равенство c2 = a2 + b2 переписывается в виде некоторого соотношения между соответственными элементами этих треугольников. 
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Воспользуемся тем, что при (ортогональной) проекции отрезка на прямую его длина умножается на косинус угла между отрезком и прямой. Обозначая через a' и b' проекции катетов a и b на гипотенузу и замечая, что сами катеты можно рассматривать как проекции гипотенузы на содержащие их прямые, получаем такие соотношения:
a' = a cos B, a = c cos B,

b' = b cos A, b = c cos A.

Теперь запишем гипотенузу как сумму проекций катетов:
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Отсюда сразу и получается пифагорово равенство.
Старинные доказательства опирались на чисто геометрическую формулировку теоремы через площади квадратов. Это и не удивительно, ведь раньше сами формулы записывались на геометрическом языке, например, чтобы обозначить произведение двух величин, говорили о площади прямоугольника, стороны которого равны этим величинам. В некоторых доказательствах малые квадраты разрезались на такие части, из которых складывался большой квадрат.



Это лишь малая часть всех доказательств, которые существуют.

Треугольники со сторонами 3,4,5;  6,8,10;  9,12,15;  12,16,20 и т.д. являются прямоугольными. Докажите самостоятельно.
Прямоугольные треугольники, у которых длины сторон выражаются целыми числами, называются Пифагоровыми треугольниками. А прямоугольный треугольник со сторонами 3, 4, 5 часто называется еще и «египетским» треугольником. Можно доказать, что катеты a, b и гипотенуза с таких треугольников выражаются формулами 
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 EMBED Equation.3  [image: image14.wmf]2
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, где m и n – любые натуральные числа, такие, что m>n. Докажите и приведите примеры самостоятельно.
Тройки (a, b, c) натуральных чисел, удовлетворяющие уравнению c2 = a2 + b2, т. е. служащие длинами сторон прямоугольных треугольников, Пифагоровыми. 
Задачи.


Обратная теореме Пифагора
Существует также теорема, обратная теореме Пифагора. 
Теорема: Если квадрат одной стороны равен сумме квадратов двух других сторон, то треугольник прямоугольный.
Нетрудно убедиться, что теорема, обратная к теореме Пифагора, также справедлива. Она позволяет проверить, является ли тот или иной треугольник прямоугольным. Например, если стороны треугольника имеют длины в 3, 4 и 5 единиц, то такой треугольник прямоугольный, так как 52 = 32 + 42. Этим пользовались землемеры и строители Древнего Египта: они размечали прямые углы с помощью веревки, разделенной узлами на 12 равных кусков.

Подумайте и скажите, как это им удавалось? 

Обратную теореме Пифагора также можно записать в виде таблицы: 

Сравните прямую и обратную теоремы, чем они похожи и чем различаются? 

Доказательство: Пусть в треугольнике ABC 
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. Докажем, что угол С прямой. Рассмотрим прямоугольный треугольник 
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 с прямым углом 
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По теореме Пифагора 
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, и, значит, 
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Но 
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 по условию теоремы. Следовательно, 
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, откуда 
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. Треугольники ABC и 
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 равны по трем сторонам, поэтому 
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, т.е. треугольник ABC прямоугольный с прямым углом С. Теорема доказана.
Теорема Пифагора играет в геометрии исключительную роль. Благодаря тому, что она позволяет находить длину отрезка (гипотенузы) косвенно, не измеряя его непосредственно, она как бы открывает путь с прямой на плоскость, с плоскости – в пространство и дальше, в многомерные пространства.  На ней основано применение в евклидовой геометрии метода координат, который позволяет принести в геометрию алгебраические методы. 
Зная координаты двух точек – A(x1, y1) и B(x2, y2), расстояния между ними можно найти по формуле [image: image27.png]


, которая служит просто другой записью теоремы Пифагора для треугольника с гипотенузой AB и катетами, параллельными осям координат (их длины равны |x2 – x1| и |y2 – y1|).


Теперь все геометрические понятия можно перевести на язык уравнений и формул.
Чтобы перейти к геометрии пространства, можно использоваться еще одним пространственным вариантом теоремы Пифагора: квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен сумме квадратов его измерений. 
А выводится он двукратным применением обычной теоремы Пифагора:

d2 = AB2 = AC2 + CB2 = (AD2 + DC2) + CB2 = a2 + b2 + c2.

Чтобы найти расстояние между двумя точками в пространстве, надо просто добавить еще одну координату – z – и соответствующим образом изменить формулу для расстояния:  [image: image28.png]


, где (x1, y1, z1) и (x2, y2, z2) – координаты точек A и B.
Теорема Пифагора и физика

Интересное применение обратная теорема Пифагора находит в физике. Если вам доводилось играть на бильярде, то вы могли заметить, что если ударить одним шаром по неподвижному другому, отклонившись от линии их центров, то после удара шары разлетаются под углом близким к прямому. 

Это явление легко объяснить с помощью законов сохранения и обратной теореме Пифагора, предполагая, что удар абсолютно упругий. 

Пусть 
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- вектор скорости подвижного шара до соударения с неподвижным шаром, 
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- вектор его же скорости после столкновения, а 
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- вектор скорости неподвижного шара после удара. 
Запишем закон сохранения импульсов для нашей системы из двух шаров, считая массу каждого шара равной – m. Из него видно, что скорость подвижного шара до удара равна векторной сумме скоростей шаров после удара.   
   

Т.е. из трех векторов скоростей можно составить треугольник. 

А теперь запишем закон сохранения энергии. 


Переводя на геометрический язык, этот закон превращается в пифагорово соотношение между сторонами треугольника, составленного из скоростей. 

Следовательно, этот треугольник прямоугольный, т.е. скорости шаров после соударения – перпендикулярны. 

Т.о. теорема Пифагора и обратная теореме Пифагора не только изучаются как теоретический материал в геометрии, но и используются на практике. Приведите самостоятельно примеры, где могут понадобиться знания об этих теоремах. 



� EMBED Equation.3  ���





� HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "5" ��Схема 1� 





� HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "6" ��Доказательство�





� HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "7" ��Формулировка 2�








�HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "10"��Доказательство� 





� HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "11" ��Применение подобия�





� HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "12" ��Другие


доказательства�  еедоказательства





�HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "37"��Расстояние между двумя точками в пространстве�








�HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "36"��Теорема Пифагора в пространстве�





�HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "35"��Расстояние между двумя точками на плоскости�





�HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "24"��Задача 1�





�HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt"��Задача 2�





�HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "29"��Посмотри�





�HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "31"��Схема 2�





�HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "32"��Задание� 





�HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "33"��Доказательство�





� HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "39" ��Просмотр�





�HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "40"��Просмотр�





�HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "41"��Просмотр�





�HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "42"��Просмотр�





�HYPERLINK "Теорема%20Пифагора.ppt" \l "43"��Просмотр�








PAGE  
8

_1231680795.unknown

_1231682965.unknown

_1232025557.unknown

_1233946008.unknown

_1233946126.unknown

_1261836821.unknown

_1232025664.unknown

_1232026217.unknown

_1231683055.unknown

_1231683065.unknown

_1231683002.unknown

_1231681263.unknown

_1231681447.unknown

_1231681457.unknown

_1231681732.unknown

_1231681319.unknown

_1231680927.unknown

_1231681145.unknown

_1231680861.unknown

_1227694996.unknown

_1231680446.unknown

_1231680730.unknown

_1227695064.unknown

_1227694753.unknown

_1227694864.unknown

_1227694509.unknown

