Геометрия. Замечательные теоремы.

Использованные теоремы.

1. Теорема Симпсона.
Основания перпендикуляров, опущенных из какой-нибудь точки окружности на стороны вписанного треугольника, находятся на одной прямой.
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Доказательство:

Рассмотрим треугольник ABC, вписанный в окружность с центром в точке O и произвольную точку M, принадлежащую данной окружности.

Опустим перпендикуляры MA1, MB1 и MC1 на стороны треугольника или  на их продолжения. Треугольники MC1B и MB1C, MA1B и MB1A, MA1C и MC1A подобны по второму признаку подобия треугольников, отсюда имеем отношения:
CB1 : BC1 = MB1 : MC1; BA1 : AB1 = MA1 : MB1; AC1 : A1C = MC1 : MA1. (1)
Перемножив равенства 1, получим:
CB1*BA1*AC1 : BC1*AB1*CA1 = 1, 

отсюда следует, что точки A1, B1, C1 лежат на одной прямой (по теореме, обратной теореме Менелая).
2. Теорема Птолемея. 
Если четырехугольник ABCD вписанный, то:
AB*CD+BC*AD = AC*BD.
[image: image4.png]


  Доказательство.

Отметим на AC такую точку E, что углы ABE и DBC равны. Тогда треугольники ABE и DBC подобны. Поэтому       AB : DB = AE : DC, то есть  AB*DC = AE*DB. (1)

Углы CBE и  DBA равны, значит треугольники CBE и  DBA подобны. Поэтому 
CB : DB = CE : DA, то есть CB*DA = CE*DB. (2).
Сложив равенства (1) и (2), получим:
AB*CD + BC*AD = AE*BD + CE*BD.

AB*CD + BC*AD = AC*BD. 
Эта теорема понадобилась александрийскому астроному Клавдию Птолемею, жившему во     II в. н.э., для составления таблицы синусов, точнее, таблицы длин хорд. Если AC  - диаметр окружности, то теорема Птолемея перепишется в виде 
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Если  же в качестве диаметра взять сторону AB, то получим формулу для синуса разности двух углов. Именно эти частные случаи использовал Птолемей для составления своих таблиц, очень нужных для астрономических расчетов; аналогичные таблицы составлялись и задолго до Птолемея астрономами Гиппархом и Менелаем.

В эпоху средневековья  книга Птолемея, в которой содержались обширные сведения по астрономии, получила распространение в странах арабского Востока; астрономы называли ее там «Аль Маджисти» - «Величайшее», отсюда и происходит ее название «Альмагест».
3. Теорема Эйлера.
Прежде чем начать доказательство данной теоремы, приведу несколько дополнительных понятий.

Прямая Эйлера – прямая, проходящая через ортоцентр (точку пересечения высот) треугольника и центр описанного круга.

Точки Эйлера – середины отрезков высот треугольника от его верши до ортоцентра.

Формулировка теоремы.

Основания высот треугольника, середины его сторон и точки Эйлера лежат на одной окружности. 
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  Доказательство.

Рассмотрим треугольник ABC, вписанный в окружность с центром в точке O, в котором AH1, BH2, CH3 – высоты, H – ортоцентр, точки A`, B`, C` - середины сторон, E1, E2, E3 – точки Эйлера.
Соединим ортоцентр треугольника H с центром описанного круга O и O1 – середина HO.       R – радиус описанного круга. Продолжим AH1 до пересечения с окружностью в точке D.

Углы DBC, DAC, CBH2 равны, поэтому HH1 = H1D и O1H1 = = A`01 = ½ OD = R/2. 
Так как E1 и O1 – середины AH и OH, 
то O1E1 = ½ OA = R/2. Таким образом, A`, H1, E1 лежат на окружности, описанной около O1 с радиусом R/2, то же справедливо и для точек H2, B`, E2, H3, C`, E3.
Из доказательства имеем еще одно определение.

Окружность Эйлера – окружность, проходящая через основания высот треугольника, середины его сторон и точки Эйлера. Ее также называют окружностью девяти точек.

Задачи на данные теоремы.

1. На окружности, описанной около равностороннего треугольника, взята точка M. Докажите, что из трех отрезков, соединяющих M с вершинами треугольника, один равен сумме двух других. 
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Решение.

Рассмотрим равносторонний треугольник ABC и произвольную точку M, принадлежащую окружности, описанной около данного треугольника.

Точки A, B, C, M лежат на одной окружности, значит, четырехугольник ABMC вписан в нее. Отсюда по теореме Птолемея имеем:

AB*MC + AC*MB = MA*BC. (1)
Так как треугольник ABC – равносторонний, то AB = BC = AC. Преобразуем равенство (1).

BC * (MC + MB) = BC * MA

MC + MB = MA.

2. Прямые Симпсона, соответствующие концам диаметра круга, описанного около треугольника, взаимно перпендикулярны и пересекаются на окружности Эйлера.
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Решение.

Рассмотри треугольник ABC, вписанный в окружность, и точку M, лежащую на той же окружности.

Пусть диаметры AC и BM – прямые Симпсона треугольников ABC и BMC соответственно, тогда AC – гипотенуза треугольника ABC и BM –  гипотенуза треугольника BMC.

Так как MA и MC перпендикулярны сторонам AB и BC треугольника ABC соответственно и AC – диаметр окружности, то треугольник ABC – прямоугольный и равнобедренный.

Аналогично рассуждая, имеем: треугольник BMC - также прямоугольный и равнобедренный.

Треугольники ABC и BMC равны по гипотенузе и катету, значит BC = AB.

ABCM – квадрат, так как углы ABC и BMC равны 90о и BC = AB, отсюда BM и AC взаимно перпендикулярны, как диагонали квадрата.

BM и AC пересекаются в точке O, как диагонали окружности (1).
Точка O принадлежит окружности Эйлера треугольника ABC, так как делит AC на AO=OC=R. (2).
Из пунктов (1) и (2) имеем: BM и AC пересекаются на окружности Эйлера. 
3. Доказать, что в произвольном неравностороннем треугольнике точка пересечения медиан лежит на отрезке, соединяющем ортоцентр с центром вписанной окружности (прямой Эйлера), и делит его в отношении 1:2, считая от центра описанной окружности. 
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Решение.

Пусть H и O – ортоцентр и центр описанного круга треугольника ABC. Опустим из  O перпендикуляр OA1 на сторону BC и обозначим G пересечение медианы AA1 с отрезком, соединяющим ортоцентр и центр описанной окружности HO. Треугольники AGH и A1GO подобны и  AH = 2OA1, то AG = 2GA1, значит G – точка пересечения медиан треугольника ABC.
Так как OA1 : AH = GA1 : AG =1 : 2, и треугольники AGH и A1GO подобны, то OG : GH = 1 : 2. Отсюда следует, что точка пересечения медиан делит отрезок, соединяющий ортоцентр и центр описанной окружности.

4. Из точки A окружности проведены три хорды AB, AC и AD, причем AB=4/3 AC, AC = 3 AD, BD=a, BC = CD. Найти диаметр этой окружности.
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Решение.

Так как четырехугольник ABCD вписан в окружность, то по теореме Птолемея имеем:
AD*BC + AB*CD = AC*BD.
BD = a, AB = 4/3 AC, AC = 3 AD, AB = 4 AD, BC = CD.

AD*BC + BC*4 AD = 3*a*AD

5 BC = 3a
BC = 3/5 a.
Рассмотрим треугольник CBD. Проведем CE, перпендикулярную BD, тогда имеем: косинус        угла CDB равен 5/6. Тогда по основному тригонометрическому тождеству синус угла CDB равен
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Треугольник CBD – вписанный, значит по теореме синусов BC/(sin CDB) = 2R.

2R = 
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5. Доказать, что радиус окружности, проведенной через две вершины и ортоцентр непрямоугольного треугольника, равен радиусу окружности, описанной около этого треугольника. 
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Решение.
Рассмотрим треугольники ABC и ABH, где H – ортоцентр треугольника ABC. Основания высот данных треугольников совпадают. Следовательно, совпадают их окружности Эйлера, значит, радиусы описанных около этик треугольников равны.
6.  Углы треугольника образуют геометрическую прогрессию со знаменателем 2. Доказать, что середины сторон и основания высот этого треугольника являются шестью вершинами правильного семиугольника. 
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Решение.

Рассмотрим треугольник ABC, у которого угол B равен двум углам A, а угол C равен двум углам B. Учитывая то, сумма углов треугольника составляет 180о, получаем:

A = 180O/7, B = 2*180O/7, C = 4*180O/7.

Пусть H – ортоцентр треугольника ABC. Рассмотрим центральное подобие с центром H и коэффициентом 2.При этом окружность Эйлера треугольника ABC переходит в окружность, описанную около этого треугольника. Точки A1, B1, C1 – середины сторон – и A2, B2, C2 – основания высот данного треугольника – лежат на окружности Эйлера. Следовательно, они перейдут в точки A5, B5, C5 и A4, B4, C4 соответственно, лежащие на описанной окружности.
Отрезок B1C1 – средняя линия треугольника ABC, поэтому B1C1 = ½ BC. При рассматриваемом центральном подобии он переходит в отрезок B5C5 и, следовательно,B5C5 = =2B1C1. Из этих двух равенств следует, что хорды BC и B5C5 равны, а значит стягиваемые ими дуги B5C5 и BC равны двум углам А и равны 2*180o/7, то есть 360o/7.

Диагонали четырехугольника A5BHC точкой пересечения A1 делятся пополам, поэтому этот четырехугольник – параллелограмм. Следовательно, прямые A5A и C4H параллельны, а углы ACC4 и BA5C, будучи накрест лежащими, равны. Значит, равны и те дуги, на которые они опираются. Таким образом, дуга A5C4 также равна 360o/7.
По аналогичной причине параллелограммом является и четырехугольник AB5CH. Следовательно, угол B5CC4 равен углу AB5C, опирающемуся на дугу в 2*360o/7, а значит, дуга B5C5C4 равна 360o/7. Но дуга B5C5C4 равна сумме дуг B5C5 и C5C4 и B5C5 =  360o/7, поэтому C5C4 = 360o/7.
Четырехугольник AC5BH также параллелограмм. Поэтому угол B4BC5  равен A5AC5 углу и равен разности между 180O и AC5B, значит, угол B4BC5 также равен углу BCA (так как четырехугольник AC5BС вписанный).
Таким образом, дуга B4A4C5 равна 4*360o/7 и дуга A4A5C5 равна 4*360o/7. Из первого равенства следует, что дуга B4A5C5 равна 3*360o/7.
Учитывая, что дуга A5C4C5 равна 2*360o/7, поучаем: дуга A5B4 равна 360o/7.

Но тогда из второго равенства находим: дуга A4B4 равна 360o/7.

Итак, дуги B5C5, C5C4, C4,A5, A5B4, B4A4 равны между собой и равны 360o/7.

Это означает, что точки A5, B5,C5, A4, B4, C4, а значит, и точки A1, B1, C1, A2, B2, C2 являются шестью вершинами правильного семиугольника.
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