Применение метода интервалов при решении иррациональных  и тригонометрических неравенств
Оглавление.

I. Введение.                                                                                                          

II. Основная часть.                                                                                   

1. Общие сведения о методе интервалов.                                                 

2.   Применение метода интервалов к решению рациональных и дробно-рациональных неравенств.

3. Решение иррациональных неравенств.

3.1 Решение иррациональных неравенств с помощью эквивалентных систем.   3.2 Алгоритм решения.

3.3 Примеры решения иррациональных неравенств с помощью метода интервалов.

4.  Решение тригонометрических неравенств.

4.1 Решение тригонометрических неравенств с помощью графика функции.

4.2Алгоритм решения тригонометрических неравенств с помощью числовой окружности (перенос метода интервалов с числовой прямой на тригонометрическую окружность).

      4.3 Теоретическая основа решения тригонометрических неравенств с     помощью окружности.

III. Заключение.                                                                                       

IV. Список литературы.                                                                            
                                                            I. ВВЕДЕНИЕ

В 9 классе мы начали решать рациональные и дробно-рациональные неравенства методом интервалов. Неравенства такого типа вызвали у меня интерес, и я решила более подробно изучить этот метод и возможность его применения для различных заданий.

Если неравенства, решаемые в 9 классе, затруднений не вызывали, то при подготовке к вступительным экзаменам и сдаче ЕГЭ встретились задания, которые в решении и в оформлении требуют специальных методов решения.    Тригонометрические  уравнения решаются чаще всего успешно, но  при решении   тригонометрических неравенств допускается много ошибок в окончательном отборе решений после того, как эти решения найдены. Ошибки появляются из-за невнимательности или в силу того, что были не поняты специфические особенности неравенства. Не помогает и проверка. Она не всегда достаточна для того, чтобы обнаружить ошибку. К тому же  уже при наличии   в ответе одного  -  двух интервалов  проверка утомительна, а при большем количестве  промежутков проверка многократно возрастает. Решив выйти за рамки программы учебника, я разобрала разные задания по применению метода интервалов и остановилась на его применении к тригонометрическим неравенствам повышенного уровня, сформулировала алгоритм решения таких неравенств с помощью этого метода, перенеся его с числовой прямой на тригонометрическую окружность.  Также исследовала решение иррациональных неравенств не с помощью перехода к эквивалентным системам, а с использованием решения иррациональных уравнений и нахождения их области определения, а затем применения метода интервалов на полученной области определения.

                          II.     Основная часть.
                 1.Общие сведения о методе интервалов.                                                                                       
 Неравенство вида  P(x) >0, P(x) 
[image: image93.jpg]: -coszx
+ 24244147, 24 4L A2 ARV R IR NN NY] LL
20 >
- - n 2n .
sy o A INJZ ey 2n g\

Sy=—7



0, 
[image: image2.wmf])

(

)

(

x

Q

x

P

>0,  
[image: image3.wmf])

(

)

(

x

Q

x

P

≥0  решаются с помощью метода интервалов.  Идея метода интервалов заключается в том, что многочлен   P(x) при переходе через свой корень нечётной  кратности меняет знак, а при переходе через корень чётной  кратности сохраняет знак. Поэтому достаточно знать корни многочлена  P(x), их кратности и знак  P(x)  в любой точке, где P(x) ≠0, чтобы решить неравенство  P(x) >0 или P(x) 
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2. Применение метода интервалов к решению рациональных и дробно-рациональных неравенств.
Пример 1. Решить неравенство:
(х+2)(х-1)(х-3)(х-5)(х2 +3) >0
Так как (х2 +3)  всегда положительно, то данное неравенство равносильно следующему: (х+2)(х-1)(х-3)(х-5) >0. Здесь корни   -2, 1, 3, 5 многочлена в левой части неравенства расположены в порядке возрастания на числовой оси.
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При  х >5 многочлен положителен, так как каждое выражение в скобках положительно. Далее знаки  чередуются. Итак, решение определяется совокупностью неравенств:

 X< –2,  1<X<3, X>5.

Ответ: (–
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Пример 2.  Решить неравенство:       
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Ответ:  (-2; -1)
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                         3.Решение иррациональных неравенств.
  Рассмотрение этой темы связано с тем, что в школьном курсе на решение иррациональных неравенств отводится очень мало времени, а  Вузовские задания вообще не решаются, а на вступительных экзаменах такие задания встречаются. Я решила изучить методы решения иррациональных неравенств.  Стандартный метод решения неравенств  заключается в возведении обеих частей неравенства в нужную степень: если в неравенство входит квадратный корень, то в квадрат; входит корень третьей степени, то в куб и т.д. Однако возводить в чётную степень, не нарушая равносильности, можно только неравенство, у которого обе части неотрицательны. При возведении же в чётную степень неравенств, части которых имеют разные знаки, могут получиться неравенства, не равносильные данному. Для нахождения решений таких неравенств, приходится составлять системы, состоящие из условий и рациональных неравенств.

3.1 Решение иррациональных неравенств с помощью эквивалентных систем.

Решение иррациональных неравенств  сводится к решению равносильных ему систем или совокупности систем рациональных неравенств. В школе рассмотрены два типа таких неравенств. 

            Неравенство вида   
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            Неравенство вида 
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 равносильно совокупности двух систем 
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             Неравенство вида  
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Приведу пример. Решить неравенство 
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. Неравенство равносильно совокупности двух систем 
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 Видим, что первая система  совокупности  решений не имеет, а вторая система имеет решения при 
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       3.2 Алгоритм решения

После рассмотрения примеров, сравнения решений я сделала вывод, что иррациональные неравенства тоже можно решать  методом интервалов, применив умение находить решения  иррациональных уравнений, учитывая их область определения. В этом случае не надо запоминать вышеуказанные системы. 

Универсальность метода заключена в содержании его алгоритма: 

1.   Переносим все слагаемые в левую часть неравенства и рассматриваем ее как   некоторую функцию.

      Находим область определения функции.

2. Отмечаем в этой области нули функции (решив соответствующее иррациональное уравнение), которые разбивают область определения на  промежутки, внутри каждого из которых функция определена, непрерывна и сохраняет знак.

3. Для определения знака функции на конкретном промежутке находим знак функции в любой  (удобной) точке этого промежутка (так же мы поступали и при решении рациональных неравенств). 

4. Иллюстрацию изменения знаков показываем с помощью координатной прямой (аналогично  делали при решении рациональных неравенств).

5. Выбираем нужный промежуток.

3.3 Примеры решения иррациональных неравенств с помощью метода интервалов.

Рассмотрим примеры:  1). Решить неравенство:  [image: image26.jpg]g
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>x – 1.                                                                                               Решение: Преобразуем данное неравенство: [image: image27.jpg]g
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–x + 1>O.                                      Пусть f(x) = [image: image28.jpg]g
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– x + 1. Найдем область определения этой функции, для чего решим неравенство x3 + x2 – 2x  0  методом интервалов:
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D(f) = [–2;0]
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Ищем нули функции f, решив уравнение

[image: image32.jpg]g

Tx

2%



= x – 1, x3 = 1 и x = 1,где x = 1 удовлетворяет уравнению, но не удовлетворяет исходному неравенству. Далее применяем метод интервалов:                      f(– 1) =
[image: image33.wmf]2

 + 2 > 0, f(2) =
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– 1 > 0.


Ответ: [image: image35.jpg][-20]u[t+e)



.

Традиционное решение данного неравенства сводится к совокупности двух систем:
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Примечание. 1. Обязательно нули функции, граничные точки и область определения обязательно проверяются.2. Отметим, что не идет речь о преимуществах того или иного способа решения неравенств, а показывается применение метода интервалов на более широком классе неравенств.    
2). Решить неравенство:   
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Нули функции: x=1,5. Определим знаки F(x)

[image: image40.jpg]Qo
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F(x)>0 на промежутках (0;1) и (1,5;2). Это и есть решения неравенства.

3) Рассмотрим пример повышенного уровня из заданий ЕГЭ.

Найти все значения X, при которых точки одного графика лежат выше оси абсцисс, а другого ниже, если  y=2-x,  y=
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.  Значения выражений имеют разные знаки, значит их произведение отрицательно, то есть 
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D(F):  
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F(x)<0 на (-3,5; 1) и (2; 10), причём F(-3,5)<0 и F(10)<0, поэтому решениями неравенства являются промежутки 
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.                                                                                             Этот способ значительно упростил решение. А если решать с помощью эквивалентных систем, то это будет очень громоздко и вероятность ошибок значительно больше.                             4. Решение тригонометрических неравенств
 4.1 Решение тригонометрических неравенств с помощью графика функции.

COSX>—
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Ответ:  
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Решение простейших неравенств можно провести с помощью  графика функции, а для решения тригонометрических неравенств  высокого уровня я применила  метод интервалов, но не  на числовой прямой, а на числовой окружности.

4.2 Алгоритм решения тригонометрических неравенств с помощью числовой окружности.      

Сформулирую алгоритм решения тригонометрических неравенств с помощью метода интервалов, который применила не на числовой прямой, а на числовой окружности:

1. Привести неравенство к такому виду, чтобы в правой части стоял ноль, а в левой части некоторая функция.

2. Определить нули и область определения функции, стоящей в левой части.

3. Отметить на единичной окружности все точки, соответствующие числам найденным в пункте 2.

4. Выбрать произвольное значение аргумента функции х0 , не совпадающее ни с одним из чисел из пункта 2.

5. Провести луч Ох1 под углом х0 к координатному лучу Ох.

6. На луче Ох1 получить контрольную точку xk, для чего подставить число х0  в левую часть неравенства и определить её знак. Если знак выражения больше нуля, то xk  отметить на луче Ох1 вне окружности, в противном случае xk расположена на луче Ох1 , но внутри окружности.

7. От точки xk провести плавную линию так, чтобы она пересекала единичную окружность во всех отмеченных точках последовательно, обходя окружность против часовой стрелки, и линия должна вернуться в первоначальную точку xk..

8. А теперь надо выбрать нужные участки, отмеченные линией: если выражение больше нуля, то выбрать участки вне окружности, в противном случае -внутри окружности. 

Пример 1.       sinx-sin3x>0.         1.Преобразую левую часть неравенства: 2sin(-x)·cos2x>0, sinx·cos2x<0.  2.Рассмотрим функцию f(x)= sinx·cos2x. Период этой функции  
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  3.Отметим на числовой окружности точки из первой серии 0 и 
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, из второй серии 
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     4.Выбираем из промежутка  х0 =
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.     5. Проведём луч Ох1  под углом   
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 к координатному лучу Ох.  Определим знак f(x) в этом промежутке: f(x) =
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>0.    6. Так как  f(x)>0, то на луче  Ох1  берём точку  xk,  лежащую вне окружности.   7. Начиная с точки  xk  проводим плавную лилию так, что она проходит через все отмеченные точки на окружности против часовой стрелки. Так как все корни нечётной степени, то идёт чередование знаков функции. а значит наша линия пересекает окружность.   8. Выбираем участки, отмеченные линией, где функция принимает отрицательные значения:
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Пример 2.  
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 Найдём нули функции  
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. Отмечаем на  числовой окружности область определения и нули функции , учитывая их кратность. Из (1)  
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 Выбираем из промежутка  (0;
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, f(
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)>0, значит хk лежит вне окружности. Далее отмечаем точки на окружности и, согласно алгоритму,  выбираем ответ. 
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Пример 3. 
[image: image75.wmf]0

sin

3

cos

2

£

×

×

x

x

x

tg

. Рассмотрим функцию  f(x)=tg2x·cos3x·sinx. Найдём D(f): cos2x
[image: image76.wmf]¹

0, x
[image: image77.wmf]¹
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 Найдём нули функции: a) cos3x=0, x=
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  Отмечаем на  числовой окружности область определения и нули функции. Выбираем из промежутка (0; 
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)>0, значит xk лежит вне окружности. Далее отмечаем точки на окружности и, согласно алгоритму,  выбираем ответ. 
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Интервалы A и B, C и D,  E и F центрально симметричны, поэтому записываем объединённые решения. Для  A и B: 
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 Для  E и F: 
[image: image88.wmf]N

n

n

n

Ì

ú

û

ù

ç

è

æ

+

+

,

;

4

3

p

p

p

p

. 

Ответ: 
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4.3 Теоретическая основа решения тригонометрических неравенств с помощью тригонометрической окружности.

f(x)>0-тригонометрическое неравенство, а T- наименьший период на котором помещаются все серии значений Х при которых значения f(x) равны нулю. На этой части оси построим схему знакопостоянства функции f(x)  по методу интервалов. На отрезке [0;Т] появится волнообразная линия. Построим окружность длины Т и «намотаем» на неё отрезок [0;Т] . Мы увидим, что волнообразная линия обовьёт окружность так, что её «отрицательные» части окажутся внутри окружности, а «положительные»-вне её. В силу периодичности  функции f(x) волнообразная линия будет «наматываться» на окружность отрезки длины [Т;2Т], [2Т;3Т]  в положительном  и в отрицательном направлении.                                      

III. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

 Метод интервалов один из уникальных математических инструментов, применяемый для решения неравенств.   При выполнении упражнений я отработала применение метода интервалов к решению тригонометрических и иррациональных неравенств. Считаю, что этот метод упрощает решение неравенств, так как сводит его к  уравнениям. Я убедилась, что с его помощью удаётся получать более наглядное представление  о решении неравенств, избегать ошибок при их  отборе, так как проверка очень сложна и не всегда эффективна, чтобы обнаружить ошибку.

                Разрабатывая эту проблему, я провела анализ решений неравенств, начиная от простейших до заданий высокого уровня. В итоге появился алгоритм решения  иррациональных и тригонометрических неравенств методом интервалов. 

                Данная работа будет интересна тем, кто интересуется математикой, кто желает углубить свои знания по  предмету, а при подготовке к итоговой аттестации рассмотренный метод поможет  справляться с решениями  неравенств повышенного и  высокого уровня. 
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