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§ 1. Введение
В школьном курсе математики во всех классах, начиная с шестого, имеется возможность рассматривать упражнения, содержащие знак абсолютной величины. В данную работу включен материал, рассчитанный для рассмотрения в седьмом классе на уроках или факультативных занятиях. 
Слово «модуль» произошло от латинского слова «modulus», что в переводе означает «мера». Это многозначное слово (омоним), которое имеет множество значений и применяется не только в математике, но и в архитектуре, физике, технике, программировании и других точных науках.

В архитектуре - это исходная единица измерения, устанавливаемая для данного архитектурного сооружения и служащая для выражения кратных соотношений его составных элементов.

В технике - это термин, применяемый в различных  областях техники, не имеющий универсального значения и служащий для обозначения различных коэффициентов и величин, например модуль зацепления, модуль упругости и т.п.

Модуль объемного сжатия (в физике) - отношение нормального напряжения в материале к относительному удлинению. 
§ 2. Понятие модуля действительного числа
Модулем (абсолютной величиной) действительного числа a называется само это число, если а ≥ 0,  и противоположное число    -а, если а < 0. Модуль числа a обозначается |a|. Итак,
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Геометрически |a| означает расстояние на координатной прямой от точки a до точки О (рис. 1)
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Свойства модулей:
1.|a| ≥ 0
2.|a| = | −a|

3.|ab| = |a| · |b|
4.
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5. |a|² = a²
§ 3. Формула расстояния между двумя точками на координатной прямой.

Если a и b - две точки на координатной прямой, то расстояние между ними p(a; b) выражается формулой p(a; b)=|a − b| (рис. 2). Ясно, что p(a; b)= p(b; a). Так, p (− 2; 5) = |− 7|= − (− 7) = 7.
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Пример 3.1. Найти все такие точки x, которые удовлетворяют: 

а) уравнению |x − 1| = 3; б) неравенству |x + 1| ≤ 2.

Решение. а) Уравнению удовлетворяют такие точки x, расстояние которых от точки 1 равно 3. Это точки − 2 и 4 (рис. 3). Значит,  уравнение имеет два корня: − 2 и 4.
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б) Неравенству удовлетворяют такие точки x, которые удалены от точки −1 на расстояние, меньшее или равное 2. Это точки из отрезка [− 3; 1] (рис.4).
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§ 4. Уравнения с модулем
Чтобы решить уравнение, содержащее переменную под знаком модуля, надо освободиться от знака модуля, используя его определение:


[image: image7]
На практике это делается так:
1) находятся критические точки, т. е. значения переменной, при которых выражения, стоящие под знаком модуля, обращаются в нуль;
2) разбивают область допустимых значений переменной на промежутки, на каждом из которых выражения, стоящие под знаком модуля, сохраняют знак;
3) на каждом из найденных промежутков решают уравнение без знака модуля.

Совокупность (объединение) решений указанных промежутков и составляем все решения рассматриваемого уравнения.

Покажем это на конкретных примерах:

Пример 4.1. Решить уравнение |x + 3| = 2x − 1.
Решение. Критическая точка находится после решения уравнения

x + 3 = 0, x = − 3.
1) При x < − 3 получаем уравнение – x – 3 = 2x – 1, откуда x = − 
[image: image8.wmf]2
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Но найденное значение не входит в рассматриваемый промежуток.

2) При x ≥ 3 получаем уравнение x + 3 = 2x – 1, откуда x = 4. Найденное значение входит в рассматриваемый промежуток.

Ответ. 4.

Пример 4.2. Решить уравнение |x + 2| + |x + 3| = x.

Решение. Найдем критические точки:

x + 2 = 0 или x + 3 = 0;

x = − 2 или x = −3.
Решаем задачу на каждом промежутке:
1) x < − 3, − x − 2 – x − 3 = x, − 3x = 5; x = − 
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 (не входит в рассматриваемый промежуток).

2) − 3 ≤ x < − 2, − x − 2 + x + 3 = x; x = 1 (не входит в рассматриваемый промежуток).

3) x ≥ − 2, x + 2 + x + 3 = x; x = − 5 (не входит в рассматриваемый промежуток).

Ответ. 
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.
Пример 4.3. Решить уравнение |x + 5| − |x – 3| = 8.
 Решение. Найдем критические точки:
x + 5 = 0 или x – 3 = 0;

x = − 5 или x = 3.
Решаем задачу на каждом промежутке:

1) x < − 5, − x – 5 – (− x + 3) = 8, − x − 5 + x − 3 = 8; − 8 = 8 ложно. На рассматриваемом промежутке решений нет.

2) − 5 ≤ x < 3, x + 5 − (− x + 3) = 8, x + 5 + x − 3 = 8, 2x = 6; x = 3 (не входит в рассматриваемый промежуток).

3) x ≥ 3, x + 5 − (x − 3) = 8, x + 5 − x + 3 = 8; 8 = 8 верно. Уравнение выполняется при всех x из рассматриваемого промежутка.
Ответ. [3; + ∞].

§ 5. Неравенства с модулем
Решение неравенств, содержащих переменную под знаком модуля, находится аналогично решению уравнений подобного рода (см. «Уравнения с модулем»). 
Рассмотрим это на конкретных примерах.

Пример 5.1. Решить неравенство |x + 4| ≥ 1.

Решение. Критическая точка находится решением уравнения  x + 4 = 0, откуда x = − 4.

1) Рассмотрим промежуток x < − 4. На нем исходное неравенство принимает вид − x − 4 ≥ 1. Решая это неравенство, найдем x ≤ − 5 (рис. 5). Так как x < − 4 и x ≤ − 5, то решением исходного неравенства будет промежуток x ≤ − 5.

[image: image11]
2) Рассмотрим промежуток x > − 4. На нем исходное неравенство принимает вид x + 4 ≥ 1, откуда x ≥ − 3.

 Так как x > − 4 и x ≥ − 3, то решением исходного неравенства будет промежуток x ≥ − 3 (рис. 6).

[image: image12.emf]


3) Учитывая случаи 1) и 2), окончательно имеем x ≤ − 5 и  x ≥ − 3 (рис.7).
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Ответ. x ≤ − 5 и x ≥ − 3.

Пример 5.2. Решить неравенство |x − 3| < 1.
Решение. Найдем критическую точку x − 3 = 0, т. е. x = 3.

1) Рассмотрим промежуток x < 3. В этом случае имеем

 [image: image16.wmf]
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 Следовательно, решением исходного неравенства является промежуток (2; 3) (рис. 8). 
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Рассмотрим промежуток x ≥ 3. В этом случае имеем

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 




 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Следовательно, решением исходного неравенства является промежуток (3; 4) (рис. 9).
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3) Рассмотрим вместе эти промежутки. Решением неравенства будет промежуток (2; 4).
Ответ.2 < x < 4.
§ 6. Построение графиков функций, содержащих знак модуля
Рассмотрим задачи на построение графиков некоторых функций, содержащих знак модуля. Это графики трех видов:
y = f (|x|), y = |f (x)| и |y| = f (x).

Пример 6.1. Так, для построения графика функции y = |x| на основании определения модуля имеем:
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Следовательно, график функции y = |x| состоит из двух графиков: графика y = x в правой полуплоскости и графика y = x в левой полуплоскости (рис. 10).
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Пример 6.2. Пусть требуется построить график функции a) y = |x| + 2.
На основании определения модуля имеем:

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Следовательно, график функции y = |x| + 2 имеет следующий вид    (рис. 11):
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б) y = |x| − 2.

На основании определения модуля имеем:

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Следовательно, график функции y = |x| − 2 имеет следующий вид    (рис. 12):
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Пример 6.3. Пусть требуется построить график функции a) y = |x + 3|.

На основании определения модуля имеем:

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Следовательно, график функции y = |x + 3| имеет следующий вид    (рис. 13):
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б) y = |x − 3|.

На основании определения модуля имеем:

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Следовательно, график функции y = |x − 3| имеет следующий вид    (рис. 14):
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Пример 6.4. Пусть требуется построить график зависимости |y| = x.
Учитывая, что в формуле |y| = x, x ≥ 0 и на основании определения модуля
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



перепишем формулу |y| = x в виде

y = ± x, где x ≥ 0.

Следовательно, график зависимости |y| = x состоит из графиков двух функций y = x и y = − x, где x ≥ 0 (рис. 15):
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Пример 6.5. Пусть требуется построить график зависимости |y| + |x| = 4. Из данного равенства видно, что |x| ≤ 4 и y ≤ 4. На основании определения модуля имеем:
а) при x ≥ 0 и y ≥ 0    x + y = 4, или y =  − x + 4;
б) при x ≥ 0 и y < 0    x − y = 4, или y =  x − 4;
в) при x < 0 и y ≥ 0   − x + y = 4, или y =  x + 4;

г) при x < 0 и y < 0   − x − y = 4, или y =  − x − 4.
График данной зависимости симметричен относительно осей координат и представляет собой стороны квадрата (рис. 16). 
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