Решение квадратных уравнений.
Введение.

                                                                    Под методом же я разумею точные и

                                                                простые правила, строгое соблюдение

               которых всегда препятствует принятию 

                                                                 ложного за истинное, и без излишней

                                                              траты умственных сил, но постепенно 

                                                       и непрерывно увеличивая знания,

                                                           способствует тому, что ум достигает

                                                                 истинного познания всего, что 

             доступно.

                                              Декарт.

        Тема «Квадратные уравнения» очень важна для изучения курса математики средней школы, т. к. является ступенькой в изучении более сложного материала математики средней школы. Умение быстро, рационально и правильно решать квадратные уравнения облегчает прохождение многих тем курса математики. Например, при изучении следующих тем:

8-й класс – решение задач на составление квадратных уравнений;

9-й класс – разложение квадратного трехчлена на множители; квадратичная функция и ее график; неравенства второй степени с одной переменной;

10-й класс – тригонометрические уравнения и неравенства; применение производной к исследованию функции;

11-й класс – интеграл; площадь криволинейной трапеции; иррациональные уравнения; показательные уравнения и неравенства; логарифмические уравнения и неравенства.

    Цель работы:

Помочь всем желающим пополнить, систематизировать, углубить свои знания по решению квадратных уравнений.

     В школьном курсе математики изучаются формулы корней квадратных уравнений, с помощью которых можно решать любые уравнения. Однако имеются и другие способы решения квадратных уравнений, которые позволяют очень быстро и рационально решать многие уравнения. На факультативных занятиях рассматривались уравнения более сложного уровня. После изучения дополнительной литературы, методов их решения, их классификации, рассматривается десять способов решения квадратных уравнений. 

    1. Разложение левой части уравнения на множители.

    2. Метод выделения полного квадрата.

    3. Решение квадратных уравнений по формуле.

    4. Решение уравнений с использованием теоремы Виета.

    5. Решение уравнений способом «переброски».

    6. Свойства коэффициентов квадратного уравнения.

    7. Графическое решение квадратного уравнения.

    8. Решение квадратных уравнений с помощью циркуля и линейки.

    9. Решение квадратных уравнений с помощью номограммы.

  10. Геометрический способ решения квадратных уравнений.  

     В предложенном материале есть необходимый справочный материал, а также задания с решениями и задания для самостоятельного решения.

Вызывает интерес история возникновения квадратных уравнений .

Для удобства пользования и контроля знаний в конце работы приводятся ответы на все задания для самостоятельного решения.  

Ι.Разложение левой части уравнения на множители.

Примеры:

1. 
[image: image479.emf]Рис.4
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 Решение: Разложим левую часть уравнения на множители:
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                 Следовательно, уравнение можно переписать так:
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)

(

(

.

0

2

12

=

-

+

х

х


                 Произведение равно нулю, когда один из множителей равен нулю.  

                 т.е.  
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                          Ответ: -12; 2.

2. 
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 Решение: 
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 EMBED Equation.3 [image: image11.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image12.wmf]
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                           Ответ: -2; -1.

3. 
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 Решение:  
[image: image19.wmf]ç
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                               Ответ: 
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ΙΙ.Метод выделения полного квадрата.

Примеры:

1. 
[image: image30.wmf].
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 Решение: Выделим в левой части полный квадрат. Для этого запишем выражение      х2 +6х в следующем виде:  х2 +6х = х2 +2·x·3. 
В полученном выражении первое слагаемое – квадрат числа х, а второе – удвоенное произведение х на 3. Поэтому  чтобы получить полный квадрат, нужно прибавить 32, т.к.  х2 +2·x·3 +32  =﴾х+3﴿2 .
Преобразуем левую часть уравнения х2 +6х -7 =0 прибавляя к ней и вычитая 32 . Имеем:       х2 +6х -7 = х2 +2·x·3 + 32 – 32 – 7 =  ﴾ х +3 ﴿2 – 9 – 7 = ﴾ х + 3 ﴿2 – 16 .

Таким образом, данное уравнение можно записать так:

  ﴾ х + 3 ﴿2 – 16 = 0,    т.е.   ﴾ х + 3 ﴿2 = 16.

Следовательно,   х + 3 = -4 ,  или  х + 3 = 4,

                              х = -7,                  х =1.

                                 Ответ: -7; 1.

2. 
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  Решение: 

Разделим обе части уравнения на 5, получим  
[image: image32.wmf].
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Применим метод выделения полного квадрата

 
[image: image33.wmf].

100

49

10

3

5

2

100

9

10

3

5

2

10

3

10

3

10

3

2

5

2

5

3

2

2

2

2

2

2

-

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

-

=

-

-

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

-

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

×

-

=

-

-

х

х

х

х

х

х


Следовательно, уравнение можно записать так   
[image: image34.wmf].
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отсюда  
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                                    Ответ:  
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ΙΙΙ. Решение квадратных уравнений по формуле.

Умножим обе части уравнения 
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Примеры:                  

1. 
[image: image48.wmf].

0

3

7

4

2

=

+

+

х

х


  Решение:  
[image: image49.wmf]D
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>0, два корня;
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                                        Ответ: 
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2. 
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  Решение:  
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D=0, один корень;
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                                            Ответ: 
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3. 
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  Решение:  
[image: image57.wmf]D
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                     Уравнение не имеет корней.

                                            Ответ: нет решений.

ΙV. Решение уравнений с использованием теоремы Виета
( прямой и обратной ).

Приведенное квадратное уравнение имеет вид  
[image: image58.wmf].

0

2

=

+

+

q

рх

х


Его корни удовлетворяют теореме Виета, которая при а=1 имеет вид 
[image: image59.wmf]î
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а) Если свободный член q приведенного квадратного уравнения положителен, то уравнение имеет два корня и это зависит от второго коэффициента p. Если p>0, то оба корня отрицательны, если p<0, то оба корня положительны.
Примеры:

1. 
[image: image60.wmf]так
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[image: image61.wmf]как
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2. 
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[image: image65.wmf]как
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б) Если свободный член q приведенного уравнения отрицателен, то уравнение имеет два различных по знаку корня, причем больший по модулю корень будет положителен, если p<0, или отрицателен, если p>0.
3. 
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[image: image69.wmf]как
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4. 
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[image: image73.wmf]как
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5.Подбором найти корни уравнения  
[image: image76.wmf].
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  Решение: здесь p=-5, q=6. Подберем два числа х1 и х2 так, чтобы

                             
[image: image77.wmf],
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  Заметив, что 6=2·3, а 2+5=5, по теореме, обратной теореме Виета, получаем, что х1=2, х2=3 – корни уравнения  
[image: image79.wmf].
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                                                   Ответ: 2; 3.

V. Решение уравнений способом «переброски».

Рассмотрим квадратное уравнение  
[image: image80.wmf]где
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[image: image81.wmf].
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Умножая обе его части на а, получаем уравнение 
[image: image82.wmf].
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Пусть ах = у, откуда 
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равносильного данному. Его корни у1 и у2 найдем с помощью теоремы Виета.

Окончательно получаем  
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 При этом способе коэффициент а умножается на свободный член, как бы «перебрасывается» к нему, поэтому его и называют способом «переброски». Этот способ применяют, когда можно легко найти корни уравнения, используя теорему Виета и, что самое важное, когда дискриминант есть точный квадрат.
Примеры:

1. 
[image: image87.wmf].
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  Решение: «Перебросим» коэффициент 2 к свободному члену, в результате получим уравнение  
[image: image88.wmf].
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 Согласно теореме Виета
 
[image: image89.wmf]ê
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                                    Ответ: 2,5; 3.

2. 
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  Решение: Используя метод «переброски», получим уравнение
                    
[image: image91.wmf](
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                   По теореме Виета  
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                                          Ответ: 
[image: image93.wmf].
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VΙ. Свойства коэффициентов квадратного уравнения.
А. Пусть дано квадратное уравнение  
[image: image94.wmf],
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[image: image95.wmf]где
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0

¹

а


   1. Если а + в + с = 0 (т.е. сумма коэффициентов уравнения равна нулю), то 
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      Доказательство: Разделим обе части уравнения на  а ≠ 0, получим приведенное квадратное уравнение  
[image: image98.wmf].
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Согласно теореме Виета  
[image: image99.wmf]ï
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По условию  а + в + с = 0, откуда  в = - а – с. Значит, 
[image: image100.wmf]ï
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Получаем 
[image: image101.wmf],
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2. Если  а – в + с = 0, или в = а + с, то  
[image: image102.wmf].
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      Доказательство: По теореме Виета  
[image: image103.wmf]ï
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По условию а – в + с = 0, откуда  в = а + с. Таким образом,

      
[image: image104.wmf]ï
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т.е. 
[image: image105.wmf],
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3. Если в уравнении 
[image: image106.wmf],
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      Доказательство: Действительно, приведем это уравнение в виде приведенного

                                    
[image: image110.wmf].
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      Запишем уравнение в виде  
[image: image111.wmf].
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      Уравнение, записанное в таком виде, позволяет сразу получить  корни

                                      
[image: image112.wmf].
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4. Если  а = - с = m·n,  в = m2 – n2 , то корни имеют разные знаки, а именно:   
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   Знаки перед дробями определяются знаком второго коэффициента.

Примеры:

1. 
[image: image114.wmf].

0

5

7

2

2

=

+

-

х

х


  Решение: так как а + в + с = 0 (2 – 7 + 5 =0), то  
[image: image115.wmf].
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                                Ответ: 1; 2,5.

2. 
[image: image116.wmf].
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  Решение: так как 7 – 5 – 2 = 0, то 
[image: image117.wmf].
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                                 Ответ: 
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3. 
[image: image119.wmf].
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  Решение: так как  а – в + с = 0 (5 – 7 + 2 = 0), то 
[image: image120.wmf].
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                                 Ответ: 
[image: image121.wmf].
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  Решение: так как 5 – (-2) + 7 = 0, то 
[image: image123.wmf].
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                                 Ответ: 
[image: image124.wmf].
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5. 
[image: image125.wmf].
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  Решение: здесь  6 = 3·2, 13 = 32 + 22. Корни этого уравнения  
[image: image126.wmf].
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                                 Ответ: 
[image: image127.wmf].
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6. 
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  Решение: здесь  6 = 3·2, но 5 = 32 – 22  и  
[image: image129.wmf].
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                                 Ответ: 
[image: image130.wmf].
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B. Если второй коэффициент  в = 2k – четное число, то формулу корней
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  можно записать    
[image: image132.wmf].
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Пример:
   
[image: image133.wmf].
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  Решение: имеем а = 3, в = - 14, с = 16, k = - 7;
                 D=k2 – ас. D= (-7)2 - 3·16 = 49 – 48 = 1, D>0, два различных корня;
                 
[image: image134.wmf].
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                                 Ответ: 
[image: image135.wmf].
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С. Приведенное уравнение  
[image: image136.wmf]0
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 совпадает с уравнением общего вида, в котором  а = 1, в = p и с = q. Поэтому для приведенного квадратного уравнения формула корней  
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  принимает вид  
[image: image138.wmf],
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 Эту формулу особенно удобно использовать, когда  p – четное число.

Пример:
 
[image: image140.wmf].
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 Решение:  имеем  
[image: image141.wmf].
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[image: image142.wmf].
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                                 Ответ: -1;15.           

VΙΙ. Графическое решение квадратного уравнения.
    Если в уравнении 
[image: image143.wmf]0
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 перенести второй и третий члены в правую часть, то получим  
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    Построим графики зависимостей  
[image: image145.wmf]2
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    График первой зависимости – парабола, 
проходящая через начало координат. График второй зависимости – прямая (рис.1). 
  [image: image147.png]o
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  Возможны следующие случаи:

- прямая и парабола могут пересекаться в двух точках, абсциссы точек пересечения являются корнями квадратного уравнения; - прямая и парабола могут касаться (только одна общая точка ), т.е. уравнение имеет

одно решение;

- прямая и парабола не имеют общих точек, т.е. квадратное уравнение не имеет корней.
    Примеры:
1.Решить графически 

уравнение 
[image: image148.wmf].
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     Решение: см. рис.2.

Запишем уравнение в виде  
[image: image149.wmf].
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Построим параболу 
[image: image150.wmf]2

х

у

=

  и прямую 
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[image: image152.wmf].
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построить по двум точкам М(0;4) и
 N(3;13). Прямая и парабола 
[image: image153.png]



пересекаются в двух точках А и В
 с абсциссами х1 = - 1 и х2 = 4.

            Ответ: -1; 4.
2. Решить графически

[image: image476.emf]Рис.3
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[image: image154.wmf].
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     Решение: см. рис. 3.

      Запишем уравнение 
      в виде  
[image: image155.wmf].
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Построим параболу  
[image: image156.wmf]2
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прямую 
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1

2

-

=

х

у

построим по двум 

точкам  М(0;-1) и N
[image: image159.wmf]÷
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Прямая и парабола пересе-

каются в точке А с абсцис-

сой  х =1.

          Ответ: 1.

3.Решить графически 

уравнение  
[image: image160.wmf].
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   Решение: см. рис. 4.

Запишем уравнение в виде  
[image: image161.wmf].
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Построим параболу 
[image: image162.wmf]2
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 и прямую
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. Прямую 
[image: image164.wmf]5
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 построим по двум точкам М(0;-5)и N(2,5;0). Прямая и парабола не имеют общих точек пересечения,

т.е. данное уравнение не имеет корней. 

       Ответ: нет решений.

VΙΙΙ. Решение квадратных уравнений с помощью циркуля и линейки.
Графический способ решения квадратных уравнений с помощью параболы неудобен. Если строить параболу по точкам, то требуется много времени, и при этом степень точности получаемых результатов невелика.
    Предлагаем следующий способ нахождения корней квадратного уравнения 


[image: image165.wmf]0
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 с помощью циркуля и линейки (рис.5).

    Допустим, что искомая окружность пересекает ось 

[image: image166.jpg]A(0; 1)





абсцисс в точках В(х1;0) и D(х2;0), где х1 и х2 – корни уравнения  
[image: image167.wmf],
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и проходит через точки А(0;1) и С
[image: image168.wmf]÷
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 на оси ординат. Тогда по теореме 

о секущих имеем ОВ·ОD = ОА·ОС, откуда ОС = 
[image: image169.wmf].
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Центр окружности находится в точке пересечения перпендикуляровSF и SK, восстановленных в серединах хорд АС и ВD,поэтому 

[image: image170.wmf].
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Итак:
1) построим точки  S
[image: image171.wmf]÷
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 (центр окружности) и А(0;1);

2) проведем окружность с радиусом SA;

3) абсциссы точек пересечения этой окружности с осью Ох являются корнями исходного квадратного уравнения.

При этом возможны три случая.

 1) Радиус окружности больше ординаты центра  
[image: image172.wmf]ç
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окружность    пересекает ось Ох в двух точках (рис.6,а) В(х1;0) и D(х2;0), где х1 и х2 – корни квадратного уравнения   
[image: image173.wmf],
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2) Радиус окружности равен ординате центра  
[image: image174.wmf]ç
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 окружность касается оси Ох (рис.6,б) в точке В(х1;0), где х1 – корень квадратного уравнения.
3) Радиус окружности меньше ординаты центра 
[image: image175.wmf]ç
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 окружность не имеет общих точек с осью абсцисс (рис.6,в), в этом случае уравнение не имеет решения.
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а) 
[image: image177.wmf].
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 Два решения х1 и х2.
б) 
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 Одно решение х1.

в) 
[image: image179.wmf].
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 Нет решений.

    Примеры:
1. 
[image: image180.wmf].
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[image: image181.jpg]


  Решение: см. рис.7.                                                             
определим координаты  центра окружности по формулам:               

[image: image182.wmf].
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  Проведем окружность радиусаSA, где А (0; 1), S(1; -1).
        Ответ: -1; 3.

2. 
[image: image183.wmf].
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  Решение: см. рис. 8.

определим координаты 

центра окружности по формулам: 

[image: image184.jpg]




[image: image185.wmf].
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Проведем окружность радиусаSA, где А (0;1), S(2,5; 2,5).
      Ответ: 1; 4.

3. 
[image: image186.wmf].
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  Решение: см. рис. 9.

Определим координаты центра окружности по формулам:

[image: image187.wmf].
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Проведем окружность радиусаSA, где А (0; 1), S(-2; 2,5).
       Ответ: -2.

4. 
[image: image188.wmf].
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[image: image189.jpg]


  Решение: см. рис. 10.

Определим координаты центра окружности по формулам:


[image: image190.wmf].

2

1

2

1

3

2

,

1

1

2

2

2

=

×

+

=

+

=

=

×

-

-

=

-

=

а

с

а

у

а

в

х


Проведем окружность радиусаSA, где А(0;1), S(1;2).

         Ответ: нет решений.

ΙX. Решение квадратных уравнений с помощью номограммы.
    Это старый и забытый способ решения квадратных уравнений. ( см. Четырехзначные математические таблицы. В.М. Брадис. с.83. )
    Таблица XXΙΙ. Номограмма для решения уравнения  
[image: image191.wmf].
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Эта номограмма позволяет, не решая квадратного уравнения, по его коэффициентам определить корни уравнения.
    Криволинейная шкала номограммы построена по формулам (см. рис. 11):

[image: image192.jpg]Puc. 11





[image: image193.wmf].
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    Полагая  
[image: image194.wmf]а
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  (все в см.), из подобия треугольников CAH и CDF
получим пропорцию 
[image: image195.wmf],
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откуда после подстановки упрощений вытекает 

уравнение  
[image: image196.wmf],
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причем буква  z означает метку любой точки криволинейной шкалы.

  Примеры:1. 
[image: image197.wmf].
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Решение: для уравнения
[image: image198.wmf].
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номограмма дает корни  z1=8,0 и z2=1,0( рис. 12). [image: image199.jpg]


 Ответ: 1; 8.

2. 
[image: image200.wmf]0
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    Решение: разделим обе части уравнения на 2,получим уравнение 
[image: image201.wmf].
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Номограмма дает корни z1=4 и z2= 0,5.

         Ответ: 0,5; 4.

3. 
[image: image202.wmf]0
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    Решение: для уравнения 
[image: image203.wmf]0
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 номограмма дает положительный корень 

z1=1,0, а отрицательный корень находим, вычитая положительный корень 

из –p, т.е. z2 = -p-1=-5-1=-6,0 ( рис. 13)

[image: image204.jpg]


          Ответ: -6; 1.

4.
[image: image205.wmf]0
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    Решение: для решения уравнения  
[image: image206.wmf]0
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номограмма дает положительный  корень z1= 4,0,отрицательный корень равен z2 = - p - z1 =2 – 4 = -2,0.

           Ответ: -2; 4.

5.  
[image: image207.wmf]0
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    Решение: для уравнения 
[image: image208.wmf]0
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, оба корня которого отрицательные

числа, берем  я1 =-1 и находим по номограмме два положительных корня t1 и t2 уравнения 
[image: image209.wmf],
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 это t1 =1 и t2 =3, а затем  z1 = - t1 = - 1 и z2 = - t2 = - 3. 
[image: image210.jpg]Puc. 14



           Ответ: -3; -1.

Если коэффициенты p и q выходят за пределы шкалы, то выполняют подстановку 
 z = kt  и решают с помощью номограммы уравнение 
[image: image211.wmf]0
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, где k берут 

с таким расчетом, чтобы имели место неравенства 

[image: image212.wmf].
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6. 
[image: image213.wmf]0
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    Решение: для уравнения 
[image: image214.wmf]0
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 коэффициенты p и q выходят за пределы 

шкалы, выполним подстановку  z =5t, получим уравнение 
[image: image215.wmf],
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которое решаем посредством номограммы и получим t1 =0,6 и t2 =4,4, откуда 
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       Ответ: 3; 22.

X. Геометрический способ решения квадратных уравнений.
    В древности, когда геометрия была более развита, чем алгебра, квадратные уравнения решали не алгебраически, а геометрически. Приведем пример из «Алгебры» ал-Хорезми.

   Примеры.  
1. 
[image: image217.wmf]39
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 В оригинале эта задача формулируется следующим образом: «Квадрат и десять корней равны 39» ( рис. 15)

    Решение: Рассмотрим квадрат со стороной х, на его сторонах строятся прямоугольники так, что другая сторона каждого их них равна 
[image: image218.wmf]2
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, а площадь 
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рис. 15.               A                                                                                B
    Площадь S квадрата ABCD можно представить как сумму площадей: первоначального квадрата х2, четырех прямоугольников 
[image: image229.wmf]÷
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 и четырех пристроенных квадратов  
[image: image230.wmf]÷
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, т.е. S = х2 + 10х +25. Заменяя  х2 +10х числом 39, получим , что S = 39 + 25 = 64, откуда следует, что сторона квадрата ABCD, т.е. отрезок AB = 8. Для искомой стороны х первоначального квадрата получим 
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2. А вот, например, как древние греки решали уравнение 
[image: image232.wmf]0
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. Решение представлено на рис. 16, где  
[image: image233.wmf].
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      Решение: Выражения у2 + 6у + 9  и  16 + 9  геометрически представляют собой один и тот же квадрат, а исходное уравнение  у2 + 6у – 16 + 9 – 9 = 0 – одно и то же уравнение. Откуда и получаем, что 
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Рис. 16.
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3. 
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    Решение: преобразуя уравнение, получаем  
[image: image236.wmf].
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На рис. 17 находим «изображения» выражения  у2 – 6у, т.е. из площади квадрата со стороной у два раза вычитается площадь квадрата со стороной, равной 3. Значит, если к выражению у2 – 6у прибавить 9, то получим площадь квадрата со стороной    у – 3. Заменяя выражение у2 – 6у равным ему числом 16, получаем: 
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т.е. 
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рис. 17.

Уравнения, приводимые к квадратным.

1. х -
[image: image239.wmf]х

 -2= 0.

Решение: замена 
[image: image240.wmf]х

=а,

                 а2 - а - 2 =0,

            т.к. 1+(-2)=-1,

             то   а1=-1;                 а2=2.

                
[image: image241.wmf]2
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.

                нет решений.            х=4.   Ответ: 4.

2.х + 
[image: image242.wmf]1
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х

 -3 =0.

Решение: замена 
[image: image243.wmf]1
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х

=в,

                   в2 +в -2=0,

             т.к. 1+1+(-2)=0,

              то в1=1,                   в2=-2.

              
[image: image244.wmf].
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                х-1=1,                  нет решений. 

                 х=2,                                  Ответ: 2.

3.( х2+2х) – (х+1)2 =55.

Решение: т.к. (х+1)2 =х2 +2х +1, то

                замена х2 +2х =с,

                с2 - с -56 =0,

                D= (-1)2 - 4·1·(-56)=225.

                 с =
[image: image245.wmf]2
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,                

                 с1 =-7,                          с2 = 8,

                 х2 +2х =-7,                  х2 +2х =8,

                 х2 +2х +7 =0,              х2 +2х -8=0,

                 D=22-4·1·7=-24,          D=22-4·1·(-8)=36,

                 Нет решений.                 х =
[image: image246.wmf]2
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,

                                                        х1=-4,  х2=2.  Ответ: -4; 2.

4. ( х2+х+1)2 -3х2 -3х -1=0.

Решение: (х2+х+1)2 -3х2 -3х -3+3 -1=0,

                 (х2+х+1)2 -3(х2+х+1) +2 =0,

                  замена х2+х+1=t,

                  t2 - 3t + 2=0,

                  т.к. 1+(-3)+2=0,

                  то t1 = 1,                    t2 = -2,

                  х2 +х +1 =1,              х2 +х +1 =-2,

                  х2 +х =0,                   х2 +х +3=0,

                  х(х +1)=0,                 D=12-4·1·3=-11,

                  х=0 или х+1=0,          нет решений.
                                х = -1.

                                                                    Ответ: -1; 0.

5. 
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Решение: замена 
[image: image248.wmf]=
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+

+

4

4

2

4

х

х

х

m2,

                3m2 +5m -2 =0,

                D=52 -4·3·(-2)=49,

                m =
[image: image250.wmf]6
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                m1 =-2,                          m2 =
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[image: image253.wmf],
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                х2 =-2(х+2),                   3х2 = х+2,

                х2 +2х +4=0,                 3х2 –х -2 =0,

                D=22-4·1·4=-12,            т.к. 3 + (-1) + (-2) =0,

                Нет решений.                      то х1=1, х2 =-
[image: image254.wmf]3
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.

                                                                         Ответ: -
[image: image255.wmf]3
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; 1.

6. (х2 -5х +7)2 –(х-2)(х-3)=1.

Решение: (х2 -5х +7)2 –(х2 -5х +6) -1=0,

                замена х2 -5х +7 =t,

                 t2 – t =0,

                 t·(t -1) =0,

                 t=0                 или     t-1=0,

                                                   t=1,

                 х2-5х+7=0      или     х2-5х+7=1,

                                                  х2-5х+6 =0,

                 D=52-4·1·7=-3,        D=52-4·1·6=1,

                 Нет решений.              х =
[image: image256.wmf]2
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                                                    х1=2, х2 =3.

                                                                         Ответ: 2;3.

7.х2 + 
[image: image257.wmf]2
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 =5+3х.

Решение: х2 + 
[image: image258.wmf]2
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 -5-3х =0,

                 замена х2 -3х -2 =n,
                 n -3 + 
[image: image259.wmf]n
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 =0,

                
[image: image260.wmf]n
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=0,

                n2 -3n +2=0,

                n ≠ 0,

                т.к. 1+ (-3)+2=0,

                то n1 =1,                          n2 =2,

                х2 -3х -2=1,                     х2 -3х -2=2,

                х2 -3х -3=0,                      х2 -3х -4=0,

               D=(-3)2 -4·1·(-3)=21,        D=(-3)2 -4·1·(-4)=25,

                х = 
[image: image261.wmf]2
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;                        х = 
[image: image262.wmf]2
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;

                                                           х1= -1, х2= 4.

                                                                               Ответ: -1; 
[image: image263.wmf];
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8.(х2 - 6х)2 -2·(х -3)2 =81.

Решение: (х2 - 6х)2 -2·(х2 - 6х +9) =81,

                 замена х2 - 6х =z,

                 z2 -2z -99 =0,

                 D = (-2)2 - 4·1·(-99)= 400,

                  z = 
[image: image264.wmf]2
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                  z1 = -9;               z2 = 11.

                  х2  -6х =-9,         х2 -6х =11,

                  х2 -6х +9 =0,      х2 -6х -11 =0,

                  (х -3)2 =0,           D = (-6)2 -4·1·(-11) =80,

                   х – 3 =0,             х = 
[image: image265.wmf]2
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,

                   х = 3,                  х = 3±2
[image: image266.wmf]5
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                                                               Ответ: 3 -2
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Решение: замена 
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=0,

                 b2 -5b +4 =0,

                 b ≠ 0,

                 b2 -5b +4 =0,

                 т.к. 1+(-5)+4=0,

                 то b1 =1,      b2 =4,
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[image: image274.wmf]4
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                 2х+1 =х,       2х+1 =4х,

                 х = -1,             2х =1,

                                           х =0,5.

                                                    Ответ: -1; 0,5.

10. 7
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Решение: замена 
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               т.к. (-2) + 7 +(-5) =0,

               то     
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              D= (-1)2 -4·1·1=-3,    D=(-5)2 -4·2·2=9,

              Нет решений.                  
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                                                                             Ответ: 0,5; 2.
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Решение: 
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                 замена 
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                D=112 - 4·2·2=105,     D=(-5)2 - 4·2·2=9,
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                                                    Ответ: 
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Решение: замена 
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                      т.к. 3+5+(-8)=0, то в1 =-1,  в2 =
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                      D =32 -4·1·12=-39,                  D =(-8)2 -4·1·4=12,

                      Нет решений.                          
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13. х4 – 2х3 – х2 – 2х + 1 =0.

Решение: пусть х2≠0, тогда обе части уравнения разделим на х2.
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                                т.к. 1+2+(-3)=0,то  
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                             D = 12 -4·1·1=-3,      D =(-3)2 - 4·1·1=5,

                             Нет решений.           
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           Нет решений.
  Проверка:

                    х=2;   
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                                  Ответ:  -2; 2.

Теорема Виета и ее применение.

1. Уравнение вида ах2 + вх + с = 0    (1), где  а,в,с  - некоторые числа, причем а ≠ 0, называется квадратным.

   Квадратное уравнение называют также уравнением второй степени.

    Если а=0, то уравнение (1) будет линейным.

    В уравнении (1) а называется Ι коэффициентом, в – ΙΙ коэффициентом, с – свободным членом. Выражения  ax2, bx  и  c называются членами уравнения (1).

    Выражение вида D = в2 – 4ас называется дискриминантом (различителем) квадратного уравнения.

   Напомним, что корнем ( или решением) уравнения с неизвестным х называется число, при подстановке которого в уравнение вместо х получается верное числовое равенство.

   Решить уравнение – значит найти все его корни или показать, что их нет.

    Наличие корней квадратного уравнения (1) зависит от знака дискриминанта D, поэтому решение уравнения следует начинать с вычисления D, чтобы выяснить имеет ли квадратное уравнение (1) корни, и если имеет, то сколько?

    Возможны три случая:

1) Если D>0, то квадратное уравнение (1) имеет два различных действительных корня: 
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 EMBED Equation.3 [image: image437.wmf]=
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 в2 – 4ас.
2) Если D=0, то квадратное уравнение имеет один корень: 
[image: image438.wmf]а
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х
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3) Если D<0, то квадратное уравнение не имеет действительных корней.

2. Встречаются уравнения вида ах2 +вх = 0, ах2 + с = 0 и ах2 = 0, которые называются неполными квадратными уравнениями.

    Если в квадратном уравнении (1) с = 0, то получим ах2 + вх = 0, которое решается разложением левой части на множители: х·(ах + в) =0, откуда 
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    если в = 0, то уравнение (1) примет вид ах2 + с = 0.
    Корни уравнения ах2 + с = 0 существуют, если коэффициенты а и с имеют разные знаки, тогда 
[image: image440.wmf];

2

,

1

а

с

х

-

±

=

в противном случае корней нет. Наконец, если в = 0, с = 0, то уравнение (1) примет вид ах2 = 0, откуда      х = 0 –единственный корень.

3. Пусть дано квадратное уравнение ах2 + вх + с = 0, а≠0.

Если Ι коэффициент а = 1, то полученное квадратное уравнение называется приведенным и записывается в виде x2 + px + q = 0, а корни (если D≥0) находят по формуле 
[image: image441.wmf]q
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, D = p2 – 4q.
    Если в уравнении (1) а≠0, а≠1, то оно называется квадратным уравнением общего вида.

4. Уравнение вида ах4 + вх2 + с = 0 называется биквадратным. Заменой неизвестного х2 = у оно сводится к решению квадратного уравнения.

    Биквадратное уравнение приведенного вида х4 + px2 + q = 0 в случае, когда q>0, можно привести к квадратному, разделив обе части его на х2 и вводя новую переменную 
[image: image442.wmf]у
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    Этот прием особенно удобен, если q является квадратом рационального числа.

5. Теорема Виета (прямая): если х1 и х2 – корни квадратного уравнения   ах2 + вх + с = 0, то 
[image: image443.wmf]а
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Для приведенного уравнения x2 + px + q = 0, х1 + х2 = - p; х1·х2 = q.
    Обратная теорема Виета (для приведенного уравнения) гласит: если числа p, q, х1, х2  таковы, что  х1 + х2 = - p; х1·х2 = q, то х1 и х2 – корни уравнения  x2 + px + q = 0.

   Формулы х1 + х2 = - p; х1·х2 = q называются формулами Виета.

Примеры решения неполных квадратных уравнений.

1. х2 – 10х = 0.                                      2.  3х2 – 12х = 0.                                                                                             
Решение:                                                Решение:

х(х-10)=0, откуда                                  3х(х – 4) = 0,   

х1=0, х2=10.                                           х(х – 4) = 0,

Ответ: 0; 10.                                          х1 = 0,  х2 = 4.

                                                                         Ответ: 0; 4.

    3.  36х2 – 4 = 0.                                       4.  3х2 – 6 = 0.

          Решение:                                                 Решение:

          (6х – 4)(6х + 4) = 0,                                3х2 = 6,

          6х – 4 = 0 или 6х +4 = 0,                         х2 = 2,

          6х =4,              6х = - 4,                             х1,2 = 
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          Решение:                                                 Решение:
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      Решение:                                                 Решение:
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  9. 
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Решение:                                              Решение:

Умножим обе части                          (3х – 8 – 4х + 6)(3х – 8 + 4х – 6)                                                                                       

уравнения на 30:                                 + 25х2 – 4 = 96,

                                                               (- х – 2)(7х – 14) + 25х2 – 4 =96,

     5(5х2 + 9) – 6(4х2 – 9)=90,                   -7х2 – 14х + 14х + 28 + 25х2 – 4 =96,  

25х2 + 45 – 24х2 + 54=90,                    18х2 =96 – 28 + 4,

х2 =90 – 99,                                           18х2 = 72,

х2 = - 9 – нет корней.                            х2 = 4,

Ответ: нет решений.                             х =
[image: image459.wmf]±

2.

                                                                Ответ: -2; 2. 

Применение теоремы Виета.

1. Не решая уравнения  х2 – 5х + 6 = 0, вычислить сумму кубов его корней.

Решение: 

Пусть х1 и х2 – корни данного уравнения, тогда 

х1 + х2 = 5; х1·х2 = 6 и х13 + х23 =(х1 + х2)3 – 3х1х2(х1 + х2) =53 - 3·6·5 =

125 – 90 = 35.

Ответ: 35.

2. Известно, что х1 и х2 – корни уравнения х2 + 3х + m = 0. При каком 

значении m разность корней данного уравнения будет равна 6?

Решение:

По теореме Виета х1 + х2 = - 3, х1·х2 = m.

Пусть х1>х2, тогда, согласно условию, х1 – х2 = 6.

Для нахождения значения  m нам надо найти корни х1 и х2 из системы уравнений
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Складывая, почленно, левые и правые части, имеем
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3. Корни уравнения х2 - bx – b = 0 таковы, что х13 + х23 + х13х23 = 27. 

Найти b.

Решение:

По теореме Виета х1 + х2 = b, х1х2 = - b, тогда 
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4. Пусть х1 и х2 – корни уравнения 2х2 + 5х – 7 = 0. Установить, 

правильной или неправильной дробью является значение дроби
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Решение: упростим данную дробь так:
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Значит, значение дроби есть правильная дробь.

Ответ: правильной.

5. Не решая уравнения 
[image: image465.wmf]0
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, вычислить разность кубов его корней.

Решение: запишем данное уравнение в виде 
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По теореме Виета  
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Пусть для определенности х1>х2, тогда, согласно условию, имеем
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Уравнения, сводящиеся к квадратным.

1. 4х4 – 5х2 + 1 = 0.

Решение: пусть х2 = t, тогда  4t2 – 5t + 1 = 0,

D=25 – 24 = 1>0,  
[image: image469.wmf].
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2. (6х2 – 7х)2 – 2(6х2 – 7х) – 3 = 0.
Решение: пусть 6х2 – 7х = у, тогда данное уравнение примет вид

у2 – 2у – 3 = 0, откуда у1 = 3, у2 = - 1.
Учитывая подстановку, получим 2 квадратных уравнения:
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3. (х + 1)(х + 2)(х + 3)(х + 4) = 1680.
Решение: запишем данное уравнение в виде 

(х + 1)(х + 4)(х + 2)(х +3) = 1680  или 

(х2 + 5х + 4)(х2 + 5х + 6)=1680.
Пусть х2 + 5х + 5 = у, тогда уравнение примет вид

(у – 1)(у + 1)=1680  или  у2 – 1 = 1680, у2 = 1681,

откуда у1,2 = ± 41.
Имеем два квадратных уравнения:

а) х2 + 5х + 5 = 41, х2 + 5х – 36 = 0, откуда х1 = - 9, х2 = 4.

б) х2 + 5х + 5 = - 41, х2 + 5х + 46 = 0, D=25 - 4·46=-159<0 – нет корней.

Итак, исходное уравнение имеет два корня .

Ответ: - 9; 4.   

4. (х + 5)2 – 13(х + 5)2х2 + 36х4 = 0.
Решение: выделим в левой части полный квадрат, для чего прибавим к обеим частям по 25(х + 5)2х2.
Данное уравнение примет вид 

(х + 5)4 + 12(х + 5)2х2 + 36х4 = 25(х + 5)2х2;

((х + 5)2 + 6х2)2 = (5(х + 5)х)2, откуда имеем:

а) (х + 5)2 + 6х2 =5(х + 5)х,

7х2 + 10х + 25 =5х2 + 25х,  2х2 – 15х + 25 = 0,

D=225 – 200 = 25 = 52>0, 
[image: image472.wmf].
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б) 7х2 + 10х + 25 = -5х2 – 25х,  12х2 + 35х + 25 = 0,

D=1225 – 1200 = 25 = 52>0,
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5. 2(х2 – х + 1)2 = х2(8х2 – 5х + 5).
Решение: запишем данное уравнение в виде 

2(х2 – х + 1)2 = 5х2(х2 – х + 1) + 3х4.    (1)
Заметим, что уравнение (1) является однородным относительно х2 – х + 1 и х2 и потому, разделив обе части полученного уравнения на 

х2(х2 – х + 1) ≠ 0, получим 
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6. х4 – 10х3 + 35х2 – 50х + 24 = 0.

Решение: уравнение можно решить, перебирая все делители свободного члена. Однако это уравнение допускает более короткое и изящное решение:

(х2 – 5х)2 + 10(х2 – 5х) + 24 = 0, откуда по обратной теореме Виета получим  х2 – 5х = - 4  или  х2 – 5х = - 6.

Если  х2 – 5х = - 4, то х2 – 5х + 4 = 0, х1 = 1, х2 = 4,

если  х2 – 5х = - 6, то  х2 – 5х + 6 = 0, х1 = 2, х2 = 3.
Ответ: 1 ; 2 ; 3 ; 4 .

Распадающиеся уравнения.

1. (х2 – 5х + 6)(х2 + х – 2) = 0.    (1)
Решение: если число х0 есть корень уравнения (1), то подставляя х0 вместо х в уравнение (1), получим верное числовое равенство

(х02 – 5х0 + 6)(х02 + х – 2)= 0.       (2)

Но произведение двух чисел равно нулю тогда и только тогда, когда хотя бы один из множителей равен нулю. Поэтому из (2) следует, что х0 есть корень хотя бы одного из уравнений

х2 – 5х + 6 = 0  (3) или  х2 + х – 2 = 0  (4).
С другой стороны, любой корень любого из уравнений (3) или (4) есть корень уравнения (1).

Таким образом, множество всех корней уравнения (1) есть объединение множества всех корней уравнения (3) и множества всех корней уравнения (4).

Уравнение (3) имеет корни х1 = 2 и х2 =3, а уравнение (4) – корни х3 = -2  и  х4 =1.
Следовательно, уравнение (1) имеет корни -2; 1; 2; 3 и других корней не имеет.

Ответ: -2; 1; 2; 3.

Говорят, что уравнение распадается на два уравнения, если множество всех его корней есть объединение множества всех корней этих двух уравнений.

2. х3 – 1 = 0.
Решение: это уравнение распадается на два уравнения:

х – 1 = 0  и  х2 + х + 1 = 0,

потому что  х3 – 1 = (х – 1)(х2 + х + 1).

Первое уравнение имеет корень х = 1, второе уравнение не имеет корней.

Следовательно, данное уравнение имеет единственный корень х = 1.
Ответ: 1.

3. х6 – 1 = 0.
Решение:  уравнение распадается на три уравнения:

х – 1 = 0, х + 1 = 0  и  х4 + х2 + 1 = 0,

потому что х6 – 1 = (х2 – 1)(х4 + х2 + 1)=(х -1)(х +1)(х4 + х2 +1).
Первые два уравнения имеют корни х1 = 1 и х2 = - 1, третье же уравнение не имеет корней, т.к. это биквадратное уравнение при замене х2 = у, получаем квадратное уравнение у2 + у + 1 = 0, которое не имеет корней т.к. D= 12 - 4·1·1= - 3 < 0.

Следовательно, данное уравнение имеет два корня.

Ответ: -1 ; 1 .

4. х3 – 2х2 – 3х = 0.
5. Решение: так как  х3 – 2х2 – 3х =х(х2 – 2х – 3),
то данное уравнение распадается на два уравнения 

х = 0  и  х2 – 2х – 3 = 0.
Второе имеет два корня х1,2 = 1 ± 
[image: image475.wmf]3

1

+

 = 1 ±  2,

тогда данное уравнение имеет три корня.

Ответ: - 1; 0; 3. 
Заключение.

    Это – справочное пособие по разделу математики «Квадратные уравнения». Его можно использовать при подготовке к экзаменам, на дополнительных занятиях и при самостоятельном изучении.

    В пособии даются краткие теоретические сведения, решение уравнений. Примеры подобраны с различной степенью трудности: от простых до достаточно сложных и требующих нетрадиционных методов их решения. В принципе  это краткий математический справочник, который поможет ученику самостоятельно и глубоко изучить тему «Квадратные уравнения и способы их решения». 

    Данное пособие может не только помочь пополнить, систематизировать, углубить знания по алгебре, но и способствовать формированию умений применять приемы сравнения, выделения главного, переноса знаний в новую ситуацию; развитию творческих способностей учащихся путем решения заданий более сложного уровня.
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