Занятие по математике «Флексагоны»
«Предмет математики настолько серьёзен,
что полезно не упускать случаев делать его

немного занимательным.»

Блез Паскаль
Тема: «Флексагоны»
Цели:

1. Развитие кругозора учащихся. 

2. Пробуждение интереса к изучению геометрии. 

3. Развитие творческой способности и логического мышления учащихся при выполнении практической работы. 

4. Формирование эстетических навыков при построении моделей флексагонов. 

5. Воспитание привычки к систематическому труду.
Оборудование: 
1) компьютер с установленной программой для просмотра презентаций Microsoft PowerPoint, проектор с экраном, колонки; 
2) бумага, ножницы, клей или скотч;

3) склеенные заранее учителем образцы флексагонов (желательно).
Ход занятия:
1. Организационный момент

- Сегодня на занятии Вы познакомитесь с флексагонами. Узнаете что они собой представляют, попробуете свои силы в их создании. Думаю что они не оставят никого из Вас равнодушными, и время Вы проведёте интересно.
2. Из жизни флексагонов (выступление учителя, сопровождаемое мультимедийной презентацией).
- Сначала я зачитаю вам письмо, опубликованное в «Scientific American».

«Уважаемая редакция! Меня прямо-таки потрясла статья "Флексагоны", опубликованная в декабрьском номере вашего журнала (за 1956 год). Провозившись каких-нибудь шесть или семь часов, я с помощью сотрудников нашей лаборатории в конце концов сумел правильно склеить гексагексафлексагон. С тех пор вся наша лаборатория не перестает удивляться.
    Сейчас мы встали перед проблемой. Как-то утром один из наших сотрудников, занимаясь от нечего делать складыванием гексагексафлексагона, не заметил, как кончик его галстука попал внутрь этой игрушки. При каждом последующем перегибании галстук несчастного все больше и больше втягивался внутрь флексагона. После шестого перегибания исчез сам сотрудник.
    Разумеется, мы тут же начали лихорадочно перегибать флексагон, но так и не обнаружили никаких следов нашего товарища, зато мы нашли шестнадцатую поверхность гексагексафлексагона.
    Возникает вопрос: должна ли вдова исчезнувшего сотрудника получить компенсацию за все время его отсутствия или же мы можем с полным основанием сразу считать его умершим?
Ждем вашего совета. НЕЙЛ АПТЕГРОУВ, Лаборатория Аллена В. Дюмона,
Клифтон, штат Нью-Джерси.» (слайд 2,3)
Затем следует совместная формулировка задач, которые необходимо выполнить к концу данного занятия. (слайд 4)
- Флексагоны - это многоугольники, сложенные из полосок бумаги прямоугольной или более сложной, изогнутой формы, которые обладают удивительным свойством: при перегибании флексагонов их наружные поверхности прячутся внутрь, а ранее скрытые поверхности неожиданно выходят наружу (слайд 5). Их назвали «флексагонами» - из-за их способности складываться (to flex[англ.] - складываться, сгибаться, гнуться). Если бы не одно случайное обстоятельство - различие в формате английских и американских блокнотов, - флексагоны, возможно, не были бы открыты и по сей день и многие выдающиеся математики лишились бы удовольствия изучать их замысловатую структуру.
     Это произошло в конце 1939 года. Как-то раз Артур Х. Стоун, двадцатитрехлетний аспирант из Англии, изучавший математику в Принстоне, обрезал листы американского блокнота, чтобы подогнать их под привычный формат. Желая немного развлечься, Стоун принялся складывать из отрезанных полосок бумаги различные фигуры. Одна из сделанных им фигур оказалась особенно интересной. Перегнув полоску бумаги в трех местах и соединив концы, он получил правильный шестиугольник. Взяв этот шестиугольник за два смежных треугольника, Стоун подогнул противоположный угол вниз так, что его вершина совпала с центром фигуры. При этом Стоун обратил внимание на то, что когда шестиугольник раскрывался словно бутон, видимой становилась совсем другая поверхность. Если бы обе стороны исходного шестиугольника были разного цвета, то после перегибания видимая поверхность изменила бы свою окраску. Так был открыт самый первый флексагон с тремя поверхностями. Поразмыслив над ним ночь, Стоун наутро убедился в правильности своих чисто умозрительных заключений: оказалось, можно построить и более сложный шестиугольник с шестью поверхностями вместо трех. При этом Стоуну удалось найти настолько интересную конфигурацию, что он решил показать свои бумажные модели друзьям по университету (слайд 6). 
     Вскоре "флексагоны" в изобилии стали появляться на столе во время завтраков и обедов, когда вся компания собиралась вместе. Для проникновения в тайны "флексологии" был организован "Флексагонный комитет". Кроме Стоуна, в него вошли аспирант-математик Бриан Таккермен, аспирант-физик Ричард Фейнман и молодой преподаватель математики Джон У. Тьюки (слайд 7).
     Приведу краткий обзор флексагонов низших порядков.

· Унагексафлексагон. Полоску из трех треугольников разглаживают и концы ее соединяют так, чтобы получился лист Мёбиуса с треугольным краем. Поскольку лист Мёбиуса имеет только одну сторону и состоит из шести треугольников, его можно назвать унагексафлексагоном, хотя, разумеется, у него нет шести сторон и он не складывается (слайд 8). 

· Дуогесафлексагон представляет собой просто шестиугольник, вырезанный из бумаги. У него две стороны, но он не складывается (слайд 9). 

· Тригексафлексагон. Существует только одна разновидность этого флексагона, именно она и была уже описана (слайд 10, 11). 

· Тетрагексафлексагон также существует лишь в единственном варианте. Его складывают из пилообразной полоски (слайд 12). 

· Пентагексафлексагон. Единственную разновидность этого флексагона складывают из зигзагообразной полоски (слайд 13). 

· Гексагексафлексагон. Существует три различных типа этих флексагонов, каждый из них обладает неповторимыми свойствами. Дано описание лишь одного типа. Два остальных можно сделать из полосок форма которых показана на рисунке на слайде 14. 

· Гептагексафлексагон. Его складывают из трех полосок бумаги (слайд 15). Первую полоску можно сложить двумя различными способами, поэтому общее число возможных форм гептагексафлексагонов равно 4. Третью форму этих флексагонов конструируют из полоски бумаги, имеющей вид восьмерки с перекрывающими частями (слайд 16). Это первая из фигур, которую Луи Таккерман назвал «флексагонными улицами». Поверхности этой фигуры можно перенумеровать так, что на «пути Таккермана» они будут встречаться «по порядку номеров», как дома на улице. 

     Существует 12 различных типов октагексафлексагонов, 27 типов эннагексафлексагонов и 82 типа декагексафлексагонов. Точное число флексагонов каждого порядка определяется неоднозначно и зависит от того, что следует понимать под «различными» флексагонами. Например, все флексагоны имеют асимметричную структуру и делятся на правые и левые (слайд 17).
     В тесном родстве с флексагонами имеется множество игрушек. Существует множество способов раскраски флексагонов, которые приводят к интересным головоломкам и самым неожиданным зрительным эффектам.
     Так, каждая поверхность гексагексафлексагона может появляться по крайней мере в двух различных видах в зависимости от того, как повернуты относительно друг друга образующие ее треугольники. Например, если каждую поверхность разделить на части так, как показано на рис. 1, и выкрасить области А, В и С в различные цвета, то в центре видимой поверхности могут появиться и области А (именно этот случай и показан на рис. 5), и области В, и области С. На рис. 2 и 3 изображены узоры, которые, будучи нарисованы на одном развороте флексагона, появляются на двух других разворотах, каждый раз принимая иной вид (слайд 18).
     Вращая треугольники, из которых составлен правильный шестиугольник, мы получаем 18 различных разновидностей шестиугольников. Если гексагексафлексагон сделан из прямой полоски бумаги, то три из этих 18 шестиугольников никогда не встретятся нам, как бы мы ни складывали наш флексагон. Поэтому, можно наклеить на каждый разворот гексагексафлексагона части трех различных картинок. Перегибая определенным образом флексагон, мы будем видеть по очереди в центре открывшейся поверхности одну из картинок, а на периферии - фрагменты двух других изображений.
     Можно один из гексагексафлексагонов раскрасить таким образом, чтобы на смежных сторонах треугольников оказались пары человечков. Перегибая флексагон различным образом, можно получить разные варианты расположения человечков, при этом одни варианты появляются чаще, другие - реже. Цель такой игры с флексагоном состоит в том, чтобы "правильно" расположить всех человечков по парам (слайд 19). Ничто не мешает нам играть с самодельными флексагонами!

3. Практическая работа

Ребятам на столы выдаются листы с распечатками заготовок флексагонов различных видов низкого порядка, ножницы, клей или скотч.
1) Затем учитель демонстрирует порядок сгибания  и склеивания флексагонов, а учащиеся повторяют, либо учащиеся самостоятельно в парах или группах по указанным сгибам и стрелкам строят модели флексагонов. Желательно в последнем случае, чтобы готовые модели были у ребят перед глазами для ориентировки.
2) Складывание гексагексафлексагона и его раскраска (в целях экономии времени раскраску можно заменить наклеиванием трёх различных портретов математиков, разрезанных на три части, в этом случае заранее придётся приготовить компьютерные распечатки портретов по количеству учащихся или групп, которыми они будут работать).
4. Рефлексия
- У нас остался неразрешённым последний третий вопрос: «Может ли произойти ситуация, описанная в газете, на самом деле?» Как Вы думаете, ребята? (слайд 20)

- Понравилось Вам сегодняшнее занятие?

- Ваши предложения по ходу его проведения?
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Рекомендации по сборке некоторых флексагонов
     Тригексафлексагон (см. слайд 10) складывают из полоски бумаги, предварительно размеченной на 10 равносторонних треугольников (а). Полоску перегибают по линии ab и переворачивают (б). Перегнув полоску еще раз по линии cd, расположим ее концы так, чтобы предпоследний треугольник оказался наложенным на первый (в). Последний треугольник нужно подогнуть вниз и прикрепить к оборотной стороне первого треугольника (г). Развертку трифлексагона нужно перечертить и вырезать из полоски достаточно плотной бумаги шириной около 3-4 см.
     Чтобы сложить гексагексафлексагон (см. слайд 14), берут полоску бумаги (великолепным материалом для изготовления гексагексафлексагонов может служить лента от кассовых аппаратов), разделенную на 19 равносторонних треугольников.


В треугольники с одной стороны нужно вписать в указанном на первой части рисунка порядке цифры 1,2,3. Девятнадцатый (последний) треугольник остается незаполненным. Треугольники на обратной стороне следует в соответствии со схемой на второй части рисунка пронумеровать цифрами 4,5,6. После этого полоску складывают так, чтобы треугольники на ее обратной стороне, имеющие одинаковые цифры, оказались наложенными друг на друга - 4 на 4, 5 на 5, 6 на 6. В результате у нас получится заготовка гексагексафлексагона, показанная на рисунке:
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Перегнув ее по линиям ab и cd, 
получим шестиугольник. Остается лишь подвернуть вниз торчащий вправо пустой треугольник и приклеить его к пустому треугольнику на нижней стороне полоски.
