
Цель работы: доказательство независимости аксиом в различных аксиоматических системах путем построения контрпримера, в котором не выполнена одна аксиома или одна группа аксиом.
Задачи работы:

1. Исследование аксиоматики объектов работы.

2. Анализ аксиоматики.

3. Выделение аксиомы (или группы аксиом), к которым будет строиться контрпример.

4. Построение контрпримера, в котором не выполнена выбранная аксиома.

5. Доказательство этого факта.

6. Исследование свойств контрпримера.

Объект работы: аксиоматика линейного пространства, евклидовой планиметрии Вейля и Гильберта, натуральных чисел Пеано, метрического пространства, топологического пространства.

Предмет работы: независимость аксиом в приведённых аксиоматических системах.

































































































































Аксиоматика Вейля.

Основные объекты:
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каждым двум точкам А, В сопоставляется вектор 
[image: image3.wmf]В

А

r




[image: image504.wmf]а

r


[image: image4.wmf]В

А

а

r

r

=


3. каждым двум векторам 
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5. каждому вектору 
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6. каждым двум векторам 
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  - их скалярное произведение.
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Аксиомы.

1. Аксиомы откладывания.

1. Для любых 
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M  и N совпадают.
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 (аксиома треугольника).

2. Аксиомы суммы векторов.
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3. Аксиомы умножения вектора на число
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1. Аксиомы размерности

1. Существует базис 
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2. Любой вектор 
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 выражается через векторы базиса:
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3. Существует хотя бы одна  точка.

2. Аксиомы скалярного произведения

1. 
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Контрпример к аксиоматике Вейля.
Несколько слов о евклидовом пространстве.

На основе аксиоматики Вейля мы определили евклидово пространство. Евклидовы пространства распадаются на два класса: собственно евклидовы и псевдоевклидовы. В этих пространствах скалярное произведение может принимать только вещественные численные значения.

Немного теории.

Нам понадобятся некоторые сведения из линейной алгебры. Скалярный квадрат вектора определим с помощью формулы 
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 называются ортогональными, если их скалярное произведение равно нулю: 
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=0. Длиной вектора 
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и обозначать ее будем 
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. Расстоянием между двумя точками А, В назовем длину вектора 
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. Понятие матрицы, определителя, базиса, линейной зависимости мы будем считать известным. Определитель будем обозначать det
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 - определитель матрицы, составленной из значений скалярного произведения векторов α и β в n-мерном базисе.
Введем понятие направляющих векторов. Пусть есть некоторая точка О и  m  линейно независимых векторов 
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. Построим множество всех точек M, для которых вектор 
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 допускает разложение по 
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.  Получим ли мы этим путем  m-мерную плоскость при любом выборе точки О и  m  линейно независимых векторов?  Ответ будет утвердительным.  Вектор 
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 соединяющий любые две точки А,В из построенного нами множества, может быть  записан в виде 
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 и вместе с векторами 
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; то же остается верным для вектора α
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 откладывая этот вектор от произвольной точки С нашего множества,  получаем вектор 
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[image: image76.wmf]m

à

à

à

r

r

r

,...,

,

2

1

, а следовательно  точка принадлежит построенному множеству. Тем самым это множество представляет собой плоскость,  и притом m-мерную, поскольку m  линейно независимых векторов на ней имеются по построению, но все остальные  от них линейно зависимы. 
Векторы 
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 называются направляющими векторами данной плоскости.
Псевдоевклидово пространство.

      Выше  уже упоминалось о собственно евклидовых и псевдоевклидовых пространствах. В собственно евклидовых для любого вектора 
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 может принимать как положительные, так и отрицательные значения. 

Собственно евклидовы пространства по своей геометрии вполне аналогичны обычному пространству, разве отличаются от него только числом измерений: при n =3 мы получаем обычную стереометрию, при n =2 – обычную планиметрию, а при n =1  - геометрию на обычной прямой.


Псевдоевклидовы пространства по характеру своей метрики обладают весьма своеобразными чертами, не имеющими аналогов в обычной геометрии. Хотя подкоренное выражение 
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 в формуле длины вектора и действительное, но может принимать в псевдоевклидовом пространстве и положительные, и отрицательные, и нулевые значения, а значит, длина вектора 
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 может быть и действительной, и чисто мнимой, и нулем. Условимся брать 
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 в первом случае положительной, а  во втором случае – с положительным коэффициентом при i.  Тогда умножение вектора 
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 на положительное число означает умножение 
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 на то же число. Таким образом, отрезки АВ в псевдоевклидовом пространстве будут трех типов: действительной, чисто мнимой и нулевой длины ( причем последний случай, как мы увидим, возможен и без совпадения точек А и В).

При данном числе измерений n собственно евклидово пространство будет единственным, то есть все другие будут с ним изоморфны. Напротив псевдоевклидовых пространств будет целых n, различных по своим свойствам.

Плоскости в n-мерном евклидовом пространстве.


Понятие плоскости мы будем считать известным. На плоскости в n-мерном евклидовом пространстве будет также определено скалярное произведение 
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. Можно ли утверждать, что плоскость будет также являться евклидовым пространством меньшего числа измерений? Однако это не всегда верно. Может случиться и такое, что на данной плоскости найдется вектор 
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0, ортогональный ко всем векторам данной плоскости. Конечно, он не будет ортогонален ко всем векторам пространства. В этом случае метрика на плоскости называется вырожденной, а соответствующая плоскость с такой метрикой называется изотропной.

Конечно, изотропная плоскость не является евклидовым пространством, поскольку метрика последнего не вырождена (это следует из свойств скалярного произведения).

Очевидно, другие свойства скалярного произведения в n-мерном евклидовом пространстве имеют место на любых плоскостях этого пространства.


Как правило, плоскости не бывают изотропными, т. е. являются евклидовыми пространствами соответствующего числа измерений с невырожденной метрикой. А в случае собственно евклидовых пространств изотропных плоскостей вообще нет; их нет также в «обычном» пространстве. Поэтому мы с трудом можем наглядно представить такие плоскости.

Покажем, что в собственно евклидовом пространстве все плоскости неизотропные. Рассмотрим какую-нибудь m-мерную плоскость, на ней, как и во всем пространстве, выполнена аксиома 
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Вектор 
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=0 и который, следовательно, ортогонален к самому себе, называется изотропным вектором. В собственно евклидовых пространствах такие векторы, как мы сейчас доказали, невозможны, зато в псевдоевклидовых пространствах они нам встретятся обязательно.
Пусть m-мерная плоскость задана начальной точкой О и направляющими векторами 
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. Приняв эти векторы за векторы базиса в плоскости, составим их скалярные произведения 
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 (α, β=1, 2, …m). Если det
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0, то плоскость неизотропная и несет на себе евклидову геометрию. Если же det
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=0, то плоскость будет изотропной и несет на себе вырожденную метрику.
Пусть теперь задана прямая линия с направляющим вектором 
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(а1, …, аn)
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(х1, …, хn), ортогональных к данной прямой, т. е. ортогональных ко всем ее векторам. Для этого достаточно, чтобы векторы 
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=0. Откладывая векторы 
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 от начала О, видно, что концы их образуют гиперплоскость, проходящую через начало О. Все векторы этой гиперплоскости ортогональны ко всем векторам данной прямой; такую гиперплоскость мы будем называть ортогональной к данной прямой.
Итак, через любую точку О можно всегда провести гиперплоскость, ортогональную к данной прямой, и притом единственным образом. При этом нужно различать основной случай, когда данная прямая неизотропная  (
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0) и исключительный случай, когда она изотропная (
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=0). Будем для простоты рассматривать прямую и ортогональную к ней гиперплоскость, проходящие через общую точку О.

В первом случае прямая линия не лежит в ортогональной к ней гиперплоскости, что представляется нам вполне разумным и логичным. Действительно, вектор 
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 не может лежать в гиперплоскости, построенной согласно уравнению 
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=0, т. к. он был бы ортогонален самому себе, а это невозможно в силу 
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 будет линейно независимым от n-1 направляющих векторов гиперплоскости 
[image: image123.wmf]1

1

,...,

-

n

b

b

r

r

, а следовательно, все эти векторы в совокупности 
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 можно принять за базисные векторы в пространстве. Далее, гиперплоскость сама будет неизотропной: если допустить противное, то в гиперплоскости найдется вектор 
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 EMBED Equation.3  [image: image127.wmf]¹
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. Но, кроме того, вектор 
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, как лежащий в гиперплоскости, будет ортогонален и к 
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, т. е. ко всем базисным векторам, а, значит, и ко всем векторам пространства. Но это невозможно в силу условия невырожденности скалярного произведения. 
Итак, если данная прямая неизотропная, то ортогональная ей гиперплоскость также неизотропная и не содержит данной прямой (даже при наличии у них общей точки). При этом всегда можно построить базис, один вектор которого принадлежит прямой, а остальные n-1 векторов ему ортогональны и принадлежат гиперплоскости.
Во втором случае, когда данная прямая изотропная, ее направляющий вектор 
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  входит в число векторов 
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, к нему ортогональных (в силу 
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=0),и принадлежит тем самым ортогональной гиперплоскости. Поэтому, если изотропная прямая и ортогональная к ней гиперплоскость проведены через общую точку О, то вместе с направляющим вектором 
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и сама прямая принадлежит гиперплоскости. Кроме того, гиперплоскость также является изотропной, т. к. содержит вектор 
[image: image135.wmf]à
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, ортогональный ко всем ее векторам.
Итак, если данная прямая изотропная, то ортогональная ей гиперплоскость тоже изотропная и при наличии общей точки проходит через данную прямую.

Эта картина резко противоречит нашим привычным представлениям,  основанным на геометрии обычного трехмерного собственно евклидова пространства. Мы получаем здесь первое серьезное предупреждение о том, что надо отбросить все привычные представления при изучении псевдоевклидовой геометрии.

Нетрудно повторить все наши рассуждения и для любой m-мерной плоскости. Пусть 
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  - направляющие векторы этой плоскости. Рассмотрим совокупность всех векторов 
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r

, ортогональных к нашей плоскости, т. е. ортогональных ко всем ее векторам. Для этого достаточно, чтобы векторы  
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 были ортогональны к ее направляющим векторам:
        
[image: image139.wmf]0

1

=

õ

à

r

,     
[image: image140.wmf]0

2

=

õ

à

r

, …,    
[image: image141.wmf]õ

à

m

r

=0.
(1)

Уравнения (1) линейно независимы, т. к. в противном случае была бы линейная зависимость между векторами 
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, а это невозможно, т. к. направляющие вектора всегда берутся линейно независимыми. Откладывая векторы 
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 от начала О, мы видим, что концы их образуют n-m мерную плоскость. 
Каждый вектор этой n-m-мерной плоскости ортогонален к каждому вектору у исходной m-мерной плоскости; такие плоскости мы будем называть ортогональными между собой.
Итак, через любую точку О проходит только одна n-m-мерная плоскость, ортогональная к данной m-мерной плоскости. Будем для простоты считать, что у них точка О – общая.

Здесь есть две возможности. Если m-мерная плоскость – неизотропная, то n-m-мерная плоскость – тоже неизотропная;  между собой эти плоскости не пересекаются, и их направляющие векторы 
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               (для m-мерной плоскости),                 (2)
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              (для n-m-мерной плоскости)

можно принять в совокупности за векторы пространственного базиса.

Если же m-мерная плоскость – изотропная, то n-m-мерная плоскость тоже изотропная; эти плоскости пересекаются между собой, их направляющие векторы (в совокупности) линейно зависимы и, значит, не могут служить векторами пространственного базиса.

Для доказательства этих утверждений разберем две возможности: случай непересечения и случай пересечения этих плоскостей.

В случае непересечения векторы (2) линейно независимы. Если предположить линейную зависимость 
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то из нее вытекает существование не равного нулю вектора
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, общего для обеих плоскостей. Отсюда вытекает существование и общей прямой, а именно проходящей через общую точку О в направлении этого общего вектора, что противоречит непересечению наших плоскостей. Следовательно, векторы (2) линейно независимы, и их можно принять за векторы пространственного базиса. Запишем для этого базиса условие невырожденности:  
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В нашем случае 
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причём векторы  
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 и 
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 ортогональны между собой (как принадлежащие ортогональным плоскостям). Матрица 
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, и условие невырожденности принимает вид det
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 EMBED Equation.3  [image: image162.wmf]¹

0. Тем самым отличен от нуля и каждый из множителей, а значит, согласно условию невырожденности, обе плоскости неизотропные.
В случае пересечения, т. е. в случае существования у наших плоскостей, по крайней мере, одной общей прямой, ее направляющий вектор 
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 также будет для них общим. Поэтому 
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 можно разложить как по 
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, так и по 
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.  Приравнивая эти разложения, получим линейную зависимость между направляющими векторами обеих плоскостей в совокупности. Далее, так как вектор 
[image: image167.wmf]ñ
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 принадлежит m-мерной плоскости, то он ортогонален к n-m-мерной плоскости, и наоборот, так как он принадлежит n-m-мерной плоскости, то ортогонален к m-мерной.
Итак, 
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 принадлежит каждой из двух плоскостей и в то же время к ней ортогонален; отсюда вытекает, что каждая из плоскостей – изотропная.

В итоге получаем, что случай пересечения имеет место, когда исходная плоскость неизотропная, а случай пересечения – когда она изотропная.

Ортонормированный базис.
Среди всех базисов евклидова пространства можно выделить геометрически наиболее простые, так называемые ортонормированные базисы, которые в случае обычного пространства соответствуют прямоугольным декартовым координатам.

Нам понадобится следующая незатейливая лемма: в евклидовом пространстве не могут быть изотропными все векторы, т. е. не может быть, чтобы 
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. Действительно, если это допустить, то, в частности, 
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. Почленно вычитая из первого равенства второе, получим 
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. Оказывается, таким образом, что любой вектор ортогонален ко всем векторам, что противоречит условию невырожденности скалярного произведения.
Построим теперь ортонормированный базис в евклидовом пространстве. Сначала выберем неизотропный вектор 
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, всегда существующий согласно лемме.  Если 
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<0, то знаменатель окажется чисто мнимым, и полученное выражение не имеет смысла, так как умножение вектора на число в действительном пространстве определено лишь для действительных чисел. Поэтому мы пронормируем вектор 
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. Теперь под знаком корня стоит положительная величина. Полученный вектор, как можно непосредственно проверить, обладает свойством  
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=-1. Векторы со скалярным квадратом -1 называются мнимоединичными. Это действительные векторы псевдоевклидова пространства, обладающие мнимой длиной i=
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Построив единичный или мнимоединичный вектор 
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, мы проводим через фиксированную точку О ортогональную к нему гиперплоскость Rn-1. Эта гиперплоскость, как ортогональная к неизотропному вектору, сама будет неизотропной и несет на себе евклидову метрику n-1 измерений. Поэтому на ней можно снова найти единичный или мнимоединичный вектор 
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 и т.д.Очевидно, что нормировка векторов проходит в зависимости от их скалярного квадрата. В результате получаем ортонормированный базис  
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; так будем называть базис, в котором 
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т. е. векторы которого частично единичные, частично мнимоединичные и все ортогональны между собой. Такие векторы мы будем называть ортами. Занумеруем их так, чтобы сначала шли мнимоединичные:
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а затем единичные  
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. Число мнимоединичных векторов может принимать значения 0, 1, 2, …, n.

Скалярное произведение и скалярный квадрат в координатной записи примут вид:
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Покажем теперь, что при любом выборе ортонормированного базиса в данном пространстве число k его мнимоединичных ортов всегда одно и то же. В самом деле, допустим, что мы построили два ортонормированных базиса (О, 
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), причем в первом случае мнимоединичные орты – это первые k векторов, а во втором – первые l векторов.

Допустим, например, что l>k, и покажем, что это приводит нас к противоречию. В самом деле, рассмотрим в совокупности единичные орты 
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 первого базиса и мнимоединичные орты 
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 второго базиса. Так как их число >n,   (n-k)+l>n, то между ними обязательно должна быть линейная зависимость. Ее мы запишем, перенеся в одну сторону члены с мнимоединичными ортами, а в другую – с единичными ортами:        
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 (3). Это равенство возводим почленно в скалярный квадрат. Учитывая, что 
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Ясно, что это равенство может иметь только при 
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(в действительном евклидовом пространстве все рассматриваемые числовые величины должны быть тоже действительными). Но тогда окажется что (3) есть тождество, а не линейная зависимость между векторами. Мы получили искомое противоречие.

Итак, число k мнимоединичных ортов ортонормированного базиса в евклидовом пространстве, как, следовательно, число n-k его единичных ортов, не зависит от выбора этого базиса. Число k, которое представляет собой важную характеристику евклидова пространства, мы будем называть индексом евклидова пространства.

Собственно евклидовы пространства.

Мы определили собственно евклидовы пространства как такие евклидовы пространства, в которых для любого вектора 
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>0 . В этом пространстве нет изотропных плоскостей и векторов, т.к. при этом нарушалось бы вышеупомянутое тождество. Среди векторов базиса не бывает мнимоединичных (в силу того же тождества), и индекс k=0 и все векторы 
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Скалярное произведение и скалярный квадрат принимают вид 
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. Координаты точек и векторов могут принимать всевозможные действительные значения.

В частности, расстояние между двумя точками А, В будет выражаться формулой:              АВ=
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. Расстояние АВ в формуле будет всегда действительным.

Особо рассмотрим случай трехмерного собственно евклидова пространства, n=3. Соответствующие формулы:


[image: image218.wmf]3

3

2

2

1

1

y

x

y

x

y

x

y

x

+

+

=

r

r

,


[image: image219.wmf]2

3

2

2

2

1

2

x

x

x

x

+

+

=

r

,

АВ=
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Эти формулы уже повторяют формулы векторной алгебры обычного пространства. В связи с этим можно обнаружить изоморфизм этих пространств. Происходит отображение точек первого пространства с координатами x1, x2, x3  в ортонормированной координатной системе в точки второго пространства с теми же координатами в прямоугольной декартовой системе. Все свойства точек и векторов при этом сохраняются (это следует из определения изоморфизма). Все метрические свойства также сохраняются.

Вернемся к n-мерному случаю. Для собственно евклидова пространства индекс k=0, Верно и обратное: евклидово пространство индекса k=0 будет собственно евклидовым. Действительно, k=0 означает, что все векторы ортонормированного базиса – единичные и, значит имеют место формулы скалярного произведения, скалярного квадрата и квадрата единичного вектора. Но   
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, а значит для любого вектора 
[image: image222.wmf]x

r


[image: image223.wmf]0

¹
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>0 (так как в этом случае среди координат x1, x2, …, xn хоть одна не равна нулю). Нетрудно обнаружить изоморфизм любых двух собственно евклидовых пространств данного числа измерений n, пользуясь аналогиями с отображением трехмерного собственно евклидова пространства на обычное пространство.
Двумерное псевдоевклидово пространство.
Вообще в двумерном псевдоевклидовом пространстве (n=2) индекс k может принимать значения 0, 1, 2.

Случай k=0 приводит к двумерной собственно евклидовой геометрии.

Случай k=2 отличается от предыдущего лишь формально. В этом случае оба вектора ортонормированного репера мнимоединичные и соответственно:
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Таким образом,  скалярные квадраты и скалярные произведения отличаются лишь знаком от скалярных произведений и квадратов на обычной плоскости, а значит все расстояния будут отличаться от обычных лишь на множитель i=
[image: image226.wmf]1

-

. Теперь расстоянием мы называем выражение вида АВ=i
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. Таким образом, существенных различий при индексе k=2  с собственно евклидовой геометрией нет.
В дальнейшем будем считать, что если в ортонормированном базисе скалярный квадрат вектора имеет вид   
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, то такая геометрия отличается от собственно евклидовой лишь формально. В дальнейшем этот случай будет исключаться из рассмотрения.

Если же индекс k=1, то этот случай будет для нас по-настоящему интересен. Соответствующее двумерное псевдоевклидово пространство будем называть псевдоевклидовой полскостью.
Пусть единичный орт обозначается 
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, а мнимоединичный орт - 
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2=1                          
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2= -1.

Соответственно координаты вектора 
[image: image233.wmf]x
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  будут обозначаться х0 , х1.

По своим метрическим свойствам псевдоевклидова плоскость резко расходится с обычной плоскостью. Поэтому чертежам, которыми мы будем пользоваться нужно доверять лишь в небольшой степени. Может быть так, что ортогональные «в оригинале» векторы на чертеже не будут ортогональны или равные отрезки на чертеже не будут равны. Чертеж – это просто условное изображение псевдоевклидовой плоскости и ничего более.

Орты    
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 и    
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 ортонормированного базиса псевдоевклидовой плоскости мы изобразим в виде ортов на обычной плоскости; начало О – в виде абсолютно такого же начала. Каждую точку М псевдоевклидовой плоскости изобразим в виде точки с теми же координатами, что и у точки М. Вектор 
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  должен разлагаться по ортам с теми же коэффициентами, что и «в оригинале». 

Мы предполагаем также, что ортонормированный базис на чертеже может быть и не ортонормированным; это неверно лишь для базиса, положенного в основу чертежа, который в дальнейшем менять не будем. 

Эти же замечания сохраняются и для изображения трехмерного псевдоевклидова пространства в обычном трехмерном пространстве.





   













Рассмотрим псевдоевклидову плоскость, отнесенную к ортонормированному базису с векторами: мнимоединичным  
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 и единичным 
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.
 Скалярное произведение запишем так:
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 (4). В частности 
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  (5).

 Рассмотрим теперь некоторые основные конструкции псевдоевклидовой плоскости. Для простоты будем откладывать все векторы от точки О (но помним, что О - в принципе любая точка плоскости). Найдем прежде всего изотропные векторы 
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. Полагая 
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=0, получим согласно (5):
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. Откладывая всевозможные изотропные векторы 
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 от начала О, получаем, что концы их располагаются по двум прямым.

Итак, через каждую точку О псевдоевклидовой плоскости проходят две изотропные прямые (которые испытывают параллельный перенос при переносе точки О в любое новое положение). Неизотропные векторы, откладываемые от начала О, попадают в одну из пар вертикальных углов, образованных изотропными прямыми. Здесь угол – это область на плоскости, образованная двумя лучами.

Рассмотрим сначала векторы, лежащие в паре вертикальных углов с ортом 
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. Для этих векторов (можно проверить по чертежу) 
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, а значит, согласно (5): 
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>0. Таким образом в первой паре вертикальных углов расположились векторы действительной длины.

А векторы, лежащие во второй паре вертикальных углов, характеризуются свойством 
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, а значит, 
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<0, и эти векторы обладают мнимой длиной.
Окончательная картинка такова:  векторы действительной длины, отложенные из начала О, располагаются в первой паре вертикальных углов, векторы мнимой длины – во второй паре вертикальных углов и, наконец, изотропной векторы – по сторонам этих углов.


Рассмотрим теперь ортогональные векторы псевдоевклидовой плоскости. 


Пусть M(x0, x1), N(y0, y1) – произвольные точки на псевдоевклидовой плоскости. Их радиус-векторы 
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 имеют те же координаты, что и сами точки,   а условие ортогональности этих векторов имеет вид 
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, т.е. согласно (4) 
[image: image254.wmf]1

1

0

0

y

x

y

x

+

-

=0, откуда 
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. Это значит, что на чертеже наши векторы имеют взаимно обратные угловые коэффициенты и расположены симметрично. Но с точки зрения «оригинала» это, конечно, не имеет никакого смысла. 

Из полученного результата ясно, что вопреки обычному поведению ортогональных прямых вращение одной из них вызывает встречное вращение другой, причем, когда одна приходит в совпадение с изотропной прямой, другая совпадает с ней же. Это неудивительно, если принять во внимание, что изотропная прямая как направленная по изотропному вектору, ортогональна к самой себе.  



































Будем откладывать от начала О отрезки данной постоянной длины  ρ
во всех направлениях, в которых это возможно сделать. Другими словами, мы описываем окружность данного радиуса  ρ с центром О. Эту окружность образуют концы этих отрезков. При этом радиус ρ может быть как действительным, так и чисто мнимым. Запишем условие того, что вектор 
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r

 имеет длину  ρ: 
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= ρ2, или в координатной записи: -
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x

2 + х12= ρ2. (6)

Если откладывать переменный вектор 
[image: image259.wmf]x
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 постоянной длины ρ от начала О, то его конец опишет окружность радиуса ρ с центром О, причем  -
[image: image260.wmf]0
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2 + х12= ρ2 будет уравнением этой окружности. 


Разберем теперь отдельно три случая. Пусть а  обозначает какое-либо положительное число. Положим  ρ=а ( радиус окружности действительный). Уравнение (6) даст -
[image: image261.wmf]0
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2 + х12= а2.. Таким образом, изображением  окружности 
с центром О и  действительным радиусом  а  служит на плоскости чертежа равнобочная гипербола с центром О и действительной осью ОХ1. 

Рассмотрим теперь случай ρ=аi (радиус окружности мнимый).  Тогда уравнение (6) даст -
[image: image262.wmf]0

x

2 + х12= - а2. А в этом случае изображением окружности служит равнобочная гипербола с центром О и действительной осью ОХ0.

Итак, в псевдоевклидовой плоскости окружности ( при ρ≠0) принадлежат к числу гипербол, а не эллипсов, как в собственно евклидовой плоскости.


Наконец, в случае ρ=0  мы возвращаемся к стандартному уравнению изотропной прямой, и окружность нулевого радиуса сводится к паре изотропных прямых.

Трехмерное псевдоевклидово пространство индекса 1.


После евклидовых пространств индекса k=0, т.е. собственно евклидовых, наибольший интерес представляет евклидово пространство индекса k=1. Псевдоевклидова плоскость – это двумерный случай такого пространства. Рассмотрим теперь трехмерный случай. Здесь индекс k принимает значение 0,1,2,3.


При k=0  получаем собственно евклидово (обычное) пространство, и при k=3 фактически снова его же. Действительно, все орты будут вместо единичных мнимо единичными,  и скалярный квадрат будет иметь вид  
[image: image263.wmf]2
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=-x12- x22 –x32, что означает лишь формальную разницу, сводящуюся к изменению знака у скалярного произведения. Точно такая же формальная разница будет между случаем  k=1 
[image: image264.wmf]2
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= - х02+ х12+ х12 и случаем k=2 
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= х02-х12 – х22. Поэтому действительное трехмерное евклидово пространство имеет смысл рассматривать лишь в случаях k=0  (собственно евклидово пространство) и k=1 (псевдоевклидово пространство).

Выберем какой -нибудь ортонормированный базис. Так как индекс пространства равен 1, то один орт будет мнимоединичным -  его мы  обозначим 
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0, а два других – единичными: 
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2. Итак, 
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02 = - 1, 
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12=
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22=1, кроме того, 
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j=0 (i ≠j). Скалярное произведение и скалярный квадрат выразятся формулами 
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 = - x0y0 + x1y1+ x2y2, 
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2= - х02+ х12 + х22. 

Выясним некоторые основные свойства нашего пространства. Прежде всего,  рассмотрим всевозможные изотропные векторы 
[image: image276.wmf]2
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, причем для наглядности будем откладывать их от начала О. Тогда концы векторов 
[image: image277.wmf]2

x

r

 будут иметь те же координаты xl, что и сами векторы, а так как векторы изотропные, то 
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=0, а следовательно, - х02+ х12 + х22=0. Как и в случае псевдоевклидовой плоскости, мы будем пользоваться изображением нашего пространства в обычном пространстве, а именно, орты 
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2 данного базиса изобразим обыкновенными ортами, а все остальные точки  М изобразим такими точками обычного пространства, чтобы 
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 в изображении разлагался по 
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2 всегда с теми же коэффициентами, как и в оригинале. 
Мы видим, что в изображении концы изотропных векторов располагаются на конусе 2-го порядка. Конус 2-го порядка, на котором располагаются концы всевозможных изотропных векторов, отложенных из данной точки О, называется изотропным конусом. В изображении изотропный  конус выглядит как прямой круглый конус с осью ОХ0 и с углом  45 градусов между осью и образующей. Очевидно, при переходе в другую точку О* изотропный конус переносится параллельным переносом на вектор 
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.
Будем откладывать теперь от начала О всевозможные векторы  
[image: image287.wmf]x

r

 мнимой длины. Для этих векторов 
[image: image288.wmf]2
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<0, а значит, координаты их концов удовлетворяют условию - х02+ х12 + х22 <0, т.е.  
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. Концы этих векторов расположены, очевидно, внутри изотропного конуса,  так как в изображении их расстояния от оси конуса меньше расстояний  от плоскости ОХ1Х2. Напротив, концы векторов 
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 действительной длины (
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>0) удовлетворяют условию - х02+ х12 + х22>0, т. е. 
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, и располагаются  вне изотропного конуса. Аналогичная картина повторяется и при откладывании векторов 
[image: image295.wmf]x
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 от любой точки пространства О*.
Таким образом, ясно, что прямые, исходящие из данной точки, распадаются на три класса: прямые, расположенные внутри изотропного конуса (длины мнимые), вне изотропного конуса (длины действительные) и по самому конусу (длины нулевые). Эта картина повторяется в псевдоевклидовом пространстве любого числа измерений. В двумерном случае роль изотропного конуса играет пара изотропных прямых.




















Рассмотрим теперь двумерные плоскости трехмерного псевдоевклидова пространства,  причем для простоты будем проводить их тоже через начало О. Здесь возможны три случая.
1. Плоскость проходит, не считая точки О, целиком вне изотропного конуса. Тогда все ее векторы 
[image: image296.wmf]x
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 (не считая вектора 
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=0) обладают положительным скалярным квадратом 
[image: image298.wmf]2
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>0, так что плоскость обладает собственно евклидовой геометрией (т. е. на ней имеет место обычная планиметрия). Примером такой плоскости может служить координатная плоскость Х1ОХ2. Обратно, всякая собственно евклидова плоскость, проходящая через О, может быть координатной плоскостью Х1ОХ2 при подходящем выборе ортов (
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1, 
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2 строим в плоскости, 
[image: image301.wmf]å
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0 – ортогонально к ней).
2. Плоскость касается изотропного конуса по одной образующей. Заметим прежде всего, что касание плоскости с изотропным конусом по его образующей равносильно тому, что плоскость проходит через начало О и ортогональна к этой образующей. В самом деле, пусть 
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 - радиус-вектор какой-либо (отличной от О) точки на образующей. Тогда, как видно из уравнения изотропного конуса, уравнение плоскости, касательной к нему, в этой точке (а, следовательно, и вдоль всей образующей) будет:  -x0u0+x1u1+x2u2=0  (7). Это уравнение можно переписать в виде 
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, где 
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 - радиус-вектор любой точки нашей плоскости. Таким образом, (7) равносильно тому, что радиус-вектор любой точки плоскости ортогонален к 
[image: image305.wmf]u
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, т.е. что плоскость проходит через О и ортогональна к образующей. Этим наше утверждение доказано. Теперь ясно, что плоскость, касающаяся изотропного конуса по образующей, будет изотропной (так как она содержит вектор 
[image: image306.wmf]u
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, ортогональный ко всем ее векторам). Обратно, всякая изотропная плоскость, проходящая через О, будет касаться изотропного конуса по некоторой образующей. В самом деле, прямая, ортогональная к изотропной плоскости, сама будет изотропной и, следовательно, если ее провести через  начало О, является образующей изотропного конуса. Таким образом, наша изотропная плоскость проходит через О и ортогональна к одной из образующих изотропного конуса, а это, как мы только что видели, равносильно касанию с изотропным конусом вдоль этой образующей.

3. Плоскость пересекается с изотропным конусом по двум образующим. Тем самым случай касания с конусом устранен, а значит, плоскость неизотропная и несет на себе евклидову метрику. Индекс этой метрики не может быть равен 0 или 2 (собственно евклидов и сводящийся к нему случай), т. к. в этих случаях на плоскости нет изотропных прямых, в то время как наша плоскость их содержит (а именно, две образующие, по которым она пересекается с изотропным конусом, и, конечно, все параллельные им прямые). Остается случай k=1, т.е. наша плоскость псевдоевклидова. Примером такой плоскости может служить, очевидно, координатная плоскость X0OX1. Обратно, всякая псевдоевклидова плоскость, проходящая через О, может быть принята за плоскость Х0ОХ1 при подходящем выборе ортов (
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0

,

å

å

r

r

 - на плоскости, 
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 - ортогонально к ней).
Заметим, что в случае n-мерного псевдоевклидова пространства индекса k=1 все наши рассуждения (проведенные для случая n=3) повторяются дословно; только вместо изотропного конуса нужно рассматривать изотропный гиперконус 
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, а вместо плоскостей – гиперплоскости.

Рассмотрим теперь картину взаимно ортогональных направлений в нашем пространстве. Здесь будет более наглядным рассматривать не взаимно ортогональные прямые, а взаимно ортогональные прямую и плоскость (проходящие для простоты через начало О). Пусть прямая задана направляющим вектором 
[image: image310.wmf]u

r

. Тогда радиус-векторы 
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 точек плоскости удовлетворяют условию     
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 EMBED Equation.3  [image: image313.wmf]õ

r

=0, т. е. плоскость опеделяется уравнением 
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. С точки зрения изображения эта плоскость ортогональна к вектору 
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, который представляет собой зеркальное отражение вектора 
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 относительно плоскости Х1ОХ2. Можно сказать и так, что, проводя плоскость, ортогональную к данной прямой с точки зрения изображения, и беря ее зеркальное отражение относительно плоскости Х1ОХ2 (тоже с точки зрения изображения), получаем плоскость, ортогональную к данной прямой с точки зрения псевдоевклидовой геометрии. Очевидно, что, когда данная прямая вращается в направлении к изотропному конусу, ортогональная плоскость вращается ей навстречу, причем, когда прямая занимает положение образующей, ортогональная плоскость становится касательной к конусу вдоль этой образующей.
Рассмотрим еще изображения сфер нашего псевдоевклидова пространства, для простоты, с центром в О. Снова (как и для окружностей) рассмотрим случаи действительного, мнимого и нулевого радиуса.

Вообще уравнение сферы с центром в О, т. е. уравнение геометрического места точек с постоянным расстоянием ρ от О, записывается в виде 
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. Если ρ=а (радиус действительный), то получаем 
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, т.е. в нашем изображении сфера действительного радиуса выглядит как однополостный гиперболоид вращения с осью вращения ОХ0.

Если ρ=аi (радиус чисто мнимый), то имеем 
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, и сфера чисто мнимого радиуса выглядит в изображении как двуполостный гиперболоид вращения с осью вращения ОХ0.
В обоих случаях асимптотическим конусом гиперболоидов служит изотропный конус.

Если же ρ=0, то уравнение сферы совпадает с уравнением изотропного конуса, так что сферой нулевого радиуса является изотропный конус, что ясно, конечно, и из его определения.

n-мерное псевдоевклидово пространство индекса 1

Мы уже упоминали, что в n-мерном случае псевдоевклидово пространство индекса 1 будет в основном схоже с трехмерным случаем. Действительно, мнимоединичный орт 
[image: image321.wmf]å

r

0 остается по-прежнему единственным, увеличивается число лишь единичных ортов: вместо 
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1, 
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2 мы будем иметь 
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2, …, 
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n-1. Скалярный квадрат вектора будет теперь выражаться формулой 
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 вместо частного случая этой формулы 
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2= - х02+ х12 + х22. Нетрудно повторить все построения и выводы предыдущего параграфа для n-мерного случая. Так, изотропный гиперконус определяется уравнением 
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=0, его внутренняя область определяется условием 
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<0, а внешняя – условием 
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>0. Наименование «внешняя» и «внутренняя» можно оправдать без апелляции к наглядности тем, что внутренняя область всегда содержит вместе с двумя какими-нибудь точками А, В и соединяющий их отрезок; внешняя область таким свойством не обладает.
Рассмотрим для примера четырехмерный случай, когда ортонормированный базис имеет орты 
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02=-1, 
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3=1, и скалярный квадрат вектора имеет вид 
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. Трехмерная гиперплоскость R3, построенная на единичных ортах 
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1, 
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2, 
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3 и проходящая через начало О, имеет уравнение х0=0. Положение точки на гиперплоскости R3  определяется, очевидно, тремя координатами х1, х2, х3, причем формула скалярного квадрата принимает вид  
[image: image344.wmf]2
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=х12+х22+х32. Ясно, что R3 несет на себе трехмерную собственно евклидову геометрию. Этим же свойством обладают и любые трехмерные плоскости, проходящие через вершину изотропного гиперконуса и лежащие в остальном вне его.
В заключение докажем две теоремы об изотропном гиперконусе.

Теорема: если гиперплоскость ортогональна к образующей изотропного гиперконуса, то она является касательной к нему и изотропной.

Доказательство: докажем, что эта гиперплоскость изотропная. Т.к. образующая является изотропной прямой, то и ортогональная ей гиперплоскость является изотропной (по теореме об ортогональной прямой и плоскости). Пусть образующая и гиперплоскость имеют общую точку О. Тогда гиперплоскость проходит через эту образующую и точку О (по теореме об ортогональной прямой и плоскости). А это значит, что плоскость касается гиперконуса по образующей, т. е. является касательной, что и требовалось доказать.

Теорема: если изотропная гиперплоскость является касательной к изотропному гиперконусу, то она ортогональна к его образующей.

Доказательство: прежде всего воспользуемся теоремой об ортогональной прямой и гиперплоскости. Заметим также, что образующая гиперконуса – изотропная прямая. Т.к. гиперплоскость является касательной к изотропному гиперконусу, то она содержит образующую и точку О (общую). Из теоремы следует, что изотропная гиперплоскость, ортогональная к изотропной прямой, содержит эту прямую в себе при наличии общей точки. Значит, наша гиперплоскость ортогональна к образующей гиперконуса. 
Аксиоматика евклидовой планиметрии Гильберта.
Основные объекты – это точки, прямые, плоскости. Множество всех точек, прямых, плоскостей называется пространством. Эти объекты находятся между собой в отношениях, обозначаемых словами «лежат», «между», «конгруэнтны».


Все аксиомы разделены на 5 групп:

1. аксиомы связи (8 аксиом)

2. аксиомы порядка (4 аксиомы)

3. аксиомы конгруэнтности (5 аксиом)

4. аксиомы непрерывности (3 аксиомы)

5. аксиома параллельности (1 аксиома)

Аксиомы связи.

1. Каковы бы ни были две точки А, В, существует прямая а, проходящая через каждую из точек А, В.

2. Каковы бы ни были две различные точки А, В, существует не более одной прямой , проходящей через каждую точку А, В.

3. На каждой прямой лежат по крайней мере две точки. Существуют по крайней мере три точки, не лежащие на одной прямой.

4. Каковы бы ни были три точки А, В, С, не лежащие на одной прямой, существует плоскость 
[image: image345.wmf]a

, проходящая через каждую из трёх точек А, В, С. На каждой плоскости лежит хотя бы одна точка.

5. Каковы бы ни были три точки А, В, С, не лежащие на одной прямой, существует не более одной плоскости, проходящей через каждую из трёх точек А, В, С.

6. Если две точки А, В прямой а лежат на плоскости 
[image: image346.wmf]a

, то каждая точка прямой а лежит на плоскости 
[image: image347.wmf]a

.

7. Если две плоскости 
[image: image348.wmf]b
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,

 имеют общую точку А, то они имеют ещё по крайней мере одну общую точку В.

8. Существуют по крайней мере четыре точки, не лежащие в одной плоскости.

Аксиомы порядка.

1. Если точка В лежит между точкой А и точкой С, то А, В, С – различные точки одной прямой и В лежит также между С и А.

2. Каковы бы ни были точки А и С, существует по крайней мере одна точка В на прямой АС такая, что С лежит между А и В.

3. Среди любых трёх точек прямой существует не более одной точки, лежащей между двумя другими.

4. (аксиома Паша) Пусть А, В, С – три точки, не лежащие на одной прямой, и а – некоторая прямая в плоскости АВС, не содержащая ни одной из точек А, В, С. Тогда, если прямая а проходит через точку отрезка АВ, то она проходит также либо через точку отрезка АС, либо через точку отрезка ВС.

Аксиомы конгруэнтности.

1. Если А, В – две точки на прямой а и А’ – точка на прямой а  или на другой прямой а’, то всегда можно найти по данную от точки А’ сторону прямой а’ одну и только одну такую точку В’, что АВ= А’ В’. Для каждого отрезка АВ: АВ=ВА.

2. Если А’ В’=АВ и А”В”=АВ, то также А’ В’= и А”В”.

3. Пусть АВ и ВС – два отрезка на прямой а, не имеющие общих внутренних точек, и пусть, далее,  А’ В’ и В’С’ – два отрезка на той же или на другой прямой а’, тоже не имеющие общих точек. Если при этом АВ=А’ В’ и ВС= В’С’, то АС=А’С’.

4. Пусть даны 
[image: image349.wmf]Ð

 hk на плоскости 
[image: image350.wmf]a

, прямая а’ на этой же или на какой-нибудь другой плоскости 
[image: image351.wmf]'
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 и задана определённая сторона плоскости 
[image: image352.wmf]'

a

, относительно прямой  а’.

Пусть h’ – луч прямой а’, исходящий из точки О’. Тогда на плоскости 
[image: image353.wmf]'
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 существует один и только один луч k’ такой, что 
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hk=
[image: image355.wmf]Ð

 h’ k’  и при этом все внутренние точки 
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 h’ k’  лежат по заданную сторону от а’. Каждый угол равен самому себе: 
[image: image357.wmf]Ð

hk=
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hk и 
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hk=
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kh.

5. Пусть А, В, С – три точки, не лежащие на одной прямой и А’, В’, С’ – тоже три точки, не лежащие на одной прямой. Если при этом АВ= А’ В’, АС= А’С’ и 
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ВАС=
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В’A’C’, то 
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АВС=
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A’B’C’ и 
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АСВ=
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 А’ С’В’.

Аксиомы непрерывности.

3. (аксиома Архимеда) Пусть АВ и CD – произвольные отрезки. Тогда на прямой АВ существует конечное число точек А1, А2, …Аn, расположенных так, что точка А1 лежит между А и А2, точка А2 лежит между А1 и А3 и т. д. , причём отрезки АА1, А1А2 …Аn-1An конгруэнтны отрезку CD и В лежит между А и Аn.

4. (аксиома Кантора) Пусть на любой прямой а дана бесконечная последовательность отрезков А1В1, А2В2, …, из которых каждый последующий лежит внутри предыдущего, пусть далее, каким бы ни был заранее данный отрезок, найдётся номер n, для которого АnBn меньше этого отрезка. Тогда существует на прямой а точка Х, лежащая внутри отрезков А1В1, А2В2 и т. д.

5. (аксиома полноты) Если систему точек, прямых и плоскостей пополнить такими же точками, прямыми и плоскостями, то в пополненной системе также будут выполняться все группы аксиом 1-5.

Аксиома параллельности.

4. Пусть а – произвольная прямая и А – точка, лежащая вне прямой а; тогда в плоскости, определённой точкой А и прямой а, можно провести не более одной прямой, проходящей через А и не пересекающей а.

Контрпример к аксиоматике евклидовой планиметрии Гильберта.

Аксиоматика натуральных чисел Пеано.

Натуральными числами называются элементы  всякого непустого множества  N, где существует отношение  «следует за» (число, следующее за  а  обозначим  через  а*), удовлетворяющее аксиомам:

1. Существует число 1, не следующее ни за каким числом.

2.  Для любого а существует следующее за ним число а*, и притом только одно, т.е. из  а=в вытекает  а*=в*.
3. Любое число следует не более чем за одним число, т.е. равенство  а*=в*  влечет  а=в. 

4.  (Аксиома индукции). Пусть некоторое множество М натуральных чисел обладает свойствами:

                          а. 1 принадлежит М

                          б. Если а принадлежит М, то а*=а+1  также принадлежит М.

Тогда  М  содержит все натуральные числа, т.е. множество М совпадает со множеством натуральных чисел.

5. (Аксиома Архимеда). Для любых  а, в, принадлежащих  N,  существует c,  принадлежащее N, такое, что вс>a.

Натуральный ряд – это последовательность целых  положительных чисел, расположенных в порядке их возрастания.

Контрпример к аксиоматике натуральных чисел Пеано.

Неиндуктивные числовые системы.
Ассоциируем множество точек на направленной прямой со множеством натуральных чисел. С помощью этой самой прямой построим графическое изображение индуктивных и неиндуктивных числовых систем:

Индуктивные системы



Неиндуктивные системы

1  2  3  4  5  …  n   n+1                                     1  2  3  4  5  6  …  n  










   










Либо:










         1  2  3  4  5  …  n  n+1





     …  n+3  n+2
Аксиоматика линейного пространства.

Непустое множество  L элементов x, y, z … называется линейным или векторным, или аффинным  пространством, если оно подчинено следующим условиям:

· для 
[image: image367.wmf]"

x, y
[image: image368.wmf]Î

L существует z
[image: image369.wmf]Î

L, называемое их суммой и обозначаемое x+y.

· для  
[image: image370.wmf]"
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 и 
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x
[image: image373.wmf]Î

L существует 
[image: image374.wmf]a

x
[image: image375.wmf]Î

L – произведение элемента x на число 
[image: image376.wmf]a

.

Элементы L называются векторами.

Сложение векторов можно записать в виде отображения:

L2
[image: image377.wmf]a

L.

Умножение вектора на число можно записать в виде отображения:

R
[image: image378.wmf]´

L
[image: image379.wmf]a

L или C
[image: image380.wmf]´

L
[image: image381.wmf]a

L.

В зависимости от 
[image: image382.wmf]a

, различают действительные или комплексные линейные пространства. Можно также рассматривать линейные пространства над произвольным полем алгебраических чисел – тогда 
[image: image383.wmf]a

 будет алгебраическим числом из этого поля. Можно также вообще рассматривать линейное пространство над любым алгебраическим полем – тогда α будут являться элементами, принадлежащими этому полю. Последнее, впрочем, нам не понадобится.
Аксиомы сложения:

2. x+y=y+x.

3. x+(y+z)=(x+y)+z.

4. x+0=x (существование нуля).

5. x+(-x)=0 (существование противоположного элемента).

Аксиомы умножения вектора на число:

1. 
[image: image384.wmf]x
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2. 1
[image: image385.wmf]´
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3. (
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4. 
[image: image387.wmf]a

(x+y)= 
[image: image388.wmf]a

x+
[image: image389.wmf]a

y.

Аксиома размерности:

Существует n линейно независимых векторов, но всякие n+1 векторы линейно зависимы.

Некоторые свойства линейных пространств.

Единственность нулевого элемента: если 01 и 02 – два нулевых элемента, то 01+02=01, 01+02=02+01=02, откуда 01=02.

Единственность противоположного элемента: если (-а1) и (-а2) – два противоположных элемента для а, то (-а1)+(а+(-а2))= (-а1)+0=(-а1), ((-а1)+а)+(-а2)=0+(-а2)= (-а2), откуда (-а1)= (-а2).
Из аксиом выводится существование и единственность разности a-b, т. е. такого элемента, который удовлетворяет уравнению b+x=a.(1)  

Действительно, можно положить a-b=a+(-b), т.к. b+(a+(-b))=(b+(-b))+a=0+a=a. Если же существует еще такой элемент с, удовлетворяющий уравнению (1), т.е. b+c=a, то, прибавляя к обеим частям этого равенства элемент –b, получаем, что с=a+(-b).
1. α
[image: image390.wmf]0

´

=0
Действительно,  для некоторого а из L αа=α(а+0)= αа+ α
[image: image391.wmf]0

´

, т.е. α
[image: image392.wmf]0

´

=αа-αа= αа+(-αа)=0.
2. 
[image: image393.wmf]0

0

=

´

à

, где слева стоит число 0, а справа – нулевой элемент из L. Для доказательства возьмем любое число 
[image: image394.wmf]a

. Тогда 
[image: image395.wmf]a

а=(
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+0)а=
[image: image397.wmf]a

а+0
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, т.е. 0
[image: image400.wmf]´
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=
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а-
[image: image403.wmf]a

а=0.
3. Если 
[image: image404.wmf]a

а=0, то или 
[image: image405.wmf]a

=0 или а=0. Действительно, если 
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¹

a

, т.е. число 
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-1 существует, то а=1а=(
[image: image408.wmf]a

-1
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)а=
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-1(
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а)=
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-1
[image: image413.wmf]´

0=0.

4. α(-а)=- αа. В самом деле, αа+α(-а)= α(а+(-а))= α
[image: image414.wmf]´

0=0, т.е. элемент α(-а) противоположен элементу αа.

5. (-α)а=-αа. Действительно, αа=(-α)а=(α+(-α))а=0а=0, т.е. элемент (-α)а противоположен элементу αа.
6. α(а-в)= αа-αв. Действительно, по (4) α(а-в)= α(а+(-в))= αа+α(-в)= αа+(-αв)= αа-αв.

7. (α-β)а= αа- βа. В самом деле, (α-β)а=( α+(- β))а= αа+(- βа)= αа- βа.
Примером линейного пространства является множество отрезков-векторов на плоскости или в трехмерном пространстве; множество векторов-строк, составленных из действительных чисел. Все эти пространства имеют конечное число измерений.

Изоморфизм линейных пространств.
Два действительных линейных пространства L и L’ являются изоморфными, если между их векторами установлено взаимно однозначное соответствие – всякому вектору а из L сопоставлен вектор а’ из L’, образ вектора а, причем различные векторы из L обладают различными образами и всякий вектор из L’ служит образом некоторого вектора из L, - и если при этом соответствии образом суммы двух векторов служит сумма образов этих векторов,  (a+b)’=a’+b’, а образом произведения вектора на вектора на число служит произведение образа этого вектора на то же число, (αа)’=αa’.
Отметим, что взаимно однозначное соответствие между пространствами L и L’, удовлетворяющее перечисленным условиям называется изоморфным соответствием.
В частности, образом нуля пространства L при изоморфном соответствии между пространствами L и L’ служит нуль пространства L’.

Пусть а – вектор из L, a’ – его образ в L’. Тогда a’=(а+0)’= a’+0’,  т.е. 0’ будет нулем пространства L’.
Конечномерные пространства и базы.

Вектор β называется линейной комбинацией векторов 
[image: image415.wmf]s
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, если существуют такие числа l1, l2, …,ls, что β=
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 . Система векторов 
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 называется линейно зависимой, если хотя бы один из этих векторов является линейной комбинацией других, и линейно независимой – если это не выполнено.
Другая форма этого же определения: система векторов линейно независима, если существуют такие числа k1, k2, …, kr, хотя бы одно из которых отлично от нуля, что имеет место равенство 
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Линейное пространство L называется конечномерным, если в нем можно найти конечную максимальную систему линейно независимых векторов. Всякая такая система называется базой пространства L.

Все базы конечномерного линейного пространства L состоят из одного т того же числа векторов. Если это число равно n, то L будет называться n-мерным линейным пространством, а число n – размерностью этого пространства. Всякая линейно независимая система векторов n-мерного линейного пространства содержится в некоторой базе этого пространства. 


Если линейные пространства L и L’ изоморфны, то система векторов 
[image: image419.wmf]s
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 из L тогда и только тогда линейно зависима, если линейно зависима система их образов 
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 в L’. 

Заметим, что если соответствие 
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 (для всех а из L) является изоморфным соответствием между L и L’, то и обратное соответствие 
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 также будет изоморфным. Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда линейно зависима система
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. Пусть существуют такие числа l1, l2, …,ls, не все равные нулю, что 
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=0. Образом правой части этого равенства при рассматриваемом изоморфизме служит, как мы знаем, нуль 0’ пространства L’. Беря образ левой части и применяя несколько раз правила изоморфизма, получаем 
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также оказалась линейно зависимой.
Контрпример к аксиоматике линейного пространства.

Бесконечномерное линейное пространство. Выше все пространства были конечномерными, т.е. максимальное число линейно независимых векторов у них было конечным. Теперь мы будем рассматривать пространства бесконечного числа измерений, т.е. такие, в которых число n может принимать сколь угодно большие значения.

Рассмотрим всевозможные последовательности действительных чисел; они имеют вид а=(α1, α2, …, αn,…). Операции над последовательностями будем проводить покомпонентно: если а=(α1, α2, …, αn,…) и в=(β1, β2, …, βn,…), то а+в=( α1+ β1, α2+ β2, …, αn+ βn,…); с другой стороны для любого действительного 
[image: image427.wmf]g

а=(
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α1, 
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α2, …, 
[image: image430.wmf]g

αn,…). Все аксиомы линейного пространства выполняются, так что мы получили новое линейное пространство. Однако в нем уже не будет максимального числа линейно независимых векторов.  Например, в нем возможна такая бесконечная система векторов: е1=(1, 0, 0, …), е2=(0, 1, 0, 0, …), е3=(0, 0, 1, 0, 0, …) и т.д. Такую систему векторов назовем единичной.
Аксиоматика метрического пространства.


Метрическим пространством называется пара (X,
[image: image431.wmf]r

), состоящая из некоторого множества X элементов и расстояния, т.е. функции  
[image: image432.wmf]r

(x,y), удовлетворяющим следующим 6 аксиомам и определенной для 
[image: image433.wmf]"

x, y 
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X:

1. 
[image: image435.wmf]r

(x,y) однозначна, т. е. каждому x и y  сопоставляется единственное значение 
[image: image436.wmf]r

(x,y).

2. 
[image: image437.wmf]r

(x,y)
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0.

3. 
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(x,y)
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R.

4. 
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(x, y)=0 тогда и только тогда, когда x=y.

5. 
[image: image442.wmf]r

(x, y)= 
[image: image443.wmf]r

(y, x) (аксиома симметрии).

6. 
[image: image444.wmf]r

(x, z)
[image: image445.wmf]£
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(x, y)+
[image: image447.wmf]r

(y, z) (аксиома треугольника).

Само метрическое пространство можно обозначить R=(X, 
[image: image448.wmf]r

).

Контрпример к аксиоматике метрического пространства.

Аксиоматика топологического  пространства

Топологическое пространство – множество Х между точками и подмножествами которого  определяется предельное отношение или отношение близости 
[image: image449.wmf]d

, удовлетворяющее следующим аксиомам:

1. Никакая точка не близка к пустому множеству.

2. х
[image: image450.wmf]d

{x} для всех х 
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Х.
[image: image452.wmf]
3. Если х
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А и А
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В
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Х, то х
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В.

4. Если х
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(А
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В), то х
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А или х
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В.

5. Если y
[image: image461.wmf]d

А для всех y
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В и х
[image: image463.wmf]d

В, то х
[image: image464.wmf]d

А.

Аксиомы счётности:

1 аксиома: система окрестностей каждой точки топологического пространства Х обладает счетной базой.

2 аксиома: система открытых множеств в Х обладает счетной базой.

Любое метрическое пространство удовлетворяет 1-ой аксиоме счетности, а если оно сепарабельно, то и 2-ой аксиоме счетности. Пространство со 2-ой аксиомой счетности удовлетворяет и 1-ой аксиоме.

Аксиомы отделимости:

Т0 – одна из двух точек имеет окрестность, не содержащую другую точку. Пространства, удовлетворяющие Т0 называются пространствами Колмогорова.

Т1  - для любых двух точек  существует окрестность каждой из них, не содержащая другой точки. Пространства, удовлетворяющие Т1, называются достижимыми пространствами.
Т2 – для любых двух точек существуют непересекающиеся окрестности. Пространства, удовлетворяющие Т2, называются отделимыми или хаусдорфовыми пространствами. 

Т3 – для любого замкнутого множества и не содержащейся в нем точки существуют их непересекающиеся окрестности. Пространства, удовлетворяющие Т1+Т3 , называются регулярными пространствами.

Т
[image: image465.wmf]2
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 - для любого замкнутого множества и точки вне его существует непрерывная числовая функция, равная 0 на множестве  и 1 в точке.  Пространство, удовлетворяющее Т1 + Т
[image: image466.wmf]2

1

3

,  называется вполне регулярным или  тихоновским пространством.

Т4 – для любых двух замкнутых непересекающихся множеств существуют их непересекающиеся окрестности. Пространство, удовлетворяющее Т4+Т1 называются нормальным пространством.

Аксиомы замыкания:

Точка прикосновения – точка множества Х в топологическом пространстве Т – такая, что всякая ее окрестность имеет непустое пересечение с Х. Совокупность  точек прикосновения образует замыкание множества  Х, это пересечение всех замкнутых множеств, содержащих Х. Обозначение [X] или  Cl Х.

1. [X]
[image: image467.wmf]È

[Y]=[X
[image: image468.wmf]È

Y]

2. [X]
[image: image469.wmf]É

X

3. [(]=(
4. [[X]]=[X]

5. [T]=T;  X
[image: image470.wmf]Ì

Y 
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[X]
[image: image472.wmf]Ì

[Y]

Замыкание определяет в Т топологическую структуру, в которой замкнутыми множествами считаются такие, что [X]=X.

Аксиомы взятия внутренности.
Внутренняя точка – точка х множества Х, рассматриваемого как топологическое пространство, имеющая открытую окрестность, содержащуюся в Х. Совокупность внутренних точек образует внутренность множества Х; это – объединение всех открытых множеств, содержащихся в Х. Обозначение 
[image: image473.wmf]Õ

 или Int X.

На множествах пространства Т внутренность удовлетворяет следующим аксиомам:

1. 
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Внутренность определяет в Т топологическую структуру, в которой открытыми множествами считаются такие, что 
[image: image479.wmf]X

X

=

; эта операция двойственна операции замыкания.
Познакомимся теперь с еще некоторыми свойствами топологических пространств. Дадим сначала несколько определений.

Окрестностью точки называется любой интервал, содержащий эту точку.

Предельной точкой множества называется такая точка х, что lim xn  n
[image: image480.wmf]®

∞=x, для некоторой последовательности точек xn. Замкнутым множеством называется множество, содержащее все свои предельные точки. Открытым множеством называется множество, не содержащее предельных точек дополнительного к нему множества. Любые точки открытого множества являются внутренними.
Любое топологическое пространство может быть определено заданием своих открытых множеств. Тогда открытыми называются множества, задающие в Т топологию τ, т.е. входящие в систему τ. Дополнительные к ним множества называются замкнутыми. Если же топологию τ в пространстве задают замкнутые множества, то открытые определяются как дополнительные к ним. Все происходит с точностью до наоборот!

Топология τ1 называется сильной, если τ1
[image: image481.wmf]Ì

τ2, где τ2 – некоторая топология. Топология τ1 называется слабой, если τ1
[image: image482.wmf]É

τ2, где τ2 – также некоторая топология.
Взаимно однозначное и взаимно непрерывное отображение двух топологических пространств называется гомеоморфизмом. Отображение f: X
[image: image483.wmf]®

 Y пространства X в пространство Y называется непрерывным в точке х(Х,  если для всякой окрестности Оу точки у=f(x) найдется такая окрестность Ох, что f(Ox) 
[image: image484.wmf]Ì

Oy. Отображение f: X
[image: image485.wmf]®

 Y называется непрерывным, если оно непрерывно в каждой точке х(Х. Можно назвать и другие условия непрерывности отображения: 
· Отображение двух топологических пространств является непрерывным, если оно переводит замкнутые множества в замкнутые.

· Отображение называется непрерывным, если оно переводит открытые множества в открытые.

Непустая система открытых подмножеств В топологического пространства Т называется базой, если любое открытое множество из Т можно представить в виде суммы элементов системы В. Пространство может иметь несколько баз, наибольшая из которых – система всех открытых множеств. Минимум мощностей всех баз называется весом топологического пространства.

Топологическое пространство Т называется сепарабельным, если оно содержит счетное всюду плотное множество, т.е. такое множество Х, что [X]=T. Пространство со счетной базой сепарабельно, обратное неверно: существуют такие сепарабельные пространства, которые не обладают счетной базой. Более того, можно найти такие сепарабельные пространства, что они не будут удовлетворять 2-ой аксиоме счетности.

Пространство Т называется метризуемым, если топология на нем задается с помощью некоторой метрики по правилу: точка принадлежит замыканию множества, когда лежит на нулевом расстоянии от этого множества. Любое нормальное и даже любое регулярное пространство со счетной базой метризуемо.

Если на некотором пространстве определена метрика, то на нем естественным образом определяется топология. Известно, что метрика задает на множестве Х расстояние между его элементами. Пусть имеется множество Х и на нем определена метрика  
[image: image486.wmf]r

(x,y) со всеми своими обычными свойствами. Точка тогда принадлежит множеству Х, когда она лежит на нулевом расстоянии от этого множества Х. Точка х является предельной точкой для некоторой сходящейся к ней последовательности точек xn, если расстояние от х до членов xn стремится к нулю. Сейчас мы определили понятие предельной точки множества. Теперь можно пойти двумя путями: ввести понятие замкнутого множества или охарактеризовать отношение между предельной точкой и сходящейся к ней последовательностью, заключающееся в стремлении расстояния к нулю, как предельное отношение. Мы пойдем первым путем. Воспользуемся теоретико-множественным определением: множество замкнуто, если оно содержит все свои предельные точки. Топологию в Х определим через замкнутые множества (как об этом говорилось в начале параграфа). Тогда открытыми будут дополнительные к замкнутым множества. Значит, для замкнутых множеств выполняется естественное равенство [X]=X. Все! Топология на множестве Х определена! Таким образом, мы показали, что метрическое пространство является топологическим.

Контрпример к аксиоматике топологического пространства.
Таким примером будет являться сепарабельное пространство (произвольное), поскольку в нем, как уже говорилось, не всегда выполнена 2-ая аксиома счетности.

Гильбертово пространство. Абстрактно его можно определить так: это произвольное бесконечномерное векторное пространство (действительное или комплексное), в котором задано скалярное произведение и которое является полным относительно нормы, порждаемой этим скалярным произведением. В комплексном случае под скалярным произведением подразумевают функцию (x, y), определенную для любой пары x, y элементов из гильбертова пространства H (так в дальнейшем его будем обозначать). Эта функция обладает следующими свойствами:

1. (x, x)
[image: image487.wmf]³

0 и (x, x)=0 в том и только в том случае, если x=0;

2. (x+y, z)=(x, z)+(y, z);

3. (λx, y)=λ(x, y) для любого комплексного числа λ;

4. (x, y)=
[image: image488.wmf])
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Норма элемента  определяется равенством 
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Важный случай гильбертова пространства – это пространство l2. Векторами в таком пространстве являются бесконечные числовые последовательности вида х=(х1, х2, …). Сумму двух векторов x+y и вектор λx, где λ – некоторое действительное число, определяют покомпонентно: x+y=(x1+y1, x2+y2, …), λx=(λx1, λx2, …). Для любых векторов 
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 формула (x, y)=x1y1+x2y2+… определяет их скалярное произведение, а под длиной (нормой) вектора x понимается неотрицательное число 
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. Скалярное произведение всегда конечно и удовлетворяет неравенству 
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. Последовательность векторов xk называется сходящейся к вектору х, если 
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. Пространство l2 полно: всякая фундаментальная последовательность элементов этого пространства (т.е. последовательность xn, удовлетворяющая условию 
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) имеет предел, принадлежащий l2. Это пространство также является бесконечномерным, в нем существуют линейно независимые системы, содержащие бесконечное число векторов. К примеру, такой системой является  е1=(1, 0, 0, …), е2=(0, 1, 0, 0, …), …
При этом  для любого вектора x из l2 существует однозначное разложение x=x1e1+x2e2 +… по системе {en}.
В
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