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Введение

     Основная задача обучения математики в школе заключается в обеспечении прочного и сознательного овладения учащимися системой математических знаний и умений, необходимых в повседневной жизни и трудовой деятельности каждому члену современного общества, достаточных для изучения дисциплины и продолжения образования. 

      Продолженное обучение наряду с решением основной задачи предусматривает выявление и развитие математических способностей, ориентацию на профессии, подготовку к обучению в ВУЗе. 

      Изучив задания из сборника экзаменационных заданий, пробных экзаменационных заданий различных ВУЗов, мы пришли к выводу, что для успешного их решения нужны не только базовые знания формул и стандартных алгоритмов. 

      В связи с этим перед нами встала проблема: при помощи дополнительной литературы выявить имеющиеся методы решения систем линейных уравнений, не рассматривающиеся или рассматривающиеся достаточно бегло в школьном курсе математики, затем помочь широкой массе школьников и будущих выпускников освоить найденные методы. Предложить хорошую возможность достойно подготовиться к вступительным экзаменам и дальнейшему обучению в ВУЗах. 

      В данной исследовательской работе будут рассмотрены способы решения систем линейного уравнения с помощью средств высшей математики.

      Целью данной работы является изучение различных приемов решения систем линейных уравнений с помощью средств высшей математики. 

      К числу основных задач, решавшихся в ходе исследования:

          1. знакомство с методом Гаусса, методом обратных матриц и с формулами                                                                 

             Крамера;

          2. классификация заданий и составление задачника с каждым типом                              

             заданий и приемом решения.

      Методы исследования, применяемые нами:

           
[image: image1.wmf]·

 поисково-исследовательский;

           
[image: image2.wmf]·

 аналитический.

Глава 1
[image: image3.wmf]
Системы линейных уравнений

1.1 Основные понятия и определения
[image: image4.wmf]
Система m линейных уравнений с n переменными имеет вид:
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где aij, bi(i = 1,2,…,m; j = 1,2,…,n) – произвольные числа, называемые соответственно коэффициентами при переменных и свободными членами уравнений.


В более краткой записи с помощью знаков суммирования систему можно записать в виде: 
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Решением системы (1.1) называется такая совокупность n чисел (x1 = k1,  x2 = k2,…, xn = kn), при подстановке которых каждое уравнение системы обращается в верное равенство.


Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение, и несовместной, если она не имеет решений.


Совместная система уравнений называется определенной, если она имеет единственное решение, и неопределенной, если она имеет более одного решения. Например, система уравнений 
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 – совместная и определенная, так как имеет единственное решение (10;0); система 
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  – несовместная; а система уравнений 
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 – совместная и неопределенная, так как имеет более одного, а точнее бесконечное множество решений (x1 = c, x2 = 20-c, где с – любое число).


Две системы уравнений называются равносильными, или эквивалентными, если они имеют одно и то же множество решений. С помощью элементарных преобразований системы уравнений получается система (1.1), равносильная данной. 

 
Запишем систему (1.1) в матричной форме. Обозначим: 
A =
[image: image10.wmf]÷
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где A – матрица коэффициентов при переменных, или матрица системы, X – матрица – столбец переменных; B – матрица – столбец свободных членов.

Так как число столбцов матрицы Anxn равно числу строк матрицы Xnx1, то их произведение

AX=
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есть матрица – столбец. Элементами полученной матрицы являются левые части системы (1.1). На основании определения равенства матриц систему (1.1) можно записать в виде:

                        AX=B                                                     (1.3)

1.2 Определители второго и третьего порядка

Определители второго порядка и их свойства.

Определителем второго порядка называется число

∆=
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Приведем основные свойства определителей второго порядка.

1. Величина определителя не изменится, если его строки поменять местами соответственными столбцами. 

2. При перестановке двух строк (столбцов) абсолютная величина определителя сохранится, а знак изменится на противоположный.

3. Если определитель содержит две одинаковые строки (два одинаковых столбца), то его величина равна нулю.

4. Общий множитель всех элементов строки (столбца) можно вынести за знак определителя.

5. Если все элементы какой – либо строки (столбца) определителя равны нулю, то величина определителя равна нулю.

6. Если к элементам какой – либо строки (столбца) определителя прибавить соответственные элементы другой строки (столбца), умноженные на одно то же число, то величина определителя не изменится.

Пример 1.  Вычислить определитель ∆=
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Решение. По формуле (1) находим 

∆=
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Пример 2. Вычислить определитель ∆=
[image: image21.wmf]32
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Решение. Вынесем за знак определителя общие элементов 1-й и 2-й строк, т.е. числа 125 и 4:

∆=125∙4 
[image: image22.wmf]8

1

4

1

-

.

Вынося за знак определителя общий множитель элементов 2-ого столбца, равный 4, получим 

∆=125∙4∙4 
[image: image23.wmf]2
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Определители третьего порядка и их свойства.

Определителем третьего порядка называется число 

∆=
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 EMBED Equation.3  [image: image26.wmf]3
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[image: image31.wmf]Свойства определителей третьего порядка аналогичны свойствам определителей второго порядка. 

Пример 1. Вычислить определитель 

∆=
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Решение. По формуле (1) находим

∆=
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Пример 2. Вычислить определитель 

∆=
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Решение. Вынося за знак определителя общие множители элементов 1, 2 и 3-й строк, получим 

∆=3∙6∙2∙
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 EMBED Equation.3  [image: image42.wmf]÷
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Пример 3. Вычислить определитель

∆=
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Решение. Вынесем общий множитель элементов 2-й строки за знак определителя:

∆=7
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Вычтем из элементов 3-й строки соответственные элементы 1-й строки:

∆=7
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Так как определитель с двумя равными строками равен нулю, то ∆=7∙0=0.

Глава 2

Методы решения систем линейных уравнений

1.1 Метод обратной матрицы

Пусть число уравнений системы (1.1) равно числу переменных, т. е. m = n. Тогда матрица системы является квадратной, а её определитель Δ = |A| называется определителем системы. 

Рассмотрим решение системы двух уравнений с двумя переменными: 
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в которой хотя бы один из коэффициентов при переменных отличен от нуля.


Для решения этой системы исключим переменную x2, умножив первое уравнение на a22
[image: image47.wmf], второе – на (-a12) и сложив их. Затем исключим переменную x1, умножив первое уравнение на (-a21) , второе – на a11 и также сложив их. В результате получим систему:
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Выражение в скобках есть определитель системы

∆=a
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Обозначив
∆
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система (1.5) имеет вид:
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 EMBED Equation.3  [image: image67.wmf]                                                        (1.6)


Из полученной системы следует, что если определитель системы Δ
[image: image68.wmf]¹

0, то система (1.4) имеет единственное решение, определяемое по формулам:

x1=
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Если Δ=0, а Δ 
[image: image72.wmf]¹

0 (или Δ
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0), то система (1.4) несовместная, так как в этом случае приводится к виду: 
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Если Δ=Δ1=Δ2=0, то система (1.4) неопределенная имеет бесконечное множество решений, так как в этом случае приводится к виду: 
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Для получения решения системы (1.1) при m=n в общем виде предположим, что квадратная матрица системы A
[image: image76.wmf]n

n

´

 невырожденная, т.е. её определитель |A|
[image: image77.wmf]¹

0. В этом случае существует обратная матрица A-1. 


Умножая слева обе части матричного равенства (1.3) на матрицу A-1, получим A-1(AX)= A-1B. Так как A-1(AX)=(A-1A)X=EX=X, то решением системы методом обратной матрицы будет матрица – столбец

                                         X=A-1B.                                                                (1.7)

Пример 1. решить систему уравнений


[image: image78.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

+

+

=

+

-

8

2

,

11

2

,

3

3

2

1

3

2

1

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Решение.

А=
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Тогда в матричной форме данная система имеет вид: AX=B.Найдем определитель 
[image: image82.wmf]A

=5. Так как 
[image: image83.wmf]A

=
[image: image84.wmf]¹

0, то матрица А невырожденная, и существует обратная матрица А невырожденная, и существует обратная матрица А
[image: image85.wmf]1
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 находим по алгоритму, приведенному в 1.5. получим:
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т.е. решение системы (4;2;1).

1.2 Решение систем линейных уравнений по формулам Крамера


Теорема Крамера. ПустьΔ – определитель матрицы системы A, аΔj – 
[image: image97.wmf]определитель матрицы, получаемой из матрицы A заменой j-го столбца столбцом свободных членов. Тогда, если Δ
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0, то система имеет единственное решение, определяемое по формулам:
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Формулы (1.8) получили название формул Крамера. 
Обратная матрица A
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 – матрица, присоединенная  к матрице A. Так как элементы матрицы 
[image: image104.wmf]~

A

 есть алгебраические дополнения элементов матрицы A΄, транспортированной к A, то запишем равенство (1.7) в развернутой форме:
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Учитывая, что |A| = Δ, получим после умножения матрицы
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, откуда следует, что для любого j(j=1,2,…,n)

x
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На основании свойства 9 определителей b1A1
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 -определитель матрицы, полученной из матрицы A заменой j –го столбца (j =1,2,…,n) столбцом свободных членов. Следовательно, x
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Заметим, что фактически формулы Крамера были получены нами в частном случае при решении системы (1.4) n=2 уравнение с двумя переменными. 

Пример 1. Решить систему уравнений
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Найдем определитель системы 
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то по теореме Крамера система имеет единственное решение. 

Вычислим определители матриц 
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, полученных из матрицы А, заменой соответственно первого, второго и третьего столбцов столбцом свободных членов:
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Теперь по формулам Крамера (1.8)
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т. е. решение системы (4; 2; 1).

1.3 Метод Гаусса


Рассмотрим решение системы (1.1) m линейных уравнений с n в общем виде. 

Метод Гаусса – метод последовательного исключения переменных – заключается в том, что с помощью элементарных преобразований система уравнений приводится к равносильной системе ступенчатого (или треугольного) вида, из которой последовательно, начиная с последних (по номеру) переменных, находится все остальные переменные. 


Предположим, что в системе (1.1) коэффициент при переменной x1 в первом уравнении a11
[image: image139.wmf]¹

0 (если это не так, то перестановкой уравнений местами добьёмся того, что a11=0). 


Шаг один. Умножая первое уравнение на подходящие числа (а именно на –a21/a11,-a31/a11,…,-am1/a11) и прибавляя полученные уравнения соответственно ко второму, третьему, …, m – му уравнению системы (1.1), исключим переменную x
[image: image140.wmf]1

 из всех последующих уравнений начиная со второго. Получим
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где буквами в верхним индексом (1) обозначены новые коэффициенты, полученные после первого шага. 


Шаг два. Предположим, что a
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0 (если это не так, то соответствующей перестановкой уравнений или переменных изменением их номеров добьёмся того, чтобы a
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Умножая второе уравнение на подходящие числа (-a
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) и прибавляя полученные уравнения соответственно к третьему, четвертому, …, m – му уравнению системы, исключим переменную x2 из всех последующих уравнений, начиная с третьего.


Продолжая процесс последовательного исключения переменных, после (r – 1) – го шага получим систему
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(1.10)


Число нуль в последних m-r уравнениях означает, что их левые части имеют вид 0·x1+0·x2+…+0·xn . Если хотя бы одно из чисел b
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 EMBED Equation.3  [image: image155.wmf]не равно нулю, то соответствующее равенство противоречиво, и система (1.1) несовместна.


Таким образом,  для любой совместной системы числа b
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 в системе (1.10) равны нулю. В этом случае последние m-r уравнений в системе (1.10) являются тождествами и их можно не принимать во внимание при решении системы (1.1). Очевидно, что после отбрасывания «лишних» уравнений возможны два случая: а) число уравнений системы (1.10) равно числу переменных, т.е. r =n (в этом случае система (1.20) имеет треугольный вид); б) r< n (в этом случае система(1.10) имеет ступенчатый вид).


Переход системы (1.1) к равносильной ей системе (1.10) называется прямым ходом метода Гаусса, а нахождение переменных из системы (1.10)- обратным ходом.

Преобразования Гаусса удобно проводить, осуществляя преобразования не с самими уравнениями, а с матрицей их коэффициентов. Рассмотрим матрицу 
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называемую расширенной матрицей системы (1.1), ибо в нее, кроме матрицы системы А, дополнительно включен столбец свободных членов.

Пример 1. Решить систему уравнений:
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Р е ш е н и е. Расширенная матрица системы имеет вид:
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Шаг 1. Так как a
[image: image161.wmf]¹
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0, то умножая вторую, третью и четвертую строки матрицы на числа (-2), (-3), (-2) и прибавляя полученные соответственно ко второй, третьей, четвертой строкам, исключим переменную x1 из всех строк, начиная со второй. Заметив, что в новой матрице а
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=0, поменяем местами вторую и третью строки:
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Шаг 2. Так как теперь а
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0, то умножая вторую строку на (-7/4) и прибавляя полученную строку к четвертой, исключим переменную x2 из всех строк, начиная с третьей:
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Шаг 3. Учитывая, что а
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0, умножаем третью строку на 13,5/8=27/16, и прибавляя строку к четвертой, исключим из нее переменную x3. Получим систему уравнений
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откуда, используя обратный ход метода Гаусса, найдем из четвертого уравнения x4 =-2; из третьего x3=
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=2 и из первого уравнения x1=6+2x4-3x3-  -2x2=6+2(-2)-3(-1)-2·2=1, т.е. решение системы (1; 2; -1; 2).

Пример 2. Методом Гаусса решить систему уравнений:
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Р е ш е н и е. Преобразуем расширенную матрицу системы
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Итак, уравнение, соответствующее третьей строке последней матрицы, противоречиво – оно привелось к неверному равенству 0=-1, следовательно, данная система несовместна.  

Приложение

Задачник

1. Решить системы уравнений по формулам Крамера:

    а) 
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     Ответ: (1; 2; 3).

    б) 
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    Ответ: (1; -2; 0).

    в) 
[image: image182.wmf]ï
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    Ответ: (-2; 1; -1).

2. Решить системы уравнений методом Гаусса:

    а) 
[image: image183.wmf]ï
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   Ответ: (1; 1; 1;).

    б) 
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   Ответ: (1; -1; 2; 0).

    в) 
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   Ответ: (1; 1; 1).

   г) 
[image: image186.wmf]ï
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   Ответ: несовместна.

3. Решить системы уравнений с помощью обращения матрицы:

   а) 
[image: image187.wmf]î
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   Ответ: (24; -10).

   б) 
[image: image188.wmf]ï
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   Ответ: (3; 0; -2).

Заключение

        В данной исследовательской работе были рассмотрены три способа решения систем линейных уравнений высшей математики, также был приведен ряд задач, на примере которых пояснялась теория. Были выведены алгоритмы для решения таких задач. 

        Несомненным плюсом нашей исследовательской работы является наличие «задачника» - сборника заданий по каждой из рассмотренных нами тем.

        Считаем, что наша работа и «задачник» окажутся полезными не только обучающимся и педагогам, но и руководителям, а также учащимся профильных классов.   
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