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Математика похожа на мельницу: если вы засыплете в нее зерна пше​ницы, то получите муку, если же засы​плете отруби, отруби и полу​чите. (Андру Филлинг Хаксли) 

О диофантовом анализе. 

Диофантовыми уравнениями называются уравнения вида   P(x1, x2, ..., xn) = 0, где P(x1, ..., xn) - многочлен с целыми коэффициентами.  
При исследовании этих уравнений обычно ставятся следующие вопросы: 

1. имеет ли уравнение целочисленные решения; 

2. конечно, или бесконечно множество его целочисленных решений; 

3. решить уравнение на множестве целых чисел, т. е. найти все его целочисленные решения; 

4. решить уравнение на множестве целых положительных чисел; 

5. решить уравнение на множестве рациональных чисел. 

Проблема решения уравнений в целых числах решена до конца только для уравнений с одним неизвестным, для уравнений первой степени и для уравнений второй степени с двумя неизвестными. Для уравнений выше второй степени с двумя или более неизвестными трудной является даже задача существования целочисленных решений. Например, не известно, имеет ли уравнение          x3 + y3 + z3 = 30       хотя бы одно целочисленное решение. Более того, доказано, что не существует единого алгоритма, позволяющего за конечное число шагов решать в целых числах произвольные диофантовы уравнения. (Приложение 1)
Рассмотрим некоторые методы решения диофантовых уравнений и систем, но следует заметить, что при решении диофантовых уравнений чаще всего используется несколько методов. Один из простых и часто применяемых методов решения диофантовых уравнений - метод, основанный на исследовании возможных остатков от деления одного целого числа на другое. При этом используются свойства делимости, сравнений (Приложение 2). 

С помощью этих свойств доказывается неразрешимость в целых числах ряда уравнений: 
Решение следующих диофантовых уравнений может быть осуществлено путем исследования всех возможных вариантов четности, нечетности значений переменных: 
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Есть системы диофантовых уравнений, решаемые этим же методом: 

[image: image2.png]xy.ztel.




При решении диофантовых уравнений, содержащих в качестве коэффициентов простые числа, кроме основных свойств простых чисел, используется следующее утверждение: так как квадрат целого числа, не делящегося на простое число [image: image3.png]


при делении на это простое число не может давать в остатке одновременно числа k и p-k (0<k<p) то сумма квадратов двух целых x2 + y2 делится на простое число [image: image4.png]


, тогда и только тогда, когда каждое из этих чисел делится на p. В силу этого свойства не имеют ненулевых целых решений следующие уравнения и классы уравнений: 
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где p - простое, k - целое, p не делит k; x2 - py2 = 0 p- простое число; [image: image6.png]


p - простое, не делящее a, [image: image7.png]n22; 2t +3x+5=121y



так как левая часть каждого уравнения делится на четную наибольшую степень простого числа, а правая - на нечетную; 

При решении следующих уравнений и задач, сводящихся к диофантовым уравнениям, кроме свойств простых чисел и взаимно простых чисел применяется также метод разложения многочлена на множители: 

1. [image: image8.png]


p - простое, [image: image9.png]pe N



; 

2. [image: image10.png]


p - простое; 

3. [image: image11.png]


y, z - простые; 

4. показать, что из всех целых чисел вида 2p+1, где p-простое, только одно число является точным кубом; 

5. найти натуральное число, зная, что оно имеет только два простых делителя, число всех натуральных делителей 6, сумма всех натуральных делителей 28; 

6. найти двузначное число, квадрат которого равен кубу суммы его цифр. 

В некоторых диофантовых уравнениях многочлен, стоящих в одной из его частей, разложим на множители, что позволяет найти целые решения уравнения, приравнивая полученные множители всем возможным делителям целого числа, стоящего в другой части уравнения: 

[image: image12.png]


где c - нечетное натуральное число x2 - y3 = 7.

Текстовые задачи, решаемые данным методом: 

1. Доказать, что ни одно из чисел вида [image: image13.png]2%(ne N)



не представимо в виде суммы двух и более последовательных натуральных чисел. 

2. Найти наибольшее целое число x, такое, чтобы число 427 + 41000 + 4x являлось полным квадратом. 

3. Найти двузначное число, которое равно сумме куба числа его десятков и квадрата числа его единиц. 

Свойства наибольшего общего делителя двух и более чисел, взаимно-простых чисел используются при решении уравнений, текстовых задач, сводящихся к диофантовым уравнениям: 
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x,y,z попарно взаимно просты; [image: image15.png]1,11
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Доказать, что можно найти такое целое число x, умножив на которое данное простое число p, взаимно простое с 10, получим в произведение число, оканчивающееся заданными цифрами [image: image16.png]abe

K



(n цифр). 

Применением свойств сравнений, методов решений линейных сравнений, сравнений высших степеней могут быть найдены целочисленные решения многих диофантовых уравнений: 
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и задач: 

1. Найти год рождения тех людей, которым в 2003 году исполняется столько лет, какова сумма цифр года их рождения. 

2. Найти наименьшее натуральное число, которое при умножении на 2 станет квадратом, а при умножении на 3 кубом целого числа. 

С помощью теоремы Ферма доказывается неразрешимость некоторых классов диофантовых уравнений при определенных ограничениях на коэффициенты: 

1. [image: image18.png]2y
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где p - простое, p > 3, k - несравнимо с 0;1;2 по модулю p. 

2. [image: image19.png]


где p - простое, p > 3, k - несравнимо с [image: image20.png]


по модулю p. 

3. [image: image21.png]B T U PP S Y



где p - простое, p > 3, k - несравнимо с 0;1 по модулю p. 
Подборка задач (Приложение 3)
Диофантовы уравнения с одним неизвестным. 

Рассмотрим уравнение                a0 + a1x + ... + anxn = 0,
      (2)
где aj 
[image: image22.wmf]Î

 Z  (j = 0,...,n), an ≠ 0. 

Покажем, каким образом можно определить все рациональные корни уравнения (2) (этот метод позволяет, в частности, решать уравнения вида (2) в целых числах). Не нарушая общности рассуждений, можно считать, что a0 ≠ 0. Пусть r - рациональный корень уравнения (2), r = p/q, где p 
[image: image23.wmf]Î

 Z, q 
[image: image24.wmf]Î

 N,  (p,q) = 1. Умножая обе части равенства 
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на qn, получим 

a0qn + a1p·qn-1 + ... + an-1pn-1q + anpn = 0, 

следовательно, 
p/a0qn  и  q/anpn.
(3)
Так как (p,q) = 1, то (p,qn) = 1, (q,pn) = 1, поэтому из соотношений (3) следует, что p|a0, q|an. Поскольку рациональных чисел вида r = p/q, таких что (p,q) = 1,  p|a0, q|an, конечное число, то за конечное число шагов можно выбрать те из них, которые являются решением уравнения (2). Как следует из приведенных выше рассуждений, других решений уравнение  (2) иметь не может. 

Задачи 

Задача 1. Решить в рациональных числах уравнение 
2x4 + 7x3 - 12x2 - 38x + 21 = 0.     (4)
Решение. Свободный член уравнения имеет следующие делители ±1, ±3, ±7,  ±21. 

Выпишем также положительные делители старшего коэффициента: 1, 2. Следовательно, для рационального корня уравнения (4) получаем следующие возможные значения: 
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Подстановкой в исходное уравнение убеждаемся, что из этого множества только числа -3 и 1/2 являются его корнями. 

Задача 2. Решить в целых числах уравнение    x8 + x7 + x + 1 = 0.
(5)
Решение. Делители свободного члена уравнения: ±1. Положительные делители старшего коэффициента: 1. Следовательно, все целые корни уравнения (5) находятся среди чисел {-1,1}. Подставляя x = ±1 в (5) заключаем, что только x = -1 является корнем этого уравнения. 

Диофантовы уравнения первой степени
Перейдем теперь к решению в целых числах уравнений первой степени или так называемых линейных уравнений, т. е. уравнений вида a1x1 + a2x2 + ... + anxn = b,   (6)
где aj 
[image: image27.wmf]Î

 Z  (j = 1,2,...,n),  b 
[image: image28.wmf]Î

 Z. 

Предположим, что не все числа aj  (j = 1,...,n) равны нулю. Очевидно, для существования решения в целых числах уравнения (6) необходимо, чтобы (a1,...,an)|b. Покажем, что это условие является и достаточным. Положив
[image: image29.png]



перейдем к равносильному уравнению             a1x1 + ... + anxn = b,
(7)
где (a1, ..., an) = 1. Пусть ai,   aj - два ненулевых числа, таких, что |ai| ≠ |aj|. Для определенности предположим, что i < j, |ai| > |aj|. Разделив с остатком ai на aj, получим представление ai = ajq + r. Заменив ai на ajq + r в уравнении (7), приведем его к виду          a1x1 + ... + rxi + ... + ai (xj + qxi) + ... + anxn = b.        (8)
Перепишем уравнение (8) в виде 

	a1x1 + ... + anxn = b, 
	(9)


где 

	ak = 
	 SHAPE 



	,      
	xk = 
	 SHAPE 





Очевидно, что решения уравнения (7) и (9) связаны между собой взаимно однозначным соответствием и, таким образом, решив уравнение (9), несложно найти все решения уравнения (7). С другой стороны отметим, что  k, i 
[image: image32.wmf]Î

 {1,...,n},   k ≠ i 

ak = ak,     |ai| < |ai|. 

Отметим также, что 

(a1, ..., an) = (a1, ..., ai - aj·q, ..., an) = (a1, ..., an) = 1. . 

Следовательно, за конечное число шагов уравнение (7) приведется к виду 

	[image: image33.png]



	(10)


где числа [image: image34.png]


  (i = 1,...,n), которые не равны нулю, равны между собой по абсолютной величине. Из соотношения [image: image35.png]


следует, что числа [image: image36.png]


 (i = 1,...,n) могут принимать только значения 0,±1, причем не все из них равны нулю. Предположим, для определенности, [image: image37.png]


. Тогда уравнение (10) имеет следующее решение: 

[image: image38.png]



где t2, t3, ..., tn - произвольные целые числа. Отсюда, учитывая проведенные замены, получается и решение уравнения (7). Отметим, что при получении решения уравнения (10) использовался лишь факт, что [image: image39.png]


, поэтому, при выполнении алгоритма можно остановиться на том шаге, когда хотя бы один из коэффициентов станет равен ±1. 

Задача 3. Решить в целых числах уравнение 
4x - 6y + 11z = 7. 

Решение. Разделив с остатком -6 на 4, получим -6 = 4(-2) + 2. Представим исходное уравнение в виде                 4(x - 2y) + 2y + 11z = 7. 

После замены x = x - 2y это уравнение запишется следующим образом 

4 x+ 2y + 11z = 7. 

Учитывая, что 11 = 2·5 + 1, преобразуем последнее уравнение: 

4 x+ 2(y + 5z) + z = 7.

Положив y  = y + 5z, получим 

4 x+ 2y+ z = 7. 

Это уравнение имеет следующее решение: x, y - произвольные целые числа, 
z = 7 - 4 x- 2y. Следовательно y = y - 5z = 20 x+ 11y  - 35,   x = x + 2y = 41 x+ 22y - 70. 

Таким образом, решение исходного уравнения имеет вид 

	x = 41 x´+ 22y´ - 70

	y = 20 x´+ 11y ´ - 35

	z = 7 - 4 x´- 2y ´,


где x,   y - произвольные целые числа. 

Диофантовы уравнения высших степеней 

1. Метод разложения на множители 

Задача 4. Решить в целых числах уравнение     x + y = xy. 

Решение. Запишем уравнение в виде  (x - 1)(y - 1) = 1. 

Произведение двух целых чисел может равняться 1 только в том случае, когда оба они равны 1. Т. е. исходное уравнение равносильно совокупности   
	[image: image40.png]



	[image: image41.png]



	x - 1 = 1,

	
	
	y - 1 = 1,

	
	[image: image42.png]



	x - 1 = -1,

	
	
	y - 1 = -1,


с решениями (0,0) и (2,2). 

Задача 5. Доказать, что уравнение      x5 + 3x4y - 5x3y2 - 15x2y3 + 4xy4 + 15y5 = 33 неразрешимо в целых числах. 

Решение. Левая часть уравнения разлагается на множители следующим образом:  (x - 2y)(x - y)(x + y)(x + 2y)(x + 3y). 

Если y ≠ 0, то в этом выражении все 5 множителей различны. С другой стороны, число 33 можно разделить максимум на 4 различных множителя. Следовательно, исходное уравнение не разрешимо в целых числах x, y при y ≠ 0. Случай y = 0 также невозможен, поскольку тогда исходное уравнение принимает вид    x5 = 33, 

Так как [image: image43.png]


 исходное уравнение не имеет целочисленных решений и в случае y = 0. 

Задача 6. Доказать, что уравнение   (x - y)3 + (y - z)3 + (z - x)3 = 30 

не имеет решений в целых числах. 

Решение. Разложив левую часть на множители, приведем уравнение к виду 

(x - y)(y - z)(z - x) = 10. 

Заметим, что (x - y) + (y - z) + (z - x) = 0. С другой стороны, делителями 10 являются числа ±1, ±2, ±5, ±10. Нетрудно проверить, что сумма любых трех чисел из этого множества, дающих в произведении 10, не будет равняться 0. 

Задача 7. Решить в целых числах уравнение   y3 - x3 = 91. 

Решение. Перепишем исходное уравнение в виде   (y - x)(y2 + xy + x2) = 91. 

Делителями числа 91 являются ±1, ±91. Так как y2 + yx + x2 ≥ y2 - 2|y||x| + x2 = (|y| - |x|)2 ≥ 0, то исходное уравнение равносильно совокупности 

	 SHAPE 



	    
	 SHAPE 



	    
	 SHAPE 





Таким образом, целочисленными решениями исходного уравнения являются пары        (-6,-5) и (5,6). 

Задача 8. Решить в натуральных числах уравнение  
y2 - x(x + 1)(x + 2)(x + 3) = 1. 

Решение. Заметим, что 

	x(x + 1)(x + 2)(x + 3) + 1 = (x(x + 3))((x + 1)(x + 2)) + 1 = 

	= ((x2 + 3x - 1) - 1)((x2 + 3x + 1) + 1) + 1 = (x2 + 3x+1)2. 


Следовательно, исходное уравнение равносильно уравнению 

y2 = (x2 + 3x + 1)2   или   y = x2 + 3x + 1. 

Таким образом, множество всех решений имеет вид {(x , x2 + 3x + 1)  |  x 
[image: image47.wmf]Î

 N}. 

2. Использование четности 

Задача 9. Решить в простых числах уравнение     x2 - 2y2 = 1.
(11)
Решение. Рассмотрим два случая в зависимости от четности переменной x. 

a) Пусть x - нечетное число. Подстановка x = 2t + 1 приводит исходное уравнение к виду 

(2t + 1)2 - 2y2 = 1,     или      2y2 = 4t(t + 1). 

Следовательно, 2 | y2. Так как y - простое число, то y = 2. Отсюда [image: image48.png]



b) Пусть x - четное число. Так как x - простое число, то x = 2. Следовательно, [image: image49.png]


т. е. уравнение неразрешимо в простых числах. 

Следовательно, уравнение (11) имеет в классе простых чисел единственное решение (3;2). 

Задача 10. Решить в целых числах уравнение 
x2 + y2 + z2 = 2xyz.
(12)
Решение. Одно решение очевидно: x = y = z = 0. Покажем, что других решений в целых числах уравнение не имеет. Будем доказывать от противного. Пусть x, y, z - ненулевое решение исходного уравнения. Так как x2 + y2 + z2 - четное число, то, по крайней мере, одно из чисел x, y, z - четное. Используя симметрию уравнения (12), предположим, что x = 2x1. - четное число. Тогда 4|y2 + z2. Это может быть лишь в том случае, когда y и z - четные. Действительно, если одно из этих чисел четное, а другое нечетное, то число y2 + z2 - нечетное и 4 /y2 + z2. Если же оба эти числа (z и y) нечетные, то 

y2 + z2 = (2u + 1)2 + (2v + 1)2 = 4(u2 + v2 + u + v) + 2 ≡ 2(mod 4), 

Подставив x = 2x1,   y = 2y1,   z = 2z1 в исходное уравнение, получим 

x12 + y12 + z12 = 22x1y1z1. 

Повторением приведенных выше рассуждений доказывается, что 2|x1,   2|y1,   2|z1, следовательно, 22|x,   22|y,   22|z. Рассуждая аналогично, получим, что для любого n 
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 N 2n|x,   2n|y,   2n|z Противоречие. Следовательно, уравнение (12) имеет единственное решение (0,0,0). 

Задача 11. Доказать, что уравнение              x3 + 2y3 + 4z3 - 6xyz = 0,
(13)
в целых числах не имеет решений, не равных нулю одновременно. 

Решение. Предположим, что числа x, y, z, не равные одновременно нулю, являются решением исходного уравнения. Видно, что число x - четное. Подстановка x = 2x1 дает 

4x13 + y3 + 2z3 - 6x1yz = 0. 

Отсюда следует, что число y - четное, y = 2y1. Учитывая это, получим 

2x13 + 4y13 + z3 - 6x1y1z = 0. 

Следовательно, z - также четное число. После подстановки z = 2z1 уравнение принимает вид 

x13 + 2y13 + 4z13 - 6x1y1z1 = 0. 

Рассуждая аналогично, доказывается, что для любого n 
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 N 

2n|x,   2n|y,   2n|z.              Противоречие. 

4. Другие методы решения диофантовых уравнений. (Приложение  4)
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