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Другие методы решения диофантовых уравнений.  

Задача 15. Доказать, что уравнение 

x3 + y3 + z3 = 2 

имеет бесконечно много решений в целых числах. 

Решение. Положим x = a + b,   y = a - b. Тогда x3 + y3 = 2a3 + 6ab2. С учетом последнего равенства исходное уравнение принимает вид 

2a3 + 6ab2 + z3 = 2. 

Положив a = 1, получим z3 = -6b2. Положим теперь b = 6t3. Отсюда z = -6t2,   x = 1 + 6t3,   y = 1 - 6t3. Таким образом, получено бесконечное множество решений исходного уравнения, соответствующих целочисленным значениям параметра t 

Задача 16. Доказать, что уравнение 

	x2 - 2y2 = 1 
	(14)


имеет бесконечно много решений в натуральных числах. 

Решение. Нетрудно заметить, что (3,2) - одно из решений исходного уравнения. С другой стороны из тождества 

(x2 + 2y2)2 - 2(2xy)2 = (x2 - 2y2)2 

следует, что если (x, y) - решение уравнения (14), то пара (x2 + 2y2 , 2xy) также является его решением. Используя этот факт, рекуррентно определим бесконечную последовательность (xn , yn) различных решений исходного уравнения: 

(x1 , y1) = (3,2)   и   xn+1 = xn2 + 2yn2,     yn+1 = 2xnyn,     n 
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Задача 17. Решить в целых числах уравнение 
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Решение. Заметим, что слагаемые в левой части уравнения имеют одинаковый знак, а поскольку их сумма положительна, то каждое слагаемое также положительно. Применяя неравенство Коши, получим 
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Следовательно, xyz = 1. Отсюда получим, что решениями могут быть только тройки (1,1,1), (1,-1,-1), (-1,-1,1), (-1,1,-1). Проверкой убеждаемся, что каждая из них действительно является решением исходного уравнения. 

Задача 18. Доказать, что уравнение 

x(x + 1) = 4y(y + 1) 

неразрешимо в целых положительных числах. 

Решение. Нетрудно заметить, что исходное уравнение равносильно уравнению 

x2 + x + 1 = (2y + 1)2. 

Следовательно, x2 < (2y + 1)2 < (x + 1)2 или x < 2y + 1 < x + 1. Полученное противоречие доказывает требуемое утверждение. 

Задача 19. Решить в целых числах уравнение 

2x3 + xy - 7 = 0. 

Решение. Из условия следует, что x должен быть делителем числа 7. Т. е. возможные значения x находятся среди чисел {±1, ±7}. Перебрав эти возможности, получаем решение уравнения: (1,5), (-1,-9), (7,-97), (-7,-99). 

Задача 20. Доказать, что уравнение 

x2 + 1 = py, 

где p - простое число вида 4k+3, неразрешимо в целых числах. 

Решение. Предположим, что исходное уравнение разрешимо в целых числах. Тогда 

x2 + 1 ≡ 0(mod p). 

Но, согласно малой теореме Ферма, 

-1 ≡ (-1)2k+1 ≡ (x2)2k+1 ≡ xp-1 ≡ 1(mod p). 

Полученное противоречие доказывает неразрешимость исходного уравнения в Z. 

Задача 21. Доказать, что уравнение 

x2 - y3 = 7 

неразрешимо в целых положительных числах. 

Решение. Если y - четное число, то x2 ≡ 3(mod 4), что невозможно. Поэтому предположим, что y - нечетное число: y = 2k + 1. Тогда 

x2 + 1 = y3 + 8 = (y + 2)((y + 1)2 + 3) = (y + 2)(4(k + 1)2 + 3), 

Итак, число x2 + 1 имеет делитель вида 4n + 3. Следовательно, оно имеет и простой делитель вида 4n + 3 (действительно, если бы все простые делители числа 4(k + 1)2 + 3 имели вид 4n + 1, то и само число, являясь их произведением, имело бы вид 4n + 1. Однако последнее невозможно в силу предыдущей задачи. 

Задача 22. Доказать, что уравнение 
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не имеет решений в целых положительных числах. 

Решение. Положим d = (x , y),   x1 = x/d,   y1 = y/d. Так как 

x2 + xy + y2 = x2y2, 

следовательно, 

	x12 + x1y1 + y12 = d2x12y12. 
	(15)


Отсюда получаем, что 

x1|y1,     y1|x1. 

Учитывая, что (x1,y1) = 1, делаем вывод, что x1 = y1 = 1. Таким образом, уравнение (15) принимает вид 

d2 = 3, 

Отсюда следует требуемое утверждение. 

Задача 23. Решить в целых числах уравнение 

x + y = x2 - xy + y2. 

Решение. Положим t = x + y. Так как 
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то должно выполнятся неравенство 
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откуда t 
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 [0;4]. 

Учитывая соотношение x + y = (x + y)2 - 3xy, рассмотрим случаи, соответствующие целочисленным значениям t из отрезка [0;4]. 
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Таким образом, целочисленными решениями исходного уравнения являются пары (0,0), (0,1), (1,0), (1,2), (2,1), (2,2). 
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