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1. Введение
 У каждого из нас есть интуитивное представление о том, что такое «поверхность». Может ли быть что-нибудь таинственное в таком обычном понятии? Пример листа Мёбиуса показывает, что может. 
 Лист Мёбиуса - узкая полоска бумаги, концы которой склеены после одного перекручивания.
 Она была открыта в 1858 году немецким математиком А. Мёбиусом.
 Целью творческой работы является изучение свойств ленты Мёбиуса и их применения.

 Работа состоит из введения, 15 параграфов, выводов и списка литературы.
2. Изображение ленты
[image: image35.png]



3. Определение
 Лист Мёбиуса - неориентируемая поверхность с краем.
 Лист Мёбиуса - пространство нетривиального расслоения над окружностью.
Лист Мёбиуса – бумажная лента, повернутая одним концом на пол-оборота (то есть на 180 градусов), и склеенная с его другим концом.
4. История создания
 Лента Мёбиуса относится к числу «математических неожиданностей». Рассказывают, что открыть свой  «лист» Мёбиусу помогла служанка, сшившая однажды неправильно концы ленты.

 Лист Мёбиуса является простейшей односторонней поверхностью, названной так в честь немецкого математика А. Мёбиуса, открывшего его необычайные топологические свойства в 1858. 

 Лист Мёбиуса иногда называют прародителем символа бесконечности 
 INCLUDEPICTURE "http://upload.wikimedia.org/math/d/2/4/d245777abca64ece2d5d7ca0d19fddb6.png" \* MERGEFORMATINET 


, так как находясь на поверхности ленты Мёбиуса, можно было бы идти по ней вечно. Это не соответствует действительности, так как символ 
использовался для обозначения бесконечности в течение двух столетий до открытия ленты Мёбиуса.
5. Август Фердинанд Мёбиус
 Август Фердинанд Мёбиус (17.11.1790-26.09.1868), немецкий геометр и астроном, профессор Лейципгского университета. Родился в Шульпфорте. Некоторое время под руководством К. Гаусса изучал астрономию. С 1816 г. начал вести самостоятельные астрономические наблюдения в Плейсенбургской обсерватории, в 1818 г. стал  ее директором, позже – профессором Лейципгского университета. Известны труды по проективной геометрии. В частности, впервые ввел систему координат и аналитические методы исследования, установил существование односторонних поверхностей (листов Мёбиуса), многогранников, для которых неприменим «закон ребер» и которые не имеют объема. Мёбиус – один из основоположников теории геометрических преобразований, а также топологии, теории векторов и многомерной геометрии. Получил важные результаты в теории чисел (функция Мёбиуса).
6. Главная ценность

 Главная ценность листа Мёбиуса состоит в том, что он дал толчок новым обширным математическим исследованиям. Его часто считают символом современной математики.       
7. Изготовление ленты Мёбиуса
 Пусть ABCD – прямоугольная полоска бумаги. Если склеить точку A с точкой B, а точку C с точкой D, то получится кольцо с внутренней поверхностью, наружной поверхностью и двумя краями. Одну сторону кольца можно окрасить. Окрашенная поверхность будет ограничена краями кольца. Жук может совершить «кругосветное путешествие» по кольцу, оставаясь либо на окрашенной, либо на неокрашенной поверхности. 
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 Но если полоску перед склеиванием концов перекрутить на пол-оборота и склеить точку A с точкой C, а B с D, то получится лист Мёбиуса. У этой фигуры есть только одна поверхность и один край. Любая попытка окрасить только одну сторону листа Мёбиуса обречена на неудачу, так как у листа Мёбиуса всего одна сторона. Муравей, ползущий по середине листа Мёбиуса (не пересекая края), вернется в исходную точку в положении «вверх ногами». 
При разрезании листа Мёбиуса по средней линии он не распадается на две части.
8. Типы лент

 В евклидовом пространстве существуют два типа полос Мёбиуса в зависимости от направления закручивания: правые и левые.
9. Свойства

 Лента Мёбиуса обладает любопытными свойствами. Если попробовать разрезать ленту пополам по линии, равноудалённой от краёв, вместо двух лент Мёбиуса получится одна длинная двухсторонняя (вдвое больше закрученная, чем лента Мёбиуса) лента, которую фокусники называют «афганская лента».

 Если теперь эту ленту разрезать посередине, получаются две ленты намотанные друг на друга. 

 Если же разрезать ленту Мёбиуса, отступая от края приблизительно на треть её ширины, то получаются две ленты, одна — более тонкая лента Мёбиуса, другая — длинная лента с двумя полуоборотами (Афганская лента). 
 Другие интересные комбинации лент могут быть получены из лент Мёбиуса с двумя или более полуоборотами в них. Например, если разрезать ленту с тремя полуоборотами, то получится лента, завитая в узел трилистника. 
 Разрез ленты Мёбиуса с дополнительными оборотами даёт неожиданные фигуры, названные парадромными кольцами.

 Разрезанный лист Мёбиуса уже двусторонний, а не односторонний.
 Свойство односторонности не исчезает у поверхности, если ее гнуть, растягивать, сжимать, но не склеивать и не рвать.
10. Топология и геометрия
·  Лист Мёбиуса - один из объектов области математики под названием "топология" (по-другому - "геометрия положения"). Удивительные свойства листа Мёбиуса: он имеет один край, одну сторону, не связанные с его положением в пространстве, с понятиями расстояния, угла и, тем не менее, имеют вполне геометрический характер. Изучением таких свойств занимается топология. 
  В топологии изучаются свойства фигур и тел, которые не меняются при их непрерывных деформациях (как если бы они были сделаны из резины). С точки зрения топологии баранка и кружка - это одно и то же. Сжимая и растягивая кусок резины, можно перейти от одного из этих тел ко второму. А вот баранка и шар - разные объекты: чтобы сделать отверстие, надо разорвать резину. 

 Среди букв русского алфавита тоже есть топологически одинаковые буквы.
1.Односторонность - топологическое свойство листа Мёбиуса,
характерное только для него.

2.
Непрерывность - с топологической точки зрения круг неотличим от квадрата, потому что их легко преобразовать один в другой, не нарушая непрерывность. На листе Мёбиуса любая точка
может быть соединена с любой другой точкой. Разрывов нет - непрерывность полная.

Связность - чтобы разделить квадрат на две части, нам по​требуется только один разрез. Но вот чтобы располовинить кольцо, потребуется уже два разреза. Что касается листа Мёбиуса, то коли​чество связей меняется в зависимости от смены количества оборо​тов ленты: если один оборот - двусвязен, если два оборота - односвязен, если три - двусвязен и т. д. Связность принято оценивать числом Бетти, или иногда пользуются эйлеровой характеристикой.

Ориентированность - свойство, отсутствующее у листа Мё​биуса. Так, если бы человек смог пропутешествовать по всем изги​бам листа Мёбиуса, то когда он вернулся бы в исходную точку, он превратился в своё зеркальное отражение.

«Хроматический номер» - максимальное число областей, ко​торые можно нарисовать на поверхности так, чтобы каждая из них имела общую границу со всеми другими. Хроматический номер листа Мёбиуса равен шести.

· Одним из способов представления листа Мёбиуса как подмножества R 3 является параметризация:

[image: image3.png]2(u,v) = (1 +5cos g) cos(u),




[image: image4.png]y(w,v) = (1 + %cos g) sin(u),
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где [image: image6.png]


и [image: image7.png]


. Эти формулы задают ленту Мёбиуса ширины 1, чей центральный круг имеет радиус 1, лежит в плоскости xy с центром в (0,0,0). Параметр u пробегает вдоль ленты, в то время как v задает расстояние от края.

 В цилиндрических координатах (r, θ, z), неограниченная версия листа Мёбиуса может быть представлена уравнением:
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 Топологически лист Мёбиус может быть определен как фактор-пространство квадрата [0,1]×[0,1] по отношению эквивалентности (x,0) ~ (1-x,1) для 0  ≤ x ≤ 1.
11. Применение
 Международный символ переработки представляет собой Лист Мёбиуса.    Лист Мёбиуса служил вдохновением для скульптур и для графического искусства. Эшер был одним из художников, кто особенно любил его и посвятил несколько своих литографий этому математическому объекту. Одна из известных — лист Мёбиуса, показывает муравьёв, ползающих по поверхности ленты Мёбиуса. 
 Существовали технические применения ленты Мёбиуса. Полоса ленточного конвейера выполнялась в виде ленты Мёбиуса, что позволяло ему работать дольше, потому что вся поверхность ленты равномерно изнашивалась. Также в системах записи на непрерывную плёнку применялись ленты Мёбиуса (чтобы удвоить время записи). Если у ременной передачи ремень сделать в виде ленты Мёбиуса, то его поверхность будет изнашиваться вдвое медленнее, чем у обычного кольца. Это дает ощутимую экономию.
 Есть гипотеза, что спираль ДНК сама по себе тоже является фрагментом ленты Мебиуса и только поэтому генетический код так сложен для расшифровки и восприятия. 
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Больше того - такая структура вполне логично объясняет причину наступления биологической смерти - спираль замыкается сама на себя и происходит самоуничтожение. Или аннигиляция, как подтверждают физики. Они, кстати, утверждают также, что все оптические законы основаны на свойствах ленты Мебиуса, в частности отражение в зеркале - это своеобразный перенос во времени, краткосрочный, длящийся сотые доли секунды, ведь мы видим перед собой... правильно, зеркального своего двойника! 

 Лист Мёбиуса также постоянно встречается в научной фантастике. Например, в рассказе Артура Кларка «Стена Темноты». Иногда научно-фантастические рассказы предполагают, что наша вселенная может быть некоторым обобщенным листом Мёбиуса. В рассказе «Лист Мёбиуса» автора А. Дж. Дейча, бостонское метро строит новую линию, маршрут которой становится настолько запутанным, что превращается в ленту Мёбиуса, после чего на этой линии начинают исчезать поезда.

 Устройство под названием резистор Мёбиуса — это недавно изобретённый электронный элемент, который не имеет собственной индуктивности. Никола Тесла запатентовал подобное устройство в начале 1900-х, патент US#512,340. Катушка для Электромагнитов предназначалась для использования в его системе глобальной передачи электричества без проводов.

 Ленту Мёбиуса часто изображают на различных эмблемах и значках. Например, на значке механико-математического  факультета Московского университета.

[image: image10.jpg]



Международный символ переработки представляет собой лист Мёбиуса.
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12. Подобные объекты
 Близким «странным» геометрическим объектом является бутылка Клейна. Бутылка Клейна может быть получена путем склеивания двух лент Мёбиуса по краям. В обычном трехмерном евклидовом пространстве сделать это, не создавая самопересечения, невозможно.
[image: image12.jpg]



 Другое похожее множество — вещественная проективная плоскость. Если проколоть отверстие в вещественной проективной плоскости, тогда то что останется, будет листом Мёбиуса. С другой стороны, если приклеить диск к ленте Мёбиуса, совмещая их границы, то результатом будет проективная плоскость. Чтобы визуализировать это, полезно деформировать ленту Мёбиуса так, чтобы ее граница стала обычным кругом. Такую фигуру называют «пересеченная крышка» (пересеченная крышка может также означать ту же фигуру с приклеенным диском, то есть погружение проективной плоскости в R3).

 Существует распространённое заблуждение, что пересеченная крышка не может быть сформирована в трёх измерениях без самопересекающейся поверхности. На самом деле, возможно поместить ленту Мёбиуса в R3 с границей, являющейся идеальным кругом. Идея состоит в следующем — пусть C будет единичным кругом в плоскости xy в R3. Соединив антиподные точки на C, то есть, точки под углами θ и θ + π дугой круга, получим, что для θ между 0 и π / 2 дуги лежат выше плоскости xy, а для других θ ниже (причём в двух местах дуги лежат в плоскости xy).

 Если диск приклеивается к граничной окружности, то самопересечение получающейся проективной плоскости неизбежно в трехмерном пространстве. В терминах задания сторон квадрата, как было показано выше, вещественная проективная плоскость получается склеиванием двух оставшихся сторон с 'сохранением' ориентации.
 Существуют гипотезы, что наша Вселенная и ДНК являются фрагментом ленты Мёбиуса.

13.    Открытые проблемы

1) Каково минимальное k такое, что из прямоугольника с меньшей стороной 1 и большей стороной k можно свернуть несамопересекающуюся ленту Мебиуса (бумагу мять не разрешается) ? 
 Ответ: доказанная оценка снизу [image: image13.png]


, сверху [image: image14.png]


 см. 

2) Существует ли формула, описывающая лист Мебиуса, получающийся путем складывания плоского листа бумаги ? (вышеуказанные формулы описывают поверхность, которую нельзя сложить из листа бумаги, т.к. она имеет отрицательную кривизну; спрашивается, можно ли аналогичным образом описать поверхность нулевой кривизны?)

Ответ: Таких формул существует бесконечно много.

 Сложнее найти форму, которая при этом минимизирует упругую энергию изгиба. Эта задача, впервые поставленная Садовским (M.Sadowsky) в 1930 году, была недавно решена. Однако решение не описывается алгебраической формулой, и маловероятно, что такая формула вообще существует. Чтобы найти пространственную равновесную форму бумажной ленты Мёбиуса, необходимо решить краевую задачу для системы дифференциально-алгебраических уравнений.

14. Задания
· Тест

(полоски длиной примерно 30см и шириной 3см.)

Опыт № 1
	Склейте два кольца - одно простое и лист Мёбиуса. Разрежьте каждое из них пополам вдоль. Что у Вас получилось: 

[image: image15.wmf]2 простых и 1 кольцо Мёбиуса.
[image: image16.wmf]чёрте что и с боку бантик.
[image: image17.wmf]1 простое и 2 кольца Мёбиуса. 


[image: image18.png]


     [image: image19.png]



Опыт № 2

	Чтобы получить ленту Мёбиуса, мы поворачиваем полоску бумаги на пол оборота. А интересно, что у вас получится, если вы склеите ленту, сделав полный оборот, и получившееся кольцо разрежете пополам вдоль? 

	[image: image20.wmf]Получилось одно кольцо, но большое. 
[image: image21.wmf]Получились два кольца, но каждое само по себе. 
[image: image22.wmf]Получились два кольца, причем сцепленных.


Опыт № 3

	Попробуйте прорезать в полосе щель и продеть сквозь нее один конец полосы.  А теперь попробуйте продолжить разрез вдоль всей ленты. Что у вас получилось: 


	[image: image23.wmf]Два кольца Мёбиуса.
[image: image24.wmf]Вывернутое но простое кольцо.
[image: image25.wmf]Получилась штука, что ни пером описать, ни в сказке рассказать. 



[image: image26]
· Опыты
Опыт № 1
	Число перекручиваний
	Результат разрезания
	Свойства 

	0
	2 кольца 
	Длина окружности та же, но кольцо в два раза уже

	1
	1 кольцо 
	Кольцо перекручено дважды, оно вдвое длиннее

	2 
	2 кольца
	Два сцепленных друг с другом кольца, каждое из которых дважды перекручено 


	3 
	1 кольцо
	Кольцо перекручено 6 раз и оно вдвое длиннее и уже с множеством перегибов 


Опыт № 2
а) На обеих сторонах ленты на равном расстоянии от краев провести по две пунктирные линии. Склеить лист Мёбиуса. Разрезать по пунктирным линиям. Описать полученный результат.

(Получается 2 кольца. Одно из них вдвое длиннее первоначальной ленты и вдвое перекручено. Оно получилось из краев исходной ленты. Другое - лист Мёбиуса - состоит из центральной части исходного листа Мёбиуса.

 Прошу дать прогноз для подобного эксперимента, но когда лента не была перекручена. 
(Два тонких кольца и центральная часть).

б) Приготовьте ленту шириной 5 см, на которой нанесите пунктир, отступив от края на

1 см, 2 см, 3 см и 4 см. Сделайте из неё лист Мёбиуса. Что получится, если разрезать его по пунктиру?

Получим 3 кольца:

I кольцо - лист Мёбиуса - 1 перекрут, ширина 1 см, длина равна длине исходного кольца.

II, III - кольца кольца с двумя перекрутами, ширина 1 см, длина в 2 раза больше исходного листа.

II и III кольцо сцеплены с I кольцом и между собой.
· Вопрос

 (Полоска должна быть узкой и длинной, с возможно большим отношением длины к ширине). 
Из квадратного листа ленты Мёбиуса не сделаешь. Это верно, но с одной оговоркой, которую легко недооценить: ограничения на размер имеют значение лишь в том случае, когда бумагу запрещается мять. Если же мять бумагу не запрещается, то ленту Мёбиуса можно склеить не только из квадрата, но из прямоугольника любых размеров - склеиваемые стороны могут быть даже во сколько угодно раз длиннее несклеиваемых.

 Сложим прямоугольный лист в гармошку, перегнув его чётное число раз. Затем из этой гар​мошки, как из толстой бумажной полоски, склеим ленту Мёбиуса, вставляя соответствующие части гармошки друг в дру​га. Из рисунка  видно, что лист бумаги, из которого склеена лента Мёбиуса, ока​зался смятым.
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· Задача

 Предположим теперь, что бумажную полоску мож​но изгибать, но не мять. Примем ширину полоски за единицу. Яс​но, что чем длиннее полоска, тем легче склеить из неё ленту Мё​биуса. 
 Существует такое число X, что из полоски длины больше X, ленту Мёбиуса склеить можно, а из полоски дли​ны меньше X - нельзя (что будет для полоски, длина которой в точ​ности равна Х9 нас не интересует). Чему равно это  X? Решение этой задачи до сих пор не известно. 
 Докажем для X неравенства   1,57(тс/2)<^<1,73(л/3)
(при этом наличием склеиваемых участков полоски мы пренебре​гаем: предполагается, что края полоски склеиваются встык) и по​стараемся объяснить, почему не удаётся вычислить X точнее.  

· Развертывающаяся поверхность и ее свойства

Раз требование не мять бумагу так важно, посмотрим, каков его математический смысл.

 Запрещение мять бумагу значительно огра​ничивает возможность манипулировать бумажным листом. Напри​мер, лист бумаги, не помяв, можно свернуть в трубку или сложить без складки пополам, но нельзя сложить вчетверо. Из лис​та бумаги, не смяв его, можно сделать конус, но нельзя сделать сферу или даже её кусочек (рис. 3): прижмите лист бумаги к глобу​су, и обязательно появятся складки. Листу бумаги мож​но придать далеко не всякую форму.

 Поверхности, которые можно сделать из листа бумаги, изги​бая, но, не сминая его, математики называют развёртывающимися. Конечно, в математике развертывающиеся поверхности определяются не так: в математическом языке отсутствуют слова «бумага», «сминать», «сделать».      

 Существует целая теория развер​тывающихся поверхностей, среди достижений которой - удовле​творительный ответ на вопрос, какими они могут быть; математики называют это «классификацией» 
(ответ принадлежит Леонарду Эй​леру). Приведем некоторые свойства развертывающихся поверхностей, нуж​ные для дальнейшего исследования. 
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1.Через каждую точку А развёртывающейся поверхности, не лежащую на её границе, проходит лежащий на поверхности отре​зок, не кончающийся в А. Иначе говоря, в каждой точке к развёр​тывающейся поверхности (изогнутому, но не смятому листу бума​ги) можно приложить спицу так, чтобы она прилегала к поверхно​сти на некотором протяжении по обе стороны от взятой точки. Такой отрезок называется образующей поверхности (условимся, что это название относится только к отрезкам максимальной длины, целиком лежащим на поверхности, то есть к отрезкам, не со​держащимся в больших отрезках с этим свойством).

2. Если через точку А, не лежащую на границе поверхности, проходят две различные образующие, причём А не является кон​цом ни одной из них:, то достаточно маленький кусок поверхности, окружающий А, является плоским. В таком случае точку А мы бу​дем называть плоской.
3. Если точка А, не лежащая на границе поверхности, является концом какой-нибудь образующей, скажем, а, то окрестность точки А устроена так: через точку А проходит единственная не кончаю​щаяся в ней образующая, допустим, Ъ. Эта образующая разделяет поверхность на две части. С той стороны от образующей Ь, с которой находится образующая а, к образующей Ъ прилегает плоский кусок, с другой стороны от Ь, сколь угодно близко от точ​ки А, имеются не плоские точки. Точку А в этой ситуации мы бу​дем называть полуплоской.
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Подчеркнём, что если точка поверхности не является ни гра​ничной, ни плоской:, то через неё проходит единственная не кон​чающаяся в ней образующая, причём концы этой образующей ле​жат на границе поверхности.

Примеры. Лист бумаги, свёрнутый в цилиндр или в конус, плоских (и полуплоских) точек не имеет. У цилиндра образующие составляют семейство параллельных отрезков, у конуса - семейст​во отрезков, веером расходящихся из одной точки. Возможны бо​лее сложные расположения образующих.
 Точки, лежащие на границе области плоских точек, являются либо граничными для всей поверхности, либо полуплоскими. Если поверхность сделана из бумажного многоугольника (скажем, из прямоугольника), то плоские точки составляют один или несколько плоских многоугольников, причём у каждого из этих многоуголь​ников вершины лежат на границе поверхности, а стороны либо ле​жат на границе, либо состоят из полуплоских точек.

· Теорема1.  X >/ п/2    
Доказательство.
 Пусть лента Мёбиуса сделана из бумажной полоски длины L. Намотаем на неё длинную бумажную ленту. Эта лента (толщиной бумаги пренебрегаем) будет составлена из прямоугольников оди​наковой длины, каждый из которых принимает форму ленты Мёбиуса. Отметим на длинной ленте прямолинейные образующие и плоские точки. Картина периодична: всё повторяется с периодом, равным 2 L. Можно сказать больше: при сдвиге влево или вправо на L картинка меняется, но строга определённым образом, а именно: она перево​рачивается (т. е. зеркально отражается в средней линии полоски). Области плоских точек представляют собой четырёхугольники (ко​торые могут выродиться в треугольники), ограниченные двумя от​резками противоположных краёв ленты и двумя отрезками, прохо​дящими по ленте. Части ленты, не попавшие в эти области, вымо​щены образующими, концы которых лежат на краях ленты. (Всё это следует из свойств развёртывающихся поверхностей). Плоские участки также можно вымостить обра​зующими, так что вся лента будет покрыта непрерывным семейст​вом образующих. Образующие в одинаковых четырёхугольниках можно выбирать одинаковым образом, так что описанная выше периодичность сохранится.
 Возьмём любую образующую из нашего семейства, скажем, [AB]. Если симметрично отразить её в средней линии полоски и затем перенести в любую сторону (скажем, вправо) на L, то полу​чится отрезок CD, который тоже является образующей из нашего семейства. Заметим (это важно), что |АС| + |BD| = 2L. При наматывании нашей длинной ленты на ленту Мёбиуса образующие [AB] и [CD] займут одинаковое положение, причём точка А со​вместится с D, а точка В - с С; другими словами, отрезки AB и CD составят в пространстве угол в 180°. Между [AB] и [CD] распола​гается непрерывное семейство образующих. При движении от [AB] к [CD] величина угла, который эти образующие составляют в про​странстве с [AB], непрерывно изменяется от 0° до 180°.
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Возьмём любое п и найдём между [АВ] и [СО] такие образую​щие [А1В1], …, [А п -1 В п -1], что величина угла между [АВ] и [АkВk] равна k*180°/ п (точки А1,…, в этом порядке лежат между А и

С, а точки В1 ,…, Bn-1  в этом порядке лежат между В и D. Длина каждой из образующих больше или равна 1, а величина угла между пространственными положениями двух соседних образующих не меньше 180°/п. Покажем, что каждая из сумм |AA1| +|BB1|, |A1A2| + |B1B2|,…, | An-1 C| + |Bn-1 D| не меньше длины а2n стороны правильного 2n-угольника, вписанного в окружность радиуса 1. 
Итак, 2L = |АС| + |BD| = (|АА1| + |BB1|) + (|A1A2| + |В1В2|) + ...  + (|An-1 C| + |Bn-1 D|) >/ па2n  т. е. 2L при любом п не меньше половины периметра правильного 2n-угольника, вписанного в окружность радиуса 1. Значит, 2L не меньше половины длины самой этой окружности, то есть π, и  L >/
π / 2.  Теорема доказана. 
· Теорема 2.  Х _< [image: image27.png]



Эта теорема проще предыдущей: для её доказательства доста​точно объяснить, как склеить ленту Мёбиуса из полоски, длина ко​торой больше[image: image28.png]


. Предположим, что ее длина в точности равна. Тогда на этой полоске можно расположить два правиль​ных треугольника. Перегнём полоску по боковым сторо​нам этих треугольников, чередуя направления сгиба. Края AB и CD полоски совместятся, причём точка А совместится с точкой D, а точка В - с точкой С. Получится лента Мёбиуса.
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При этом построении было нарушено главное правило - не мять бумагу. Но легко понять, что если длина полоски хоть немно​го больше[image: image29.png]


, то излом по образующей можно заменить изгиба​нием, производимым на узком участке. (Непоправимое сминание бумаги происходит, когда две линий перегиба пересекаются, т. е. когда лист складывается наподобие носового платка - всё это из​вестно нам из повседневного опыта.)
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 Устройство ленты Мёбиуса можно представить себе так: три одинако​вых правильных треугольника ABC, А'В'С, А"В"С" лежат парал​лельно друг другу, соответствующие вершины над соответствую​щими вершинами; стороны АВ и АВ', В'С и В"С", C'A" и СА соединены перемычками. Линия склейки проходит по медиане од​ного из треугольников.

 Проблемы:
Почему не удаётся найти X точнее?
 В доказательство теоремы 1 не было использовано важное свойство ленты Мёбиуса – отсутствие самопересечений. Самопересекающуюся ленту нельзя сделать из бумаги, но представить себе можно.

 Пусть лист Мёбиуса имеет самопересечения. Тогда X новое значение X будет меньше прежнего или равно ему. При этом теорема 1 остается верной, а теорему 2 можно значительно улучшить.
· Теорема3. Ленту Мёбиуса с самопересечениями можно склеить из полоски любой длины, большей п/2.
Возьмем достаточно большое нечетное число n и построим правильный n-угольник, вписанный в окружность диаметра 1. Рассмотрим далее n, содержащих центр окружности треугольников, каждый из которых ограничен стороной и двумя диагоналями n-угольника. Эти треугольники покрывают n-угольник, некоторые его места – по нескольку раз. Приложим эти n треугольников друг к другу, после чего отрежем по длинной медиане половину самого левого треугольника и приложим ее к самому правому треугольнику. Получится прямоугольная полоска с отношением длины к ширине, большим п/2 и стремящимся к п/2 при n стремящемся к бесконечности (ширина полоски стремится к 1, длина – к п/2) . Перегнем последовательно эту полоску по всем проведенным на ней линиям, чередуя направления сгиба. Отрезки АВ и СD почти совместятся – между ними окажется только несколько слоев сложенной бумаги. При этом «почти совмещении» точка А совместится с D, а тоска В – с С, так что если бы мы смогли «пропустить ленту сквозь себя» и склеить |АВ| с  |СD|, то получилась бы лента Мёбиуса. Если ленту взять чуть более длинной, можно избежать складок.
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· Ответ. 
Можно ожидать, что X =[image: image32.png]



15.  Стихи

Лист Мёбиуса прост?  Не знаю...
Он многим видится другим...
Я не пойду к крутому краю...
Мне долгий путь необходим,
Такой, чтоб был так труден,
Так неизучен, так тернист...
И чтоб не ведать, что же будет,
Когда вдруг повернется лист.
Лист Мебиуса - символ математики,
Что служит высшей мудрости венцом…
Он полон неосознанной романтики:
В нем бесконечность свернута кольцом.
В нем – простота, и вместе с нею – сложность,
Что недоступна даже мудрецам:
Здесь на глазах преобразилась плоскость
В поверхность без начала и конца.
Здесь нет пределов, нет ограничений,
Стремись вперед и открывай миры,
Почувствуй силу новых ощущений,
Прими познанья высшего дары:
Познай любовь и ненависть изведай,
Низвергнись в ад – тотчас увидишь рай.
Ты в одночасье насладись победой
И горечь пораженья испытай.
На грани бесконечного блаженства
Испытывая суеверный страх,
Найдешь свой путь. Достигнув совершенства,
Окажешься в таинственных мирах.
И, вдохновленный этим дерзновеньем,
По экспоненте поднимаясь в высь,
Ты ощутишь восторг освобожденья,
Почувствуешь, как возникает Мысль.
Покажется, что распростерлась Вечность,
Что взломан Мироздания пароль.
И вдруг твое стремленье в бесконечность
Тебя вернет к исходной точке: в ноль.
Как о порог, об этот ноль споткнешься.
Но как бы ни был прежний путь тернист,
Вновь выбирай (и ты не ошибешься!)
Путь в бесконечность – Мёбиуса лист!

Лист Мёбиуса – желтая страница, 
Односторонки сказочный маршрут, 
Летит метелью, песенкой, синицей, 
Бульварной лентой, склеенный лоскут. 
Односторонний - из конца в начало, 
Трамвайным визгом, парной штангой дуг, 
Мой транспорт синий тянется к вокзалу 
По городу, наматывая круг. 

Эх, Мёбиус, спасибо за науку! 
Поверхность одинокой стороны 
Подобна закольцованному звуку, 
Вибрацией неоновой струны. 
Поверхность возвращенья в ту же точку 
Из пункта «А» в пункт «А», без дураков, 
По белой тундре, камушкам и кочкам, 
По строчкам недосказанных стишков.

16. Крылатые фразы

Лист - это не движение по циклу. Это - стремление в бесконечность.

 И никаких проколов!
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Лист Мёбиуса - вещь удивительная во всех отношениях, поэтому и открывается каждому из нас по-разному. 

И все правы...

Возможно, самая распространенная русская математическая шутка – 

"кошка, которая гуляет сама по себе - кошка Мёбиуса".

Лист Мёбиуса так неоднозначен:
Для Вас он прост, а для меня - иначе!

17. Выводы

При написании творческой работы получены следующие результаты:
1. Сформулировано понятие ленты Мёбиуса.
2. Изготовлена лента Мёбиуса.

3. Доказаны свойства ленты.
4. Рассмотрено применение.
5. Решены задачи, тесты по данной теме.
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