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Введение
Оказывается, на практике часто возникают задачи, в которых достижение некоторого результата может быть осуществлено многими способами, и приходится отыскивать наилучшее из них. Такие задачи, которые называются экстремальными, рассматривались еще до нашей эры. Так, в первом  столетии до нашей эры Герон из Александрии сделал замечательное  открытие. Он установил, что пути светового луча от точки А до точки В при отражении от зеркала является минимальным среди всех путей от А до В с заходом на плоскость зеркала.

 При строительстве дома меня заинтересовала следующая задача: Окно имеет форму прямоугольника, завершенного полукругом. Дан периметр фигуры. Каковы должны быть размеры окна, чтобы оно пропускало наибольшее кол-во света? В справочной литературе я узнал, что ее можно решить с помощью производной, но это понятие мной еще не изучено. Как можно решить эту  задачу другим способом?

Выбранную тему считаю актуальной, так как задачи на отыскания наибольших или наименьших значений, называемые  оптимизационными часто применяются в практической деятельности человека: в математике, технике, экономике, медицине и естествознании.  
. 
Объект исследования: оптимизационные задачи.
Предмет исследования:

Приемы решения оптимизационных задач. 

Цель исследования
Выявить и обосновать математические средства для решения задач; с помощью которых  решаются оптимизационные задачи.
Задачи
Найти и решить оптимизационные задачи с применением некоторых теорем, использованием свойств квадратного трехчлена, неравенство Коши.
3
Основное содержание
Для решения задач строим математическую модель 
1. Проанализировать условие задачи. 
2. Определить, наибольшее или наименьшее значение какой величины требуется найти.

3. Принять одну из неизвестных величин за независимую.  переменную  и обозначить ее буквой X. Определить границы изменения Х.

4. Исходя из условия задачи  выразить Y через Х и известный величины. 
5. Найти средствами математики наибольшее или наименьшее значение на промежутке изменения X.
6. Интерпретировать результат для рассматриваемой задачи.
Успех или неудача моделирования во многом определяется не выбором независимой переменой; выбор должен быть таким, чтобы не только модель получилась «проще», но и чтобы ее удалось исследовать.

2.1 При решении оптимизационных задач можно применить следующие теорем
Теорема 1. Произведение двух  положительных множителей, сумма которых постоянна, имеет наибольшее значение при равенстве множителей (если множители могут иметь равные значения).
Доказательство: Обозначим сомножители через x и y. Из торжества видно, что xy=
[image: image77.png]


((x+y)2-(x-y)2). ( По условию x+y  -постоянно.). Произведение xy будет наибольшее при наибольшем  значении (x-y)2, т.е. при x=y.

Отметим, что max xy=
[image: image2.wmf]4

1

(x+y)2.

Теорема 2. Сумма двух положительных слагаемых, произведение которых постоянно, имеет наименьшее значение при равенстве слагаемых.

 Доказательство: Пусть сомножители  x и y. Из тождества (x+y)2=(x-y)2+4xy ясно, что (x+y)2, а значит и x+y будет наименьшим значением, если x-y=0.
Следствие: Если произведение xy постоянно, то mx+ny, где m и n положительные числа, имеет наименьшее значение при mx+ny 

Используя раннее поставленный вопрос, как можно решить задачу 

Задача 1. Окно имеет форму прямоугольника, завершенного полу кругом. Дан периметр фигуры. Каковы должны быть размеры окна, чтобы оно пропускало наибольшее кол-во света?
другим способом? решаю задачу, используя теорему 1
Решение
[image: image1.wmf]4
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1.  переформулирую задачу: требуется выбрать размеры окна так, чтобы площадь окна была наибольшей.

2. Пусть высота окна -y, а основание-x, периметр окна P, тогда 
3. x+2y+ 
[image: image3.wmf]2

Пx

=P, а площадь окна
4

      Sокна =xy+ 
[image: image4.wmf]8
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Пx

.

x>0,y>0
Необходимо выбрать среди положительных  x,y, удовлетворяющих равенству 
x+2y+ Пx2 /2=P такие значения, что S принимает наибольшее значение.

Система

[image: image74.png]


        
 x+2y+ Пx /2=P
S=xy+ Пx2 /8.
3. Нахожу наибольшее значения S с применением теоремы 1.
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 S= xy+ Пx2 /8                S =
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(( 4+П)x)(4P-(4+П))x.

Видно, что S будет наибольшим, если произведение  (4+ П)x(4P-(4+П)x) примем наибольшее значение; так как сумма положительных сомножителей (4+ П)x и 4P-(4+П)x является постоянной, то  она - наибольшая по теореме1при условии, (4+ П)x = 4P-(4+П)x
От сюда   x=
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Ответ:  окно пропускает  наибольшее количество света при размерах  [image: image44.wmf]П
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2.2Использование свойств квадратного трехчлена при решении оптимизационных задач.
Задача 2

Найти наименьшее значение  функции y=x2-6x+5 
Решение:
1 Способ

y= x2-6x+5=(x+3)2-4.

Т.К. (x+3)2>=0 при всех x ,то  y(3)=-4.

5
2 Способ
корни трехчлена: (x2-6x+5=0) ( х=1,х=5 
Парабола симметрична, поэтому вершины xвер есть среднее арифметическое чисел 1и 5: 
хвер=
[image: image46.wmf]2
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1

+

=3. Т.К.старший член положительный, то функция примет наименьшее значение при xвер=3. Имеем min y=y(xвер)=y(3)=9-18+5= -4.
3Способ

  Используем монотонность функции y= ( x+3)2-4. при x  <3 функция убывает, а при x >3 
возрастает, поэтому в точке х=3 принимает наименьшее значение.

Ответ: У min=у(3)= -4
В общем случае 

y= ax2+bx+c=a(x2+
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Из этого следует:
Теорема 1
.а) Если, а>0, то функция y= ax2+bx+c при x=-b/2a принимает наименьшее значение, равной (4ас-b2)/4а;

б) Если, а<0, то функция y= ax2+bx+c при x=-b/2a принимает наибольшее значение, равной (4ас-b2)/4а;

Показываю применение  квадратного трехчлена на задаче, составленной мною.
Задача 3
Железная дорога между городами Новотроицк, Карталы и Магнитогорск не лежит на одной прямой. Где на железной дороге  от Новотроицка  до Карталы нужно  построить такую станцию, сумме квадратов расстояний которой до Новотроицк, Карталы и Магнитогорск была бы  наименьшей. (считать что путь от станции до станции прямолинейный). 
Решение:
1)Опустим из точки М перпендикуляр МД на НК и ведем обозначения: МД=а, НД=b, ДК=с 

(a, b, c-можно считать известными –это и означает, что точки  М,Н, и К заданы ), СД=x,
y= МС2+НС2+КС2.
2)МС2=МД2+СД2=x2+a2;
НС2=(НД-СД)2=(b-x)2;КС2=(с+x)2.

Получаем у:
3)y= (a2+x2)+(b-x)2+(c+x)2=3x2-2(b-c)x+b2+c2.

Преобразуем полученную функцию: y=3(x
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Ответ: уmin =a2+b2+c2-
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 Задача 4
Два  автомобиля движутся по дорогам, пересекающимся под прямым углом с постоянными скоростями V1и V2 м/с по направлению к перекрестку, от которой в начале движения первый находится  на расстоянии а, второй на расстояние b метров. Через сколько секунд от начала движения  расстояние между ними будет наименьшим?
Решение
Пусть после начала движения прошло x секунд.

 А 1С =а-V 1x, а 
ВС=(b-V 2x).

Расстояние между автомобилями будет А1В1=
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Требуется найти x, при котором значение y= 
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2

2

1

)

(

)

(

x

x

V

b

V

a

-

+

-

наименьшее. Функция не является квадратичной,
 так как  y= 
[image: image63.wmf]t

 возрастает при t>0, то функции  y= 
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 и y= (а- V1x)2+(b-V2x)2 принимают наименьшее значение в одной точке. Вторая функция является квадратичной, находим ее наименьшее значение, 

y= 
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=(V21+V22)x-2(aV1+ bV2)x+a2+b2=(V21+V22)(x-( aV1+ bV2)/( V21+V22)2+a2+b2- (aV1+ bV2)2/(V21+V22).
Отсюда x=(aV1+ bV2)/ (V21+V22), а наименьшее значение 
А1В1= 
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 Ответ: x=
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наименьшее расстояние  А1В1= 
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2.3Применение неравенства Коши для решения оптимизационных задач 
Много довольно сложных оптимизационных задач могут быть решены с помощью использования классического неравенства Коши.
Теорема 1: Если a1,а2,….....аn- неотрицательные числа, то
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Задача 5. 
Найти наименьшее значение  функции y=x2-6x+5
Решение

Хвер=6/2=3

x2-6x+5 = (х-1)(х-5)
Так как по теореме Коши а1+ а2+…..+ аn > 0 и (а1*а2*…..*аn)>0, то при 1<x<5
на отрезке функция имеет, вит  z=
[image: image71.wmf])
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(5-x)>0, (х-1)>0 => 
(5-x+x-1)/2>
[image: image72.wmf])

1

)(

5

(

-

-

x

x

 

2>
[image: image73.wmf])

1

)(

5

(

-

-

x

x

=>zmax=2  y min= - z2 max = -4
Ответ: -4
7

Вывод
Итак, рассматривая оптимизационные задачи, выявил методы решения: с применением некоторых теорем, использованием свойств квадратного трехчлена, неравенства Коши

Составил задачу и решил ее, используя свойства квадратного трехчлена.
Считаю, что такие задачи практической направленности необходимо применять в курсе математики старших классах, которые помогут  подготовить абитуриентов к институту. 
При решении оптимизационных задач получил новые знания и убедился в значении практического применения науки математики. Такие задачи можно решить с помощью производной, но это предмет моего дальнейшего изучения.
8
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