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     Эллипс  (от греч. «ellipsis» значит «недостаток» - возможно, имеется ввиду недостаток площади деформированной окружности) - эту фигуру знают все. Она была известна еще в Древней Греции. Её открыл некий Менехм около 360 года до нашей эры, а до нас она дошли по замечательному сочинению выдающегося математика Аполлония, написанному примерно 200 лет спустя. 
   С ней встречаются в начальной астрономии и географии (траектории движения планет и спутников, форма земного меридиана, путь электрона вокруг ядра атома), в черчении, рисовании и стереометрии (рисунки технических деталей, круглых предметов и геометрических тел). 
    Мы знаем уравнение окружности (х - а)2 + (у - в)2 = R2 где (а; в) – центр окружности, R – радиус. А как задать уравнение эллипса? Как с помощью формулы задать «приплюснутость»  окружности? 
  На уроках информатики мы  строили эллипс с помощью оператора   CIRCLE (x,y), R, C, , , k   где х, у – координаты центра эллипса, R – радиус той окружности, из которой получился эллипс, С – цвет,  k – значение коэффициента сжатия.  

    А как это сделать в математике? Меня очень заинтересовал этот вопрос. Попробуем дать определение эллипса, используя окружность.
    Построим окружность. Через центр О окружности радиуса а проведем взаимно перпендикулярные диаметры А'А и  D'D. На радиусах ОD, ОD' отложим от точки О равные отрезки ОВ, ОВ' длиной в (меньшей, чем а). Из каждой точки N окружности опустим перпендикуляр NP на диаметр А'А и на этом перпендикуляре отложим от его основания Р отрезок РМ так, чтобы 

                                                   РМ : РN = в : а.            (1)
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JAHHBIX TOYEK F| U F, IOCTOSIHHA, €CThb /LIUTIC.
Touxu F, u F, Ha3bIBAIOTCS €r0 (DOKYCAMH.

B cucreme xoopauHar, rae ock Ox CoOBIagaeT
C nmuHuEN (POKycoB F F, 2 HAYAIO0 KOOPAHHAT
HAXOAUTCS OCEPEIUHE MEXIY HUMU (pUC. 7), 3TO
OTIPENETICHUE BBIPAXKAECTCA YPABHEHUEM

\/(x—c)2 + 9? +\/(x+c)2 +y* =2a,
KOTOPOE MOHO MPBECTH K BU/Y
2 2

i

a

3 E;? =1
rE W= gt LR

Benuuunbl g ¥ b 331310T pa3aMepsl IOIYOCEH
3JUIUIICA (T. €. PACCTOSIHUA OT LIEHTPA SJUIUIICA O
HAnbO0JIEE€ U HAMMEHEE YAAIEHHBIX €r0 TOYEK).
Yem 6nmKe APYr K APYTy pasMepsl MOIyOCEi
3JUIUIICA, TEM GOJIbIIE OH IIOXOXK Ha OKPYKHOCTD
U IPEBPAIMACTCS B HEE NIPU a = b. «CIUTIOCHY-
TOCTb» SJUTUTICA IIPUHATO TAKXKE XAPAKTEPHU30BATh
OTHOWIEHUEM € = ¢/, TIOJIYIUBIIUM HA3BAHHE
IKCyenmpucumemn.

CII0BO focus B mEPEBOAE C JTATUHCKOT'O O3HA-
YaeT «OTOHb», «04ar». [IpOUCXOX/IEHUE HTOTO
HA3BAaHMS OOBACHIETCS 3AMEYATE/IBHBIM OTITHYE-
CKHMM CBOMCTBOM 3JUIMIICA: MIPSIMBIE, COETUHSIO-
mue JII06YIO €ro TOUKy € (POKYCaMH, COCTABIISIIOT
C KaCaTeJIbHOM K 3JUIMIICY B 3TOU TOYKE PaBHBIC
yriael. ECiiy npeacTaBuTe cebe, 9To 3JUTUATIC, TOH00-
HO 3€pPKajy, MOXET OTPaXKaTh CBETOBBIC JIyUU, U
IIOMECTUTh B OJMH M3 €ro (POKYCOB UCTOUHUK
CBETA2, TO JIy4H, OTPAXKAACH OT IIIUIICA, COGEPYTCS
B Ipyrom ero ¢okyce (puc. 8). Tax xxe pacmpocT-
PaHAIOTCSI U AKYCTUYECKHUE BOJIHBI, YTO HCITOJIb-
3YIOT APXUTEKTOPHI I CO34AHUS TTOPA3UTETD-
HBIX 3BYKOBBIX 3(D(PEKTOB: «I'OBOPSIIHX»> GIOCTOB,
«MHUCTHYECKOI'O» IIENOTA, <[IOTYCTOPOHHUX» 3BY-
KOB (puc. 9).

[Tonabmogaem 3a KOTEHKOM, TPUMOCTHBIIIM-
Cs1 Ha CKOJIB3SIINEH IO CTEHE yiecTHUIE (pUC. 10).
JoryCcTiM, 9TO KOTEHOK CIPBITHET C He¢ HE Cpa-
3y. Torzma, HaXO[ACh HA JIECTHUIIE, OH OIUIIET B
MPOCTPAHCTBE AYTY 3/UIMIICA (WIH AYyTY OKPY>KHO-

@) { X

I
I
I
|

Puc. 7. Puc. 8.

Puc. 9. TaMHCTBEHHbIE CBOMCTBA SAAUMTUYECKOrO CBOAA.

Puc. 10. Puc. 11.

CTH, €C/TU OYZIET CUAETh POBHO IOCEPETUHE
HUIBI). Ha 3TOM CBOIICTBE OCHOBAHO JEHiC
MEXAHU3MA, IIPEJIOKEHHOTO JIeoHapao fa
UM JI7I1 PUCOBAHUSA SJUTAIICOB (pUc. 11).

MAPABOAA

3aduKcupyeM Ha IVIOCKOCTH TOYKY F U TIPSV
KOTOpasi HE MPOXOAUT depe3 F. MHOXECTB(
Y€K IVIOCKOCTH, KOTOPBIE PACIIOIOXKEHBI HA
HOM PACCTOSTHHUM OT TOYKH F U OT IIPSIMO¥A /,
napabona, Touka F — e€ ¢pokyc, 2 npsmas
oupexmpuca.

Ecnu B (pOKyC «3epKanbHOM» apaboisl 1
CTUTDb UCTOYHHMK CBETA, TO BCE UCXO/SITHE 13
CBETOBBIC JIYYH IOCJIE OTPAKEHUS OT HEE Mo
I10 TIPSIMBIM, KOTOPBIE HAPAJITIETBHBI €€ OCH |
MeTpuH. 1 HA060POT, BCE CBETOBBIE JTy4IH, HITY
NaPajUIEIBHO OCH IapaBoJIbl, TIOC/IE OTPaRAS
OT «CTEHOK» KPHUBOI COOEPYTCS B OTHOM TOS!
e€ dokyce (puc. 12). D10 3aMeYaTENBHOE O
YECKOE CBOUCTBO IMAPAGOJIbI IMHUPOKO MPIM
€TCSI B TEXHUKE, HAIIPUMED B YCTPOMCTBE
PEMNEKTOPOB, aHTEHH PATUOTEIECKOIIOB.

378




    Это построение преобразует каждую точку N в другую соответствующую ей точку М, лежащую на  том же перпендикуляре NР, причем РМ получается из РN уменьшением в одном и том же отношении k =  в / а. 
    Такое преобразование называется равномерным сжатием. Прямая АА' называется осью сжатия. 

    Линия АВА'В', в которую преобразуется окружность после равномерного сжатия, называется эллипсом.     
    Точка О называется центром эллипса. Точки А, А', В, В' называются вершинами эллипса. 
   Отношение k =  в : а называется коэффициентом сжатия эллипса. Величина    1 - k = (а – в) / а  (т. е. отношение ВД : ОD) называется сжатием эллипса. Оно обозначается буквой α.
    Окружность можно рассматривать как эллипс с коэффициентом сжатия k=1.
· Так  земной меридиан точнее принять не за окружность, а за эллипс. Земная ось есть малая ось этого эллипса. Длина ее (округленно) 12 712 км. Длина большой оси равна (округленно) 12 754 км. Зная это, можно найти коэффициент сжатия k и сжатие α этого эллипса.

α  = а – в = 2а – 2в = 12 754 – 12712 ≈ 0,003,

                                   а            2а              12 754

k = 1 – α ≈ 0,997.
   Рассмотрим прямоугольный треугольник ОNР.
[image: image1]                                                       
   Мы имеем:

                                   ОР2  + РN2 = О N2 = а2.   (2)
 В силу (1) имеем:
                                       Р N  =  а  РМ.              (3)

                                                   в
Подставляя в (2), находим:

                                          ОР2 + а2 РМ2 = а2, 

                                                     в2
т.е.                                       

                                        х2 + а2  у2 = а2.                      (4)
                                                в2
Разделив левую и правую часть уравнения на а2, получим равносильное уравнение
                                                    х2 + у2    = 1.            (5)

                                                   а2      в2
     Итак, если М (х;у) лежит на эллипсе АВА'В', то х и у удовлетворяют уравнению (5). Если же М не лежит на этом эллипсе, то равенство (3), а значит и уравнение (5) не удовлетворяются.  Значит, мы получили уравнение эллипса.
    Уравнение  (5) называется  каноническим уравнением эллипса.

(Каноническое от греческого слова «канон» - образец. Таким образом, название «каноническое» равнозначно названию «типовое».) 

    Каноническое уравнение эллипса есть уравнение второй степени с двумя переменными, поэтому эллипс есть кривая  второго порядка.

   Если в каноническом уравнении эллипса  положить а=в, то уравнение эллипса превратится в уравнение окружности. Таким образом, окружность  является частным случаем эллипса. 

    График канонического уравнения эллипса, т. е. сам эллипс, будет выглядеть следующим образом.
                             
[image: image2]
     Точки пересечения эллипса, заданного каноническим уравнением, с осями координат называются вершинами эллипса.
    Полагая в уравнении эллипса у = 0, найдем две точки пересечения эллипса с  осью абсцисс: А (-а; 0) и С (а; 0). Аналогично, полагая х = 0, находим точки пересечения  эллипса с осью ординат: В (-в; 0) и Д (в; 0).

    Используя каноническое уравнение эллипса можно построить следующие рисунки: «Лицо» и «Палитра с красками»
«Лицо»
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Этот рисунок можно описать следующими уравнениями и неравенствами:
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х2 + у2_   - 1         (х ± 3)2+ (у - 6)2 – 1     = 0,  (голова, глаза)
64   144                  4
( х ± 3)2 + (у – 6)2  ≤ 1,   (зрачки)
у + |х +3| -9 = 0,     -5 ≤  х ≤ -1,           брови
у + |х - 3| -9 = 0,     1  ≤  х ≤ 5, 
«Палитра с красками»
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(х + 1)2  + (у -2)2  _  1        (х - 4)2  + (у + 2)2  _  1    = 0
169              64                         9             4    
(палитра)
(х - 2)2  + (у - 3)2_  1   ≤ 0,     4(х + 8,5)2  + (у - 3)2 - 1 ≤ 0   (кисточка);
    81                                               9

(х - к)2  + (у -8)2 -  1 ≤ 0  (к = 3 и к = -4)    ( синяя и оранжевая краски);
    4
(х + 9)2  + (у - к)2 -  1 ≤ 0  (к = 6 и к = -2)    (красная и желтая краски);
    4

(х -п)2  + (у - к)2 -  1 ≤ 0  (к1 = 1, п1 = -11  и  к2 = -3, п2 = -3)    (зеленая и 
   4                                                                                                сиреневая краски).                                                             
Геометрические свойства эллипса, заданного своим каноническим уравнением.

   Свойство ограниченности. 

   Эллипс является ограниченной фигурой, которую можно поместить в прямоугольник АВСД со сторонами 2а и 2в.

    Доказательство.

    Каждое слагаемое в левой части канонического уравнения эллипса – неотрицательное число, не превосходящее единицы: 
0  ≤  х2 / а2 ≤ 1,
0  ≤  х2 / в2 ≤ 1.
    Отсюда вытекает, что 

-а  ≤  х  ≤ а,
-в  ≤  х  ≤  в.
    Следовательно, эллипс представляет собой ограниченную кривую, лежащую между отрезками прямых  х = ± а и у = ± в, т.е. в прямоугольнике АВСД, вершинами которого являются точки пересечения прямых.
                        
[image: image5]
  Этот прямоугольник называется основным прямоугольником эллипса. 

  Свойство симметрии. 
  Эллипс имеет две взаимно перпендикулярные оси симметрии.
  Для эллипса изображенного на рисунке осями симметрии служат оси координат, а центром симметрии – начало координат. 


Доказательство.
    Если точка М (х;у) принадлежит эллипсу, т. е. числа х и у удовлетворяют каноническому уравнению эллипса, то и точка М'(х;-у), симметричная М относительно оси абсцисс, так же принадлежит эллипсу: 
х2 + (-у)2   =   х2 + у2    = 1.

                                            а2       в2         а2      в2
   Отсюда следует, что ось ОХ является осью симметрии эллипса, заданного каноническим уравнением.

    Если точка М (х; у) принадлежит эллипсу, т. е. числа х и у удовлетворяют каноническому уравнению эллипса, то и точка М"(-х; у), симметричная М относительно оси ординат, так же принадлежит эллипсу: 
(-х)2 + у2   =   х2 + у2    = 1.

                                            а2        в2         а2     в2
     Отсюда следует, что ось ОУ является осью симметрии эллипса, заданного каноническим уравнением.

    Наконец, начало координат (точка О) является точкой симметрии эллипса, так как если точка К(х; у) принадлежит эллипсу, то и симметричная ей относительно начала координат точка  К'(-х; -у) также принадлежит ему:
(-х)2 + (-у)2   =   х2 + у2    = 1.

                                           а2          в2         а2     в2
    Отрезки осей симметрии, заключенные внутри эллипса имеют специальные названия.

   Отрезок большей длины называется большой осью эллипса, а отрезок меньшей длины – малой осью. Числа а и в (в данном случае а > в), выражающие половины длин большой и малой осей эллипса, однозначно определяют эллипс и называются соответственно большой и малой полуосями эллипса.
    Можно дать геометрическое определение эллипса.
   Эллипс есть геометрическое место точек (М), сумма расстояний, от которых до двух данных точек F, F' имеет одно и то же значение 2а:

                                                  F'М + FМ = 2а.
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   Точки F и  F' называются фокусами эллипса, а расстояние FF' -  фокусным расстоянием; оно обозначается 2с:
                                         FF' = 2с.

Так как  FF' < FМ + F'М, то 2с < 2а, т. е.

                                               с < а.

   Фокус - латинское слово; означает «очаг». Если в точке F (или F') поместить источник света, то после отражения от эллипса все лучи соберутся в точке F' (или  F) и помещенное там горючее вещество загорится. Это зрелище поражало зрителей; поэтому слово «фокус» получило  тот смысл, который это слово имеет в обиходе и сейчас. 
   Софокусные (имеющие одинаковые фокусы) эллипсы или совпадают, или не пересекаются.
   Докажем что, линия, которая получается из геометрического определения эллипса, тождественна с линией названной эллипсом ранее.

  Примем прямую FF' за ось абсцисс и середину О отрезка FF' – за начало координат. Тогда имеем F'(-с; 0), F(с; 0).


 Из равенства   F'М+FМ = 2а, имеем:                                
     __________       __________

   √(х + с)2+ у2 + √(х - с)2 + у2 = 2а,

     __________              _________

   √(х + с)2+ у2 = 2а - √(х - с)2+ у2.
   Возведем обе части уравнения в квадрат. Получим

                                        __________

(х + с)2+ у2 = 4а2 – 4а √(х - с)2+ у2   + (х - с)2 + у2,

          __________       

  4а √(х - с)2+ у2    = 4а2 - 4сх,

       __________       

  а √(х - с)2+ у2    = а2 - сх.

   Возведем обе части уравнения в квадрат. Получим

   а2( х – с)2 + а2у2 = а4 – 2а2с2 + с4+ с2х2 + 2с3х – 2а2сх,

   а2х2 – 2а2хс + а2с2 + а2у2 =  а4 + с2х2 – 2а2сх ,

   а2х2+ а2с2 + а2у2 = а4 + с2х2,
   а2х2 - с2х2+ а2у2 = а4 -  а2с2,

  (а2 - с2 )х2 + а2у2 = а2( а2- с2 ).
Разделим обе части равенства на а2( а2- с2 ) ≠0. Получим

х2 + у2              = 1.      (6)
                                              а2      а2- с2
    Так как с < а, то величина а2 - с2 положительна. Поэтому уравнение (6) можно написать в виде

                                                х2 + у2    = 1,            (7)

                                               а2      в2
    где                                 

                                            в2 = а2 – с2.

     Уравнение (7) совпадает с уравнением (5). Значит, линия, которая получается из геометрического определения эллипса, тождественна с линией названной эллипсом ранее.
    При этом оказывается, что центр О эллипса совпадает с серединой отрезка FF', т. е. ОF=с. 
    Большая ось 2а = А'А эллипса, согласно равенству   F'М + FМ = 2а, оказывается равной неизменной сумме расстояний  F'М + FМ. 
    Малая полуось в = ОВ и отрезок с = ОF являются катетами прямоугольного треугольника ВОF; гипотенуза ВF этого треугольника равна а. Это видно из равенства в2 = а2 – с2,  а также из того, что равные отрезки FВ и F'В составляют в сумме 2а (по определению эллипса).

   Таким образом, расстояние от фокуса до конца малой оси равно длине большой полуоси.
Построение эллипса.
  Геометрическое определение эллипса используется при построении эллипса с помощью нерастяжимой нити. Если концы нити закрепить кнопками в точках F и F' (фокусах), а острие М карандаша передвигать, натягивая нить, как  указано на рисунке, то оно опишет эллипс.                  

                             
[image: image7]
    Этот способ с успехом используют... садовники при изготовлении цветочных эллиптических клумб. Вместо кнопок в землю втыкают два кола, кольцо делается из толстой веревки, а эллипс вычерчивается на земле не карандашом, а палкой.

                                   [image: image8.png]



    Для другого способа получения эллипса потребуется сковорода и  картонный круг диаметром вдвое меньше диаметра сковороды. Клейкой лентой укрепим на дне сковороды лист бумаги. Положив круг на сковороду, продырявим его в любом месте, отличном от центра, отточенным карандашом. Если теперь катить круг по краю сковороды, прижимая острие карандаша к бумаге, то на бумаге появится эллипс.
 Построение эллипса по его осям.

  1 способ.

   На перпендикулярных прямых Х'Х и У'У откладываем отрезки ОА' = ОА = = а и    ОВ' = ОВ = в  (половины данных осей 2а и 2в (а < в)). 
   Точки А', А, В', В будут вершинами эллипса. 

   Из точки В радиусом а  описываем дугу uv; она пересечет отрезок А'А  в точках F'F; это будут фокусы эллипса (т. к.  в2 = а2 – с2). Разделим отрезок А'А  = 2а произвольно на две части: А'К = r'  и КА = r, так что r' + r = 2а. Из точки F описываем окружность  радиуса  r, а из  F' – окружность радиуса r'.
    Эти окружности пересекутся в двух точках М и М', причем по построению F'М + FМ = 2а и F'М' + FМ' = 2а. 
   Согласно геометрическому определению эллипса точки М и М' лежат на эллипсе. Меняя r, получим новые точки эллипса.
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   2 способ.

   Проводим две концентрические окружности радиусов ОА = а и ОВ = в. Через центр О проводим произвольный луч ОN. Через точки К и М', в которых ОN пересекает две окружности, проводим прямые, соответственно параллельные осям Х'Х и У'У. 
   Эти прямые пересекутся в точке М. Ее ордината РМ (РМ=КD) короче ординаты РМ' точки М', лежащей на окружности радиуса а, причем 
РМ : РМ' = в : а.
   Значит, точка  М лежит на искомом эллипсе. 
   Меняя направление луча ОN, получим новые точки эллипса.


[image: image10]
    Конечно, если   заданы  оси    эллипса,    то проще всего начертить эллипс от руки, построив сначала характеристический прямоугольник, а затем впи​сав в него овальную кривую. Но этот способ неточен (хотя после небольшой практики удается уверенно нарисовать почти настоящий эллипс).
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   Но интересно начертить эллипс непрерывным движением, то есть, не отрывая карандаша от бумаги, подобно тому, как мы вычерчиваем окружность циркулем. Это можно сделать специальным прибором —  эллипсографом.

         ЭЛЛИПСОГРАФ.

   Рассмотрим такую геометрическую задачу.

  Отрезок PQ движется в плоскости так, что один его конец Q скользит по прямой ОХ, а другой Р — по перпендикулярной ей прямой 0Y. Какую линию опишет при этом точка М этого отрезка   (МР=а, MQ=b)?
                            
[image: image12]
Докажем, что эта кривая — эллипс. 
 Применим метод координат — за оси координат примем прямые, по которым скользит отрезок.                       

[image: image13]
    Пусть координаты точки М — х и у (они зависят от угла PQO). Из подобия треугольников QNM  и  MLP   имеем

                  NM = QM   , или        y____   =   в            (1)
                  LP       MP
  √(a² - x²)         a

    Уравнение (1) еще нельзя назвать уравнением искомой траектории: оно составлено применительно к рисунку, где отрезок лежит в I четверти и обе координаты точки М положительны. Только при этом условии можно считать, что ON = х, и NM =у; если же отрезок находится во II, III или IV четвертях , то нужно считать ON = ±x, NM = ±y, выбирая каждый раз нужные знаки. Впрочем, уравнение (1) пригодно и для II четверти, так как х возводится в квадрат и перемена знака х не изменит этого уравнения. Для III и IV четвертей уравнение (1) должно быть заменено на такое:
-         y___  =   в.          (2)
                                               √(a² - x²)        a
   Пара уравнений (1)  и   (2) может быть заменена одним уравнением

           y²__   =   в  ,   
   √(a² - x²)         a               

которое   легко   приводится   к   виду
x² + y² = 1.
                                                          a²    в²

   На полученном результате основана конструкция эллипсографа. На бумагу или чертежную доску накладывается крест, в котором имеются две взаимно перпендикулярные прорези.
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    С прямолинейной планкой соединены три муфточки, которые можно закрепить в любых точках планки. Крайние муфточки Р и Q могут ходить в прорезях креста, а средняя М снабжена карандашом, который при движении планки вычерчивает эллипс. Закрепив муфточки по заданным полуосям РМ=а, QM = в, мы можем вычертить эллипс с этими полуосями.
 Эксцентриситет эллипса.
  Отношение  фокусного расстояния к большой оси 

               FF' ,              
              А'А   
т. е.  величина    с , называется 
                            а

эксцентриситетом эллипса.

   Эксцентриситет обозначается греческой буквой ε («эпсилон»):   
                                                     ε =  с .

                                                            а
    Так как  с < а, то эксцентриситет эллипса меньше 1. 
     Эксцентриситет ε и коэффициент сжатия k эллипса в силу равенства  
в2 = а2 – с2  связаны соотношением

                                           k 2 = 1  – ε2.

      Если окружность рассматривать как частный вид эллипса, то в = а, то с=0, т. е. фокусы F  и F' нужно считать совпавшими.  Эксцентриситет окружности равен 0.

    Эксцентриситет является характеристикой формы эллипса (но не его размеров). 
    В том случае, когда эксцентриситет эллипса  ε стремится к единице, расстояние между фокусами стремится к длине большой оси : 2с → 2а. Но из равенства  а2 = в2 + с2  следует, что если с → а, то в → 0 и эллипс будет больше «сплющиваться».

   Отношение  а/в можно выразить через ε следующим образом.

   С учетом равенства а2 – с2 = в2 формулу    ε =  с/а  можно переписать в виде

        ______      __________        ________

ε = √ а2- в2  = √(а2 – в2)/ а2   = √1 – (в/а)2  ,

            а      

                   ________                         ______

т.е.    ε =  √1 – (в/а)2        и    в/а = √1 – ε2    .               
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     Таким образом, можно сделать вывод: чем больше эксцентриситет эллипса ε = с/а (т.е. чем ближе ε к единице), тем больше «сплющен» (вытянут эллипс к оси ОХ), и чем меньше эксцентриситет ( т.е. чем ближе ε к нулю), тем более «круглым», более близким к окружности становится эллипс.
   Согласно одному из законов Кеплера, каждая планета Солнечной системы движется по эллиптической траектории, в одном из фокусов которой находится Солнце. Ближайшая к Солнцу точка A называется перигелий, а наиболее удалённая от него точка B - афелий. Так же по эллиптическим траекториям вращаются вокруг Земли тысячи искусственных спутников.
       Так эксцентриситет орбиты Меркурия 0,21;  Венеры – 0,007; Земли – 0,017; Луны – 0,055;  Марса – 0,093;  Юпитера – 0,048;  Сатурна 0,056; Урана – 0,047; Нептуна – 0,009; Плутона – 0,249. Чем меньшую массу имеет тело, тем эксцентриситет орбиты у нее больше.  Однако эксцентриситеты планет не идут ни в какое сравнение с эксцентриситетом комет, которые движутся по очень вытянутым орбитам. Например, комета Галлея имеет эксцентриситет 0,967.
Пример. Пусть фокусное расстояние эллипса 2с = 8 см, а сумма расстояний от произвольной его точки до фокуса составляет10см. 
    Тогда большая ось  2а = 10 см, эксцентриситет ε = с/а = 0,8. 
                                                       _______

        Коэффициент сжатия k  = √ ( 1 – ε2)  = 0,6. 

                                                   _______

        Малая ось 2в = 2аk = 2 √ а2 – с2    = 6 см. 
  Каноническое уравнение эллипса есть          х2 + у2    =1 .
                                                                             25    9

   Пусть М(х;у)  -  произвольная точка эллипса с фокусами F и F'.


Длины отрезков FМ = r и F'М = r' называются фокальными радиусами точки М. 
Очевидно,                     

                                                r + r' = 2а.
Имеют место формулы 

                                       r' = а + εх,   r = а – εх.
   Прямые х = ± а / ε называются директрисами эллипса. Каждой из директрис ставится в соответствие тот фокус эллипса, который лежит по ту же сторону от центра, т.е. директрисе QP – фокус F, а директрисе Q'P'  - фокус F'.

   Значение директрисы эллипса выявляется следующим утверждением.

   Если r" – расстояние от произвольной точки эллипса до какого-нибудь фокуса, d – расстояние от этой же точки до соответствующей этому фокусу директрисы, то отношение r/d есть величина постоянная, равная эксцентриситету эллипса:   r/d = ε.
    Так как для эллипса ε < 1, то всякая точка эллипса ближе к фокусу, чем к соответствующей директрисе.
    Если большая ось эллипса остается неизменной, а эксцентриситет стремится к нулю (т. е. эллипс все меньше отличается от окружности), то директрисы неограниченно удаляются от центра.
У окружности директрисы нет.
Что произойдет с эллипсом, если взять  а < в?

Если взять а < в, то уравнение

                                                х2 + у2    = 1,            

                                               а2      в2
определяет эллипс, большая ось которого 2в лежит на оси ОУ, а малая ось 2а – на оси ОХ         
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                                                                                                                           ____

  Фокусы такого эллипса находятся в точках F (0; с) и F'(0; -с), где с = √в2 – а2.

    Два эллипса заданные уравнениями 
                       х2 + у2    = 1   и     х2 + у2    = 1 называются сопряженными.          
                       а2     в2                  в2      а2      
   Для сравнения на рисунке  изображены два сопряженных эллипса и написаны их уравнения.


[image: image17]
    Эллипс называют еще коническим сечением, так как его можно получить на поверхности круглого конуса в пересечении с плоскостью Р, не проходящей через вершину конуса.  Одним из первых, кто начал изучать эту кривую, был ученик знаменитого Платона, древнегреческий математик Менехм (IVв. до н. э.). Решая задачу об удвоении куба, Менехм задумался: «А что получится, если разрезать конус плоскостью, перпендикулярной его образующей? Какие кривые предстанут нашему взору?». Так, изменяя угол при вершине прямого кругового конуса, Менехм получил три вида кривых: эллипс – если угол при вершине конуса острый; параболу – если угол прямой; одну ветвь гиперболы – если угол тупой. Названия этих кривых предложил один из древнейших геометров древности Аполлоний Пергский, посвятивший замечательным кривым  трактат из восьми книг «Конические сечения».
   Если плоскость Р не параллельна ни одной из образующей конуса, то коническое сечение будет эллипс.
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    Диаметры эллипса определяется как диаметр конического сечения. Середины параллельных хорд всякого конического сечения лежат на одной прямой; это прямая называется диаметром конического сечения. Каждому направлению параллельных хорд соответствует свой диаметр («сопряженный» с данным направлением)
    Все диаметры эллипса проходят через его центр.
    Диаметр, соответствующий хордам, параллельным малой оси есть большая ось.

    Диаметр, соответствующий хордам, параллельным большой оси есть малая ось.

    Хордам с угловым коэффициентом k (k ≠ 0) отвечает диаметр у = k1 х, где k1 определяется из соотношения
                                        k k1 = ε2 – 1,

т. е.                                

                                        k k1 =  - в2/а2. 
Пример. Диаметр UU' эллипса    х2 + у2    = 1, отвечающий хордам с угловым        

      9        4
коэффициентом  k = -8/9, представляется уравнением у =  k1 х; значение  k1 определяется из соотношения     -   8  k1  =  -  4 , так 
                                                            9             9

что уравнение диаметра  UU' есть у =  1 х.
                                                                  2                                            
Пример.  
  Диаметр VV' того же эллипса, соответствующий хордам с угловым коэффициентом k = ½, представляется уравнением 
у = -  8 х.

          9   

Пример.  
Диаметр   у = - 8 х  эллипса    х2 + у2    = 1 делит пополам 
                          9                      9       4
  хорды, параллельные диаметру                                                    
у = 1х. В свою очередь диаметр у = 1х делит пополам хорды, параллельные  

      2                                                      2

диаметру                                 
у = - 8х .     

         9      
    Диаметры, каждый из которых делит пополам хорды, параллельные другому, называются взаимно сопряженными.
    Два диаметра, сопряженных  друг с другом и вместе с тем взаимно перпендикулярных, называются главными диаметрами. У окружности всякий диаметр – главный.  У эллипса, отличного от окружности, есть лишь одна пара главных диаметров – большая и малая оси. 

    Угловые коэффициенты неглавных сопряженных направлений имеют согласно соотношению  k k1 =  - в2/а2 противоположные знаки, т. е. два сопряженных диаметра эллипса принадлежат различным парам вертикальных углов, образуемых осями (на рисунке диаметрV'V лежит во II и IV четверти, а U'U – в I и  III четверти). При вращении диаметра U'U сопряженный диаметр V'V вращается в ту же сторону, что и U'U.
    Еще одно свойство эллипса (она была доказана для любого конического сечения) доказал Блез Паскаль. Сам Паскаль назвал это утверждение теоремой  о «мистическом шестивершиннике». 

   Теорема. Пусть на эллипсе произвольно выбраны и пронумерованы 6 точек. Обозначим через P, Q, R точки пересечения трех пар прямых: (1, 2) и (4, 5); (2, 3) и (5, 6); (3, 4) и (6, 1). Тогда точки Р, Q, R лежат на одной прямой.

[image: image19]
     Касательной к эллипсу называется прямая, имеющая с эллипсом только одну общую точку.
   Пусть А – произвольная точка эллипса с фокусами F1, F2.  Тогда касательной к эллипсу, проходящей через точку А, является прямая, содержащая биссектрису угла, смежного с углом F1А F2.
  Доказательство.


[image: image20]
рис.1
    Докажем, что прямая а, содержащая биссектрису угла смежного с углом 

F1А F2, будет касательной  к эллипсу.
    Обозначим АF1 + А F2 = с. Рассмотрим точку F на прямой F1А, для которой АF = АF2 .  Тогда прямая а будет серединным перпендикуляром к отрезку FF2. Для произвольной точки А' прямой а, отличной от А, имеем:
А' F2 = А' F   и  А' F1 + А' F2 = А' F1 + А' F > F1F = с.

   Это означает, что точка А' не принадлежит эллипсу, следовательно, прямая а имеет только одну общую точку А с эллипсом, то есть является касательной.

  Уравнение касательной к эллипсу в точке (х, у) будет иметь вид 
                                       хХ  +  уУ = 1.
                                        а2        в2
Пример. Эллипс задан каноническим уравнением  х2 + у2    =1 .
                                                                                       25    9

Написать уравнение касательной к эллипсу в точке М (0; 3).
Решение. Уравнение касательной имеет вид
                                       хХ  +  уУ = 1.

                                        а2        в2
 Значит,    0 ·Х  +  3∙ У = 1.    

25 9     
                У= 3.

    В данном случае уравнение касательной можно было найти не используя уравнение касательной в общем виде. Так как касательную надо провести через одну из вершин эллипса.


 Нормалью  в точке М эллипса называется перпендикуляр МN к касательной МТ.         
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  Нормаль и касательная к эллипсу являются биссектрисами соответственно внутреннего и внешнего углов между радиус – векторами точки касания.


Уравнение нормали к эллипсу в точке (х, у) 
                                 (Х – х)у = (У - у)х    
                                       а2              в2
    Фокальное свойство эллипса.
     Если источник света поместить в один из фокусов эллипса, то лучи, отразившиеся от эллипса, соберутся в другом его фокусе.

   Воспользуемся тем, что угол падения света равен углу отражения, и тем, что от кривой свет отражается так же как  от касательной (рис.1). Тогда углы 1 и 2 равны, так как касательная а содержит биссектрису угла F2 А' F. Углы 2 и 3 равны как вертикальные углы. Следовательно, углы 1 и 3 равны. Поскольку угол падения луча света в точке А равен углу 3, то угол отражения будет равен углу 1, то есть луч света после отражения в точке А пойдет в направлении А F2.
      Если потолок актового зал сделать эллиптическим и покрыть светоотражающим материалом, то можно будет экономить электричество. Для этого необходимо будет в одном фокусе этого эллипсоида повесить лампу и свет от нее будет освещать так же  место нахождения второго фокуса.
     Длина актового зала 14м, ширина 10м.  АА' = 14 м, BB' = 10 м. Следовательно, а = 7м, в = 5м. Так как  в2 = а2 – с2, с = ОF, то с2 = а2 – в2 = 49 – 25 = 24, с ≈ 4,9 м. ОF ≈ 4,9 м.
    Значит, если лампа будет находиться в точке F, то она будет освещать  и место, находящееся под точкой F'.

     Так же распространяются и акустические волны. Это свойство лежит в основе любопытного акустического эффекта, наблюдаемого в некоторых пещерах и зданиях – речь человека, стоящего в некоторой точке, отлично слышна в другой, существенно удаленной от нее точки. В таких случаях стены или потолки помещений имеют форму эллипсов. Это свойство используют архитекторы для создания поразительных звуковых эффектов: «говорящих» бюстов, «мистического» шепота, «потусторонних» звуков. 
   Если источник звука находится в одном из его фокусов, то максимальная слышимость будет в другом фокусе. Поэтому если крыша здания или его стены имеют эллипсоидальную форму, то вне зависимости от остальной архитектуры здания два человека, находящиеся в фокусах эллипсоида, могут прекрасно пошептаться, не обращая внимания на окружающих. Наличие подобного «пятна» максимальной слышимости — основное отличие эллипсоидальных галерей от круговых. В последних есть просто область слышимости.

     Если у вас появится желание построить собственное шепчущее строение, то необходимо выбрать в качестве его основания эллипс. Такая форма хороша тем, что можно поболтать с находящимся во втором фокусе гостем, не открывая своего инкогнито и совершенно без посторонних ушей.

   Созданное таким образом строение, возможно, войдет в ряд мировых достопримечательностей, таких как стена шепота в Китае, собор святого Петра в Риме, скульптурный зал Капитолия, комната у входа в бар в нижнем этаже Центрального вокзала в Нью-Йорке.

     Свойства эллипса применяются не только в архитектуре.
     Если на двух одинаковых эллипсах нанести зубчики, то получится две шестеренки. Насадим их на оси, отстоящие на расстояние 2а, так, чтобы эти оси проходили через фокусы эллипсов, тогда эти шестеренки будут все время в зацеплении, но при равномерном вращении одной оси другая будет вращаться, то быстрее, то медленнее, что часто бывает необходимо в разных машинах и аппаратах.
 Параметрическое задание эллипса.
   Пусть даны две функции аргумента t:  
                         х = f(t),   y =φ(t).           (1)

   Тогда одна из них, например у, есть функция другой. Задание этой функции с помощью равенства (1) называется параметрическим, вспомогательная величина t называется параметром.
    Уравнение х2  + у2  =  1, представляющее эллипс, задает двузначную  
                        а2      в2______
функцию   у = ±  в √ а2 –х2.
                            а
     Для ее параметрического задания можно произвольно выразить одну из переменных, например х, в функции t. Положив х/а = cos t, найдем у/в=± sin t. Знак можно выбирать произвольно. Возьмем плюс. Получаем параметрическое задание х = а cos t,   у = в sin t.
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Имеем t =     АОN.
    Площадь эллипса  х2  + у2  =  1  можно найти по формуле  S = πав.
                                    а2      в2
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  Площадь сектора ВОМ можно найти по формуле Sсектора = ав arccos х/а

                                                                                                       2

 Площадь сегмента МВN:   Sсегмента = ав arccos х – ху.
                                                                                а
  Периметр эллипса можно приближенно найти по формулам
                                  __

  L = π(1,5(а + в) - √ав);            L = π(а + в)64 - 3λ4 ,  где λ= а – в .
                                                                       64 -16λ2               а +в

Пример. 
На школьной площадке надо сделать 
клумбу в виде эллипса длиной 3 м и 
площадью равной 1,5π м2. 
Решение. 

Так как S = πав, то в = S/ πа. а = 1,5 м,
 в = 1,5π/ 1,5π = 1 (м). 
c2 = a2 – в2, с2  = 1,25, с ≈1,12 м. 
Значит,  надо колышки поставить на расстояние равное 2с ≈ 2,24м, а веревку взять длиной 2а + 2с ≈ 3 + 2,24 = 5,24(м) .
  Кривизна.
    Пусть при переходе от точки М линии L к точке D касательная, направленная в сторону движения, переходя из  положения МТ в положение DР, поворачивается на угол ω. Отношение угла ω к длине дуги МD характеризует искривленность линии L на участке МD и называется средней кривизной дуги МD. Угол ω принято измерять в радианах.
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    Средняя кривизна любого отрезка прямой линии (ее касательная совпадает с самой прямой) равна нулю, средняя кривизна любой дуги окружности радиуса R равна 1/R.
    Кривизной линии L к точке М называется предел, к которому стремится средняя кривизна дуги МD, когда точка D стремится к М. Кривизна обозначается буквой К: 
                              К =   lim     ω/MD.
                                    MD→0  
    Кривизна характеризует искривленность линии в рассматриваемой точке. Кривизна прямой всюду равна нулю, кривизна окружности радиуса R всюду равна 1/R.

  Для любой другой линии кривизна меняется от точки к точке. В отдельных точках она может равняться нулю; такие точки называются точками спрямления.
   Пусть точка D двигаясь по плоской линии L, стремится к неподвижной точке М, где кривизна К не равна нулю. Тогда точка С', где неподвижная нормаль MN пересекается с нормалью DN', стремится к точке С, отстоящей от М на расстояние МС = 1/К. При этом луч МС направлен в сторону вогнутости линии L. 

    Отрезок МС называется радиусом кривизны, точка С – центром кривизны линии L (для точки М).
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   Радиус кривизны обозначается R или греческой буквой ρ («ро»). Величины R и К взаимно обратны, т. е.   R = 1/К и  К = 1/R.
  Радиус кривизны эллипса в точке М(х0, у0) можно вычислить по формуле
             R = а2в2 ( х02/а4 +у02/в4)3/2 = (r1r2)3|2,   
                                                              ав
где r1, r2 –расстояние от точки М до фокусов.
   Радиус кривизны эллипса в вершинах равен:
    в  вершине А(а; 0)     Ra = в2/а,

    в  вершине В (0; в )   Rв = а2/в.
   Уравнение      х2 + у2    = 1 представляет на плоскости ХОУ эллипс с 

                          а2      в2
полуосями а и в.
   А что представляет собой это уравнение в пространстве?

   Всякое уравнение, не содержащее координаты z и представляющее на плоскости некоторую линию L, представляет в пространстве цилиндрическую поверхность, у которой образующая параллельна оси ОZ, а направляющей служит линия L.

Значит, уравнение   х2 + у2    = 1  пространстве представляет цилиндрическую
                                  а2      в2
поверхность S, у которой образующие параллельны оси ОZ, а направляющей служит эллипс АВА'В'.  Такая поверхность называется эллиптический цилиндр.
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      Частным случаем эллиптического цилиндра является круговой цилиндр, его уравнение x² + y²=R².
    Уравнение, не содержащее координаты х (или у) представляет цилиндрическую поверхность, у которой образующая параллельна оси ОХ (или ОУ).
     Добавим в уравнение   х2 + у2    = 1  еще одно слагаемое z2 .
                                             а2      в2                                              c2
   Получим уравнение х2 + у2  +z2  = 1.  
                                       а2      в2    c2
   Поверхность, представляемая уравнением х2 + у2  +z2  = 1 называется 
                                                                             а2      в2    c2
эллипсоидом.
  Греческое слово «эллипсоид» означает «эллипсовидный». Оно мало подходит для именования поверхности, но очень укоренилось. Древнегреческие геометры называли эллипсоиды вращения (других они не рассматривали) сфероидами (т. е. «сферовидными») Это наименование употребляется и сейчас.

   Линия пересече​ния АВА'В' эллипсоида с плоскостью XOY пред​ставляется системой
х2 + у2  +z2  = 1,
а2      в2    c2
z = 0.
Она равносильна системе

х2 + у2  = 1,
а2      в2    
z = 0,
так что АВА'В' есть эллипс с полуосями ОА = а, ОВ = Ь.
    Сечения эллипсоида плоскостями YOZ, XOZ есть эллипсы М'СМВ с полуосями ОВ = в, ОС = с и L'CLA с полуосями ОА = а, ОС = с.
   Сечение эллипсоида плоскостью z = h (LML'M' на рисунке) представляется системой
х2 + у2  = 1 – h2  ,
а2      в2            c2
z = h.

     Однако если  |h| > с, то уравнение  х2 + у2  = 1 – h2   не представляет 
                                                                а2      в2            c2
никакого геометрического места («мнимый эллиптический цилиндр»). В этом случае плоскость не пересекает эллипсоида. 
    При |h| = с данное урав​нение представляет ось OZ (х = 0, у = 0). Значит, плоскость z = с имеет с эллипсо​идом одну общую точку С(0; 0; с) (точка касания); та​ким же образом плоскость z = - с касается эллипсоида в точке С(0; 0; -с) (на рисунке не показана).                                                             
  Если же |h| < с, то искомое сечение есть эллипс с по​луосями 
              _______                ______
KL = a√1 – h2/c2, KM = в√1- h2/c2,  пропорциональными а и в.
   По мере удаления от плоскости ХОУ размеры сечения уменьшаются (причем все они подобны). 

   Та же картина и для сечений, параллельных плоскостям YOZ, ZOX.
  Точка О есть центр симметрии эллипсоида. Плоскости XOY, YOZ, XOZ — плоскости симметрии, оси OX, OY, OZ — оси симметрии.
Трехосный эллипсоид. 
    Если все три величины а, в, с  различны (т. е. ни один из эллипсов А'СА, В'СВ, ABA' не обращается в окружность), то эллипсоид называется трехосным. Эллипсы А'СА, В'СВ, ABA на​зываются главными; их вершины (A(a< 0; 0),  А'(-а; 0; 0),  В(0; в; 0),  В'(0; -в; 0),  С(0; 0; с),  С'(0; 0; -с)) называются вершинами трехосного эллипсоида. Отрезки АА', ВВ!', СС' (оси главных эллипсов), а также их длины называ​ются осями эллипсоида. 
   Если а > в > с, то 2а — боль​шая ось, 2в — средняя и  2с — малая.
Эллипсоид вращения. 
    Если какие-либо две из ве​личин а, в, с, например а и в, равны между собой, то соответствующий главный эллипс А'ВА и все парал​лельные ему сечения обращаются в окружности. Лю​бое сечение CRS, проходящее через ось OZ, можно по​лучить поворотом эллипса CLA около оси OZ, т. е. эл​липсоид есть поверхность вращения (эллипсы CLA, CRS, CMB и т. д. — меридианы, окружность А'ВА — экватор). Такой эллипсоид называется эллипсоидом вращения. Его уравнение имеет вид 
            х2 + у2  +z2  = 1.
            а2      а2    c2
   Если а > с, то эллипсоид вращения называется сжатым (рис. а), если а < с, то вытянутым (рис. б). У эллипсоида вращения положение двух его осей неопределенно.
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     Если а = в = с, эллипсоид обращается в сферу, и по​ложение всех трех осей становится неопределенным.
    Эллипсоид вращения можно определить как поверхность, получаемую равномерным сжатием сферы к ее экватору. Сжатый эллипсоид вращения получает​ся, когда коэффициент сжатия k < 1 (рис а), вытянутый — когда
 k > 1 (рис. б).
   Трехосный эллипсоид можно определить как поверх​ность, получаемую равномерным сжатием эллипсоида вра​щения к его меридиану.
    Эллипсоид представляется уравнением
           х2 + у2  +z2  = 1,
           а2      в2    c2
если оси координат совпадают с осями эллипсоида. В дру​гих случаях эллипсоид представляется иными уравнениями.
    Пример 1. Определить, какую поверхность представляет уравнение

                          16 х2 + 3у2 + 16z 2- 48 = 0. 
Решение. 
 16 х2 + 3у2 + 16z 2- 48 = 0

Разделим обе части уравнения на 48, получим

  х2 + у2  +z2  = 1.
  3        16   3
  Это уравнение представляет вытянутый эллипсоид вращения с по​луосями 

a  =  c = √3, в  = 4. Осью вращения служит OY.
    Пример 2. Определить, какую поверхность представ​ляет уравнение

                           х2 – 6х + 4у2 + 9z2 + 36z – 99 = 0 .                   
     Решение. 
Приведем уравнение х2 – 6х + 4у2 + 9z2 + 36z – 99 = 0   к виду

                                0  (x – 3)2 + 4y2 + 9(z + 2)2 = 144.     

    Перенесем начало координат в точку (3; 0; -2); тогда получим уравнение 
                         х'2 +4y'2 + 9z'2 =144   или
                       х'2 + у'2  +z'2  = 1.
                        144      36     16

    Данное уравнение представляет трехосный эллипсоид с по​луосями а = 12,  
в = 6, с = 4; центр его лежит в точке (3; 0; -2), оси параллельны осям координат.

   Объем эллипсоида с осями 2а, 2в, 2с вычисляется по формуле 
                            V = 4 π авс.
                                  3
когда эллипсоид становится шаром (а = в = с) получаем известную формулу 
                            V = 4 π r3.
                                  3

  Плоскость Р, в которой лежат все возможные касательные, называется касательной плоскостью к поверхности S в точке М (точка касания).

  Уравнение касательной плоскости эллипсоида 
           х2 + у2  +z2  - 1 = 0, в точке М (х0, у0, z0) имеет вид
           а2      в2    c2
           х0 х + у0 у  +z0 z  - 1 = 0.
           а2              в2       c2
  Нормалью  к поверхности S в точке М называется нормаль к касательной плоскости, проведенной через точку М.

Уравнение нормали к эллипсоиду 
           х2 + у2  +z2  = 1,    в точке М (х0, у0, z0) 
           а2      в2    c2
  имеет вид
           а2 (х – х0)   = в2(у – у0)   = с2(z- z0) .
                х                      у                  z
    Возникает вопрос: какую форму имеет земля?

    С формой Земли важно разобраться для того, чтобы понимать, как выпуклая поверхность планеты проецируется на плоскость и превращается в карту, и почему карты часто не совмещаются друг с другом, хотя и выполнены в одном масштабе.

     Строго говоря, Земля не шар и не эллипсоид вращения. Ее форма уникальна и называется она "геоид". Геоид - это поверхность мирового океана, мысленно продолженная под сушу. Делать геометрические расчеты на такой поверхности очень сложно, поскольку формулами ее описать нельзя, как картофелину. 
    Геодезистам же и картографам для проведения математических расчетов нужна математическая поверхность. Решили, что если выбирать, на что Земля более всего похожа, из геометрически правильных тел, которые могут быть описаны математическими формулами, то надо выбрать двухосный эллипсоид вращения. 
   Вращать его будем вокруг малой оси, чтобы он был сплющен у полюсов, как Земля, а точнее - геоид. После этого надо решить, какого размера будут оси у этого эллипсоида. Например, эллипсоид может быть вписан в геоид и весь помещаться внутри него, а может быть описан вокруг геоида и целиком его включать. В итоге решили, что эллипсоид должен иметь объем равный объему геоида, его поверхность не должна сильно расходится с поверхностью геоида (сумма квадратов величин отклонения высот геоида от поверхности эллипсоида должна быть минимальной), центр эллипсоида должен совпадать с центром тяжести Земли, а плоскость - лежать в плоскости экватора нашей планеты.
     Естественно, что померить размер эллипсоида, исходя из того, каким он должен быть, не просто. Этим занимались разные ученые в разное время. Памятники им – имена предложенных ими эллипсоидов: Деламбр, Вальбек, Бессель, Кларк, Хейфорд и, конечно же, наш с Вами соотечественник – Ф.Н. Красовский. У этих эллипсоидов разные размеры, их применяют в разных странах. В нашей стране применяют эллипсоид Красовского.
     У нашего эллипсоида оси 6 378 245 и 6 356 863 метров. 
     Несмотря на то, что определению параметров эллипсоида отдано немало сил, для некоторых расчетов Землю считают шаром. При этом встает вопрос о радиусе такого шара. Один из способов расчета радиуса исходит из условия равенства поверхностей шара и эллипсоида Красовского. Если задаться этим условием, то радиус шара составит 6 371 116 метров.

     Но сразу встанет вопрос: как расположен наш эллипсоид в Земле? Ясно, что он внутри, и что центры Земли и эллипсоида совпадают.

      Процесс размещения эллипсоида внутри Земли называется его ориентировкой и производится она по точно определенному пункту. Для современных карт ориентировка эллипсоида производится по "Пулкову", то есть по "колышку", вбитому на территории Пулковской обсерватории, близ Санкт-Петербурга. Именно для того "колышка" координаты вычислены наиболее точно. 
     Есть еще одна тонкость с эллипсоидами и касается она того, что называется параллелью. Градусная отметка параллели - это не величина угла, который составляет плоскость экватора и луч, проведенный из центра эллипсоида к точке на рассматриваемой параллели. Это угол, который составляет нормаль к поверхности эллипсоида в данной точке и плоскость экватора. 
     У этого факта есть одно свойство – расстояния между параллелями на эллипсоиде увеличиваются от экватора к полюсам, а на шаре они равны. 
     До 1946 года в СССР применялся иной эллипсоид. Для работы на разных территориях использовались различные его ориентировки в теле Земли. Это приводило к тому, что координаты одной и той же точки, вычисленные от разных обсерваторий, получались разные. 
  Эллипсо́ид Красо́вского — земной эллипсоид, определённый из градусных измерений в 1940 г. группой под руководством Ф. Н. Красовского.
  Согласно другим источникам, определение было закончено в 1942 г. группой под руководством геодезиста А. А. Изотова и названо в честь Ф. Н. Красовского.
  В любом случае на нём основана геодезическая системы координат Пулково-1942 (СК-42), СК-63, используемая в России и некоторых других странах, а также системы координат Afgooye и Hanoi 1972.
     СК-42 по постановлению Совета Министров № 760 введена в 1946 г. для выполнения работ на всей территории тогдашнего СССР. С 1 июля 2002 г. согласно Постановлению Правительства РФ от 28 июля 2000 г. № 568 вводится новая система СК-95, также основанная на эллипсоиде Красовского.
 Размеры земного эллипсоида (по Красовскому)
	Малая полуось (полярный радиус)
	6 356 863 м

	Большая полуось (экваториальный радиус)
	6 378 245 м

	Средний радиус Земли, принимаемой за шар
	6 371 100 м

	Малая полуось (полярный радиус)
	6 356 863 м

	Большая полуось (экваториальный радиус)
	6 378 245 м

	Средний радиус Земли, принимаемой за шар
	6 371 100 м


  Сжатие (flattening, отношение разницы полуосей к большой полуоси) — 1/298,25

	Длина меридиана
	40 008,5 км

	Длина экватора
	40 075,7 км


	Длина дуги 1° по меридиану на широте 0°
	110,6 км

	Длина дуги 1° по меридиану на широте 45°
	111,1 км

	Длина дуги 1° по меридиану на широте 60°
	111,7 км


Поверхность Земли — 510 083 000 кв. км.
 Свойства эллипса и эллипсоида применяются во многих областях: в астрономии и космонавтике, геодезии и картографии, в архитектуре и строительстве, в физике и черчении. Свойства данных  тел применяют в своей работе иллюзионисты и дизайнеры.
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