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Введение

Когда речь идет о чем-нибудь очень простом, мы часто говорим: «Дело ясно, как дважды два – четыре!»


А ведь прежде чем додуматься до того, что дважды два – четыре, людям пришлось много, много тысяч лет.

Конечно, это учение шло не за партой. Человек постепенно учился жить: строить жилища, находить дорогу в дальних походах, обрабатывать землю. И одновременно он учился считать. Потому что даже в самые далекие времена, когда люди жили в пещерах и одевались в звериные шкуры, они не могли обойтись без счета и меры.

О том, как люди учились считать и мерить, я расскажу в своей работе. Из нее вы узнаете, что многие правила из школьных учебников математики были известны древним грекам две с лишним тысячи лет назад. Другие древние народы – египтяне, вавилоняне, китайцы, народы Индии – уже в третьем тысячелетии до нашего летоисчисления по геометрии и арифметике знали такого, в чем разбираются не все школьники.

История возникновения понятия «число»

Понятие числа, которое является одним из основных математических понятий, имеет свою многовековую историю. Число, как и все научные понятия, возникло не в результате свободного творчества человеческого разума, а было создано для удовлетворения практических потребностей людей. Так как с течением времени практическая деятельность людей развивалась, то и понятие числа также изменялось и совершенствовалось. Когда-то численность множества не отделялась от других его качеств, и для того, чтобы сравнить два множества, их элементы располагали друг против друга. Но потом оказалось, что удобнее сравнивать все множества с одним и тем же множеством- посредником. 

Учиться считать люди начали в незапамятные времена, а учителем у них была сама жизнь. В первобытные времена, когда человек не знал таких слов, как «пять» или «семь», он мог показать числа на пальцах рук. Еще совсем недавно в нашей стране были народности, которые умели считать только на пальцах. Вот как рассказывает об этом писатель Семушкин:

«Проезжая однажды мимо стойбища чукчей, я заметил на склоне небольшое стадо оленей. Я насчитал 128 оленей. Когда я спросил хозяина, сколько у него оленей, он ответил:

- Мы не считали. Но если хоть один олень пропадет из стада, глаза мои узнают сразу.

- А можешь ты посчитать?

- Если тебе нужно, посчитаю. Долго буду считать. Поезжай пока в ярангу, а потом я принесу счет.


В яранге мы успели попить чаю, закусить, переговорить с хозяином обо всем, а часа через два пришел наш «подсчетчик». Он назвал число 128. Старик хозяин крайне удивился такому множеству оленей.

- Наверно ты ошибся. Так много оленей у нас никогда не было.


Старик решил проверить… Для этого он разулся и через три часа сообщил, что подсчет произведен правильно (он помнил каждого оленя). Для подсчета не хватило своей семьи из пяти человек, и пришлось пригласить еще двух человек из соседней яранги…»


Так люди начинали учиться считать, пользуясь тем, что дала им сама природа, - собственной пятерней.


Часто говорят: «Знаю, как свои пять пальцев». Не с того ли далекого времени пошло это выражение, когда знать, что пальцев пять, значило то же, что уметь считать?
Позже появились особые названия для чисел – сначала для небольших, а потом для все больших и больших. Со временем люди научились не только называть числа, но и обозначать их. Так появились цифры – условные знаки для обозначения чисел. Первыми записями чисел можно считать зарубки на деревянных бирках или костях, а позднее – черточки. В древнем Египте около 500 лет назад стали обозначать число 10 иероглифом   (возможно, это символ дум, ставившийся над десятком черточек), число 100 – знаком   (это символ измерительной веревки) и т.д. Народы (вавилоняне, сирийцы, шумеры), жившие в междуречье Тигра и Евфрата в период от 2 тысячелетия до н. э. до начала нашей эры, числа обозначали с помощью кругов и полукругов различной величины, но затем стали использовать только два клинописных знака – прямой клин (1) и лежащий клин (10). Эти народы использовали шестидесятеричную систему счисления. Впоследствии, вавилоняне ввели специальный символ для обозначения пропущенного шестидесятичного разряда.
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Чтобы записать нашу цифру 7, египтянину приходилось рисовать 7 палочек:
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А например, число 1873 египтяне писали так:
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В начале нашей эры индейцы племени майя, которые жили на полуострове Юкатан в Центральной Америке, пользовались другой системой счисления – двадцатеричной. Числа от 1 до 20 обозначались точками и черточками.
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В системе счисления майя был знак и для нуля. Это был особый значок в виде глаза, он означал, что число надо увеличить в двадцать раз. Получались уже не единицы, а двадцатки, второй разряд. Например, число 45 майя записывали так:
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Китайцы, как и египтяне, пользовались десятичной системой счета. Здесь приведены китайские иероглифы – цифры:
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Кроме цифр от 1 до 9 у китайцев есть еще значки для 10, 100 и 1000. Если справа от цифры стоит значок «10», - значит, цифру надо умножить на 10. Получаются десятки, второй разряд. Например, число 1492 по-китайски надо записать так: 
Индийцы тоже пользовались разрядами. Название каждого разряда у них обозначалось отдельным словом. Для сотен тысяч имеется свое название, для десятков миллионов – другое. Чтобы назвать большое число, индийцам приходилось после каждой цифры произносить название разряда. Сколько цифр – столько слов. Со временем они стали поступать иначе. Например, число 242752 они произносили: «два», «четыре», «два», «семь», «пять», «два». А если в числе не было какого-нибудь разряда, как, например, в числах 101 или 1024, то индийцы вместо названия цифры говорили слово «пусто». Чтобы не получалось путаницы, при записи на месте «пустого» разряда ставили точку. 
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Позднее вместо точки стали рисовать кружок. Такой кружок назывался «сунья». На языке хинди «сунья» значит «пусто», «пустое место».

Арабские математики перевели это слово по смыслу на свой язык. Вместо «сунья» они стали говорить «сифр», а это уже знакомое нам слово.

В Древней Греции сначала числа 5, 10, 100, 1000, 10000 обозначали буквами Г, Н, Х, М, а число 1 черточкой /. Из этих знаков составляли обозначения.


Позднее числа 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000, 8000, 9000, 10000, 20000 стали обозначать буквами греческого алфавита, к которому пришлось добавить еще три устаревшие буквы.


Чтобы отличить цифры от букв, над буквами ставили черточку.
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Сходная система обозначения чисел применялась и в Древней Греции, культура которой была тесно связана с греческой культурой Византии. Над буквами, обозначавшими числа, ставили специальный знак – титло. 
Большие числа славяне записывали теми же буквами, но для обозначения тысяч рядом с буквой слева внизу ставили знак ≠, например ≠А~ (1000), число 10000 обозначали той же буквой , что и 1, но без тетла, и ее обводили кружком. Называлось это число «тьма». Число следующего разряда – 100000 – называлось «легион». 10 легионов составляли новую единицу – леодр.
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Из Древнего Рима дошли до нас цифры 1, 5, 10, 100, 500, 1000. Одни ученые полагают, что 
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 обозначает раскрытую ладонь, а 
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 - две ладони или скрещенные руки. Другие же считают, что знак 
[image: image14.wmf]C

  ведет свое происхождение от двух линий, которыми подчеркивали десяток черточек, а 
[image: image15.wmf]Ú

 означало половину от 
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. От римлян эта нумерация пришла в Европу и многие азиатские страны. В Китае и Японии для записи чисел применялись иероглифы. 
Современная десятичная запись натуральных чисел появилась в Индии в 6 веке. Через арабов, завоевавших в 7-8вв. обширные районы средиземноморья и Азии, индийская нумерация получила широкое распространение. Отсюда и название – арабские цифры. 
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В страны Европы новая, индийская нумерация была также занесена арабами в 10-13 в.в., однако вплоть до 18 века в официальных бумагах разрешалось ставить только римские цифры. Лишь к началу 19 века  индийскую нумерацию стали применять повсеместно.

В России в 17 веке во всех без исключения математических рукописях встречается только позиционная – десятичная система счисления.


 Для практических нужд требовалось не только уметь обозначать числа, но выполнять с ними арифметические действия. Вавилоняне, чтобы справиться с трудностями своей шестидесятеричной системы счисления, применяли таблицы произведений, квадратов, кубов и т.д. А древние греки и римляне считали с помощью абака – прибора, похожего на русские счеты, но с камешками вместо косточек.


Постепенно складывалось представление о бесконечности множества натуральных чисел. В 3 веке до н.э. Архимед разработал систему обозначения чисел вплоть до такого громадного числа, как 10 
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Натуральное число


Современный человек уже в ранние годы жизни легко приобретает способность считать, называя числа один, два, три, четыре и т.д. 


Этот числовой ряд мы называем натуральным, элементы его – натуральными числами. Уже греческий математик Никомах из Герады (1в. н.э.) говорит о натуральном, т.е. естественном ряде чисел. В силу необходимости вести счет любых групп предметов возникли натуральные числа: 1, 2, 3, 4... На первых стадиях культурного развития человечества натуральный ряд состоял из немногих чисел. В дальнейшем он обогащался все новыми и большими числами. Долгое время, однако, натуральный ряд считался конечным, т. е. люди считали, что существует какое-то последнее, наибольшее число. В Древней Руси, например, одно время число 104, названное «тьма», считалось трудным для представления большим числом. О числе 1012, названном «тьма тем», говорилось в старинных русских памятниках: «Больше сего числа несть человеческому уму разумети...»
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Однако в ходе общественного развития человеческому уму пришлось «разуметь» все большие и большие числа и полностью отказаться от мысли, будто бы в натуральном ряду существует наибольшее число. К осознанию этого факта разные народы приходили в разное время.
Величайший ученый Древней Греции Архимед в III в. до н. э. написал небольшую арифметическую книгу «Псаммит», или «Исчисление песчинок», в которой он опровергает ложное мнение некоторых людей о том, будто бы число песчинок на земле столь велико, что его нельзя выразить, а числа больше этого и вообще якобы не существует. Архимед доказывает, что если наполнить песчинками пространство всего мира, всю вселенную, которую он принимает за огромный шар с диаметром около 15 000 000 000 километров, то число песчинок (в нашей нумерации) не превысит 1063, т.е. числа, составленного из единицы с 63 нулями, и что, конечно, существуют еще большие числа, сколь угодно большие. Таким образом, в «Псаммите» Архимед показал, что счет можно продолжать неограниченно, т.е. натуральный ряд бесконечен. Потребовались, однако, сотни лет, чтобы эта идея стала общедоступной.
1063 является примером современной записи больших чисел. Всякое число, изображаемое единицей с п нулями, коротко записывается 10n и называется n-й степенью десяти. Например, сто есть вторая степень десяти (102= 10-10= 100), тысяча — третья степень десяти (103= 10-10-10= 1000) и т. п. Понятие степени позволяет не только коротко записывать, но и более кратко называть большие числа, обычно приближенные, встречаемые в современной науке и технике. Например, число шесть секстиллионов, которым приближенно выражается в тоннах масса Земли, можно записать не цифрой шесть с 21 нулем, а гораздо короче: 6-1021 — и читать «шесть на десять в двадцать первой степени». Указанная запись больших чисел особенно распространена в современной физике и астрономии. 
Термин «натуральное число» впервые употребляет римский автор Боэций (475 – 524гг.). В современном смысле понятие «натурального числа» и последовательное употребление термина находит применение у французского просветителя Даламбера (1717 – 1783 гг.) в изданной им в сотрудничестве с другими передовыми писателями Франции того времени «Энциклопедии». С этого времени термин «натуральное число» вошел постепенно во всеобщее употребление.

Возникновение понятия о натуральном числе есть вопрос общей истории культуры. История возникновения и эволюции у человека представление о натуральном ряде естественно черпает данные из всех областей истории культуры – способов производства, языка, литературы, верований и т.д. 
Свидетельства этнографов убеждают нас в том, что до сих пор существуют племена, не имеющие численных, кроме один, два, три. Более многочисленная группа предметов у них характеризовалась словами много, куча, тьма. В языках некоторых наров имелись слова для таких объектов, как «тир человека», «тир лодки» и т.д., но не было отвлеченного понятия «три». Таким путем, вероятно, возникали сравнительно короткие числовые ряды, служащие для обозначения отдельно людей, отдельно лодок, отдельно кокосовых орехов. На этой стадии отвлеченных чисел еще не было, числа были именованными. Необходимость передавать сообщения о численности той или иной совокупности привела к выделению стандартной совокупности, состоящей чаще всего из частей человеческого тела, Каждая часть тела в такой системе счета имела определенный порядок и наименование.  Когда же частей тела не хватало пользовались пучком палочек. Той же цели служили камешки, раковины, зарубки на дереве или калене, черточки на земле, веревка с узелками.

Следующий этап в развитии понятия натурального числа связан с переходом к счету группами: парами, десятками, дюжинами. Возникают прообразы узловых чисел, а вместе с тем и зачатки арифметических операций. Оформляются определенные приемы счета, для счета применяются специальные приспособления, появляются числовые обозначения. Числа отделяются от сосчитываемых объектов, становятся отвлеченными. Начинают складываться системы счисления.


Процесс образования совершенной системы счисления исключительно сложен. Только о завершении этого процесса можно судить с определенной достоверностью. Известно много разных систем счисления. В Древнем Египте таких систем было несколько. В одной из них имелись особые знаки для 1, 10. 100, 1000. Другие числа обозначались путем комбинации этих знаков. Основной арифметической операцией было сложение. За 2 тысячи лет до н.э. вавилоняне употребляли шестидесятеричную систему счисления с позиционным принципом записи чисел. Они пользовались только двумя знаками. Древние греки пользовались алфавитной системой счисления, ее употребляли также славяне. В Индии в начале н.э. была широко распространена словесная позиционная десятичная система нумерации с несколькими синонимами для нуля. Впоследствии там возникла и позиционная десятичная система счисления. С 8 века н.э. эта система стала распространяться по Арабскому Востоку. Европейцы познакомились с ней в 12 веке.

Расширение круга сосчитываемых предметов, что произошло в результате усложнения практической деятельности людей и, наконец, любознательность, свойственная человеку, шаг за шагом отодвигали границу счета. Возникло представление о продолжаемости натурального ряда до бесконечности. Этим представлением отчетливо владели древние греки. Одна из теорем Евклида гласит: «Простых существует больше всякого предложенного их числа».
Дробные числа


Необходимость в дробных числах возникла у человека на весьма ранней стадии развития. Уже дележ добычи, состоявший из нескольких убитых животных, между участниками охоты, когда число животных оказывалось не кратным числу охотников, могло привести первобытного человека к понятию о дробном числе. Однако настоящая необходимость в этих числах возникла при измерении непрерывной величины при помощи выбранной единицы измерения этой величины.

Дроби возникли в результате необходимости измерять вели​чины. Потребность в более точных измерениях привела к тому, что определенные единицы мер стали делить на 2, 4, 8 частей и т. д. Каждая мелкая часть первоначальной меры получала свое собственное название — так возникли конкретные дроби, например «унция» в Древнем Риме, «осьмина» на Руси и другие. Лишь спустя много времени под «осьминой» стали понимать отвлеченную дробь 1/8, а под унцией— 1/12 любой величины.
В подтверждение сказанного можно привести и такие факты. В Древнем Вавилоне некоторые дроби (1/2, 1/3 и другие) изображались в виде конкретных мер объема, сосудов определенной формы. В Египте квадрат со стороной в 100 «локтей», названный «сетатом», служил единицей измерения площадей. Четверть его называлась «ломаной» и обозначалась так: X. Лишь намного позднее слово «ломаная» и указанный символ стали обозначать отвлеченную дробь — 1/4.
В то время как в результате измерения возникали первые конкретные дроби, при делении целых чисел друг на друга долгое время результат деления выражался целым числом, остаток отбрасывался. В одной арабской рукописи XII в. требуется «разделить 100 фунтов между II человеками поровну». Получаемый остаток в 1 фунт предлагается променять на яйца, которых по существующей цене придется 91 штука. В остатке получится 3 яйца. Автор рекомендует отдать их тому, кто делил, или же променять на соль, чтобы посолить яйца. Известны и другие рукописи, в которых остаток предлагается не брать в счет.
«Первой дробью, с которой познакомилось человечество, — писал В.В. Бобынин, — была половина в ее строго конкретной форме, именно в виде половины какого-нибудь реального предмета». Затем последовали, вероятно дроби 1/4; 1/8; 1/16;…, идущие по двоичной системе. Позднее появилась дробь 1/3 и ее двоичные подразделения: 1/6, 1/12, 1/24,… Эта линия развития находит свое отражение в древнеегипетской, древнерусской и других системах мер. От двоичных дробей египтяне перешли к дробям вида 1/n, называемым основными, единичными или аликвотными дробями. Дальше понятия общей единичной дроби египтяне, видимо, не пошли. Например, дробь 3/5 они выражали не единым символом, а как совокупность единичных дробей.

Греки широко употребляли египетские, единичные дроби. Греческие астрономы применяли шестидесятеричные дроби. В Древней Греции получают начало и обыкновенные дроби и впервые происходит расширение множества целых чисел до множества рациональных положительных чисел.


Это важнейший этап в развитии понятия о числе. Вначале дроби выражали словами. Позднее стали применять разные записи. Для единичных дробей применялась особая запись: знаменатель дроби сопровождался штрихом справа, числитель не писали. Например, 
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 в алфавитной системе означало 32, а 
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' – дробь 1/32.


В торговой практике стран ислама широко пользовались единичными дробями, в науке применяли шестидесятеричные и в гораздо меньшей мере обыкновенные дроби. Абу-л-Вафа (940— 998), ал-Караджи (X—XI вв.), ал-Хассар (XII в.), применявший дробную черту, ал-Каласади (XV в.) и другие ученые излагали в своих трудах правила представления обыкновенных дробей в виде сумм и произведений единичных дробей.
Первым европейским ученым средневековья, который стал регулярно применять дробную черту и современную запись обыкновенной дроби, был итальянский математик Леонардо Пизанский, названный также Фибоначчи. В его «Книге абака» впервые встречаются термины «плюс» и «минус», признаки делимости на 2, 3, 4, таблица простых чисел до 97, а также слово «дробь» вместо «ломаное число».
В средние века, как и в древности, учение о дробях считалось самым трудным разделом арифметики. Еще в I в. до н. э. выдающийся римский оратор и писатель Цицерон как-то: «Без знания дробей никто не может признаваться знающим арифметику!» Трудность изучения дробей в средневековых школах объясняется в основном тем, что учащихся заставляли заучивать наизусть разные «рецепты» без понимания. Кто знал дроби, был в почете. Автор старинной славянской рукописи XVI в. пишет: «Несть се дивно, что... в целых, но есть похвально, что в долях...» Та же мысль выражена в стихах, содержащихся в «Арифметике» Л. Ф. Магницкого:
«Но несть той арифметик,

Иже в целых ответчик,

А в долях ничтоже
Отвещати возможе,
Темже о ты радеяй,
Буди в частях умеяй».
Началом нового этапа в истории дробей явились десятичные дроби.

Конкретное происхождение дробей зафиксировано в нашем языке. Мы называем минутами, секундами, терциями с одной стороны 60 долю часа, минуты, секунды, с другой стороны – шестидесятые доли одного градуса угла и дуги окружности. Такое название одними и теми же словами мер совершенно разных величин (времени и угла) объясняется тем, что жители древнего Вавилона по меньшей мере за 300 лет до н.э. имели систему мер, в которой меньшая единица составляла 1/60 часть высшей единицы. Если основную меру данной величины принять за единицу, то меньшие будут 1/60, 1/602, 1/603 и так далее доли от основной меры. Так как для разных величин меры имели одни и те же единичные отношения, то естественно было от конкретных названий мер различных величин прийти к абстрактным понятиям дробей 1/60, 1/602, 1/603 и т.д., и назвать их одними и теми же именами, независимо от того, к какой конкретной величине они относились. Наши термины минута, секунда, терция принесены из латинского языка. Римляне говорили:

minutia prima – первая доля 1/60

minutia secunda – вторая доля 1/602
minutia tertia – третья доля  1/603 и т.д.


Для сокращения речи первую долю стали называть просто: минута – minutia, вторую долю – secunda, третью долю – tertia. Такое же обращение конкретных мерных единиц в абстрактные дроби мы наблюдаем у римлян в других случаях. Слово унция у них было денежной и весовой единицами, составлявшими одну двенадцатую часть высшей единицы (алса – фунта). Позднее унцией стали называть отвлеченную дробь 1/12 и говорили об унции часа и унции любой другой меры.


Таким образом, практика привела человека к необходимости использования разных единиц, а из отношений единиц этих конкретных мер возникло абстрактное понятие дроби.


Различают три типа дробей:

1) дроби единичные (аликвоты) или доли:1/2,1/3…

2) дроби систематические, знаменателями которых являются не всякие числа, а только числа из некоторого определенного множества, например степени 10 или степени 60;

3) дроби общего вида, у которых и числители и знаменатели могут быть любыми целыми числами.

На всех языках дробь называется «ломаным (раздробленным) числом». Латинское fractura, например, произведено от frango — «разбивать», «ломать». Этот термин ведет свое начало от арабов и через Леонардо Пизанского (1202) вошел в европейскую математику. Названия «числитель» и «знаменатель» имеются у Максима Плануда (конец XIII в.). Термин «обыкновенная дробь» (fractura vulgaris) появляется у Траншана (1558) для обозначения дроби p/q в отличие от шестидесятеричных дробей. У венгра Зегнера появляются термины «правильная» и «неправильная» дробь (1747).

Операции сокращения и расширения систематически применялись уже с XII в., но термин «сокращение» входит в употребление с XV в., а «расширение» — только в XIX в. Приведение дробей к общему знаменателю проводится с XII в., название операции встречается у Региомонтана (1464). Наименьший общий знаменатель стали находить только во второй половине XVI в., после работ Тартальи (1556) и Клавиуса (1583).

Широкое распространение десятичных дробей началось после выхода в свет книги «De Thiende» («Десятая», 1585) фламандского инженера Стевина. Примечательно, что в самой распространенной немецкой книге по элементарной математике «Anfangsgrunden» Вольфа (1750) десятичные дроби опущены как совершенно лишние. Название «десятичные дроби» ввел Эленд (1724), до тех пор они именовались «десятичные числа». Обращение обыкновенных дробей в десятичные и обратно рассматривал Кавальери (1643), в связи с этим он впервые в Европе стал заниматься периодическими дробями.

Периодические дроби в шестидесятеричной системе счисления встречаются в XV в. у Сибта ал Миринди. Несколько позднее их существование было замечено и европейскими учеными. Слово «период» (periodus) встречается у Бейера в книге «Logistica decimalis» («Десятичный счет», 1603). Валлис установил, что иррациональные числа не выражаются периодическими дробями. Некоторые свойства периодических дробей обнаружил Лейбниц. После длительного перерыва в изучении периодических дробей многие важные результаты получили Ламберт (среди них теоремы о числе цифр периода, 1769), библиотекарь Лондонского Королевского общества Робертсон и Гаусс.
Установлено, что цепные (или непрерывные) дроби были известны в индийской математике (Бхаскара, XII в.); по косвенным данным заключают, что с этими дробями были знакомы древнегреческие математики. В новое время цепные дроби встречаются впервые у Бомбелли (1572). Элементарная теория цепных дробей была завершена Гюйгенсом и независимо от него Эйлером (с 1737 г.), у Валлиса появляется термин «непрерывная дробь» (fractio continua), который показался удачным Эйлеру и систематически им употреблялся. Термин «цепная дробь» появился в Германии в середине XVIII в. В настоящее время употребляют оба термина.
Результаты, накопленные в работах Кавальери, Валлиса, Ламберта, И. Бернулли (младшего), Эйлера, получили обработку и оформились в единую теорию в «Арифметических исследованиях» Гаусса («Disquisitiones Arith-meticae», 1801).
В эпоху Архимеда знаменатель дроби писали над числителем, без черточки (до этого дроби записывали сло​вами). Современная запись ведет начало от индусов, у которых ее переняли арабы: числитель пишется над знаменателем. Черту для их разделения впервые применил Леонардо Пизанский (1202); предполагают, что это он тоже заимствовал у арабов. Потом такая запись исчезла и появилась вновь только у Видмана (1489). Но еще до середины XVII в. встречается запись без черты (Мерсенн, 1644). Запятую для отделения целой части от десятичных знаков ввели итальянский астроном Маджини (1529) и Непер (1617) — до них вместо запятой писали нуль в скобках, например 3,7 = 3 (0) 7, или отделяли целую часть вертикальной чертой: 3|7, или употребляли разные чернила, например, целую часть писали черными, а дробную — красными. Удобные обозначения для непрерывных дробей начали искать давно; по-видимому, самая ранняя запись цифрами, а не словами встречается у арабского математика ал-Хассара в начале XIII в. Почти современная форма записи непрерывных дробей встречается у Катальди (1613): вместо знака + он писал et. Современное написание придумано Лейбницем и Гюйгенсом.
Единичные дроби и доли


На самой ранней ступени развития человек пришел к понятию единичных дробей. Доли (половину, четверть, «осьмушку») 1/2, 1/4, 1/8 употребляет и такой человек, который никогда не слышал слово дробь, применяемого в смысле обозначения части, дроби.


Египтяне, достигшие в технике и искусстве высокого уровня развития, в арифметике дробных чисел не пошли далее единичных дробей. Все дошедшие до нас египетские документы содержат лишь единичные дроби. Помимо их, лишь дробь 2/3 применялась египтянами и имела особый знак. Шумеры в древнейшую эпоху пользовались также единичными дробями, но уже в третьем тысячелетии до нашей эры эти дроби стали вытесняться шестидесятеричными. Арабы переняли единичные дроби от греков. От арабов эти дроби перешли в первые европейские учебники.

В I—II вв. встречаются такие записи обыкновенных дробей, в которых числитель со штрихом и дважды взятый знаменатель с двумя штрихами пишутся рядом в одной строке. Вот как записывал, например, Герон Александрийский (ок. I в.) дробь 3/4: 
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".  Герон и Диофант употребляли дробную черту, однако над чертой писали знаменатель, под нею — числитель. Были и Другие виды записи дробей. Уже в V в. до н. э. греки умели производить все действия с обыкновенными дробями.
У римлян унция обозначалась чертой —; половина асса (6 унций)—буквой S (первой в латинском словаре Semis — половина). Эти два знака служили для записи любой двенадцатеричной дроби, каждая из которых имела свое название.
Например, семь двенадцатых записывались так: S —.
Индийцы, которые обыкновенные дроби записывали, как и мы, но без дробной черты, изображали смешанную дробь, надписывая целую часть над дробной. Такие записи, первыми дошедшие до нас, встречаются у ученого ан-Насави (X—XI вв.), уроженца Насы, города близ нынешнего Ашхабада.
Систематические дроби


Уже в третьем тысячелетии до нашей эры жители Вавилона ввели в употребление систематические дроби, знаменателями которых служили степени числа 60. Они догадались эту же идею образования счетных единиц применить и от единицы в обратном направлении, рассматривать 1/60, 1/602 и т.д. как разряды чисел и писать их теми же знаками, которые употреблялись для письма целых чисел.


За основание системы таких дробей, как за основание системы счисления, можно взять любое натуральное число и представить всякую правильную дробь в виде 0 + b1/a1+ b2/a2+ b3/a3…  Эти дроби нашли важное применение в математике, вводились дроби, знаменателями которых являются только произведения простых чисел p1, p1p2, p1p2p3,… и разные виды систематических дробей.

Обыкновенные дроби общего вида


История обыкновенных дробей получает свое начало в Греции. Рациональную дробь вида p/q греки не называют числом, а отношением, однако греческие математики рассмотрением таких отношений положили начало теории и практике наших обыкновенных дробей. Архимед (287 - 0 217 гг.) формулирует определение длины окружности словами так: она равна трем целым диаметрам и кусочку, который находится между одной седьмой и десятью семьдесят первыми (3 10/71 < пи < 3 1/7). Птолемей (2в. н.э.), вычисляя длину хорды, говорит, что в ней содержится почти 84 таких частей, каких диаметр содержит 120 (вместо 84/120 диаметра).

Простое число

Выражение «простое число» взято из латинского языка, где употреблялось словосочетание numeri primi, которое, в свою очередь, перешло к римля​нам от греческих математиков. Неизвестно, когда возникло понятие простого числа. Евклид доказал, что последовательность простых чисел не обрывается. Исследование распределения простых чисел начинается с Эйлера. 
Эйлер доказал (1744), что 
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, где через 
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 (х) обозначено число простых чисел, меньших, чем х. Вопросом о распределении простых чисел занимались Гаусс и Лежандр (1798). Важные результаты в этом направлении были получены Чебышевым (1851, 1852). В 1881 г. Сильвестр писал: «Дальнейшего развития теории чисел надо ждать, когда родится некто, настолько же превосходящий Чебышева своей проницательностью и вдумчивостью, насколько Чебышев превосходил этими качествами обыкновенных людей». Глубокие результаты о распределении простых чисел получил Риман с помощью функций комплексной переменной. Асимптотический закон, сформулированный Лежандром, был впервые доказан в 1896г. одновременно Адамаром и Вале Пуссеном. Элементарное доказательство удалось найти только в 1948г. Эрдёшу и Сельбергу.

Натуральные числа, отличные от единицы, подразделяют на простые и составные. Простым называется такое натуральное число, делителями которого являются только оно само и единица. Остальные числа называются составными. Примеры простых чисел: 2, 5, 37, 1979. Числа же 4, 6, 162, 2553 составные. Число 1 не относят ни к простым, ни к составным. Простых чисел, так же как и составных, бесконечно много. Евклид определял простые числа так: «Простое число есть измеряемое некоторым числом». Каждое составное натуральное число можно разложить на простые множители. Например: 4=2
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37. Можно сказать, что простые числа представляют собой как бы элементарные кирпичики, из которых строятся остальные числа.


Для того чтобы доказать, что данное натуральное число N простое, достаточно установить, что оно не делится ни на одно из чисел от 2 до 
[image: image38.wmf]N

. Если же N делится на одно из таких чисел, то N составное.


 Более удобный способ «отсеивания» составных чисел основан на следующем наблюдении. Если выписать подряд последовательные натуральные числа, то, зачеркивая каждое второе число из следующих за числом 2, мы отсеем все числа, кратные числу 2; зачеркивая каждое третье число из следующих за числом 3, мы отсеем все числа, кратные 3, и, вообще, какое бы натуральное число k мы не взяли, зачеркивая каждое kn-е число из стоящих за k, мы отсеем все числа, кратные k.
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Такой способ отыскания простых чисел был известен еще греческому математику Эратосфену, жившему в 3в. до н.э. Во времена Эратосфена, писали на восковых дощечках, а вместо того чтобы числа вычеркивать, дощечку в нужном месте прокалывали. Отсюда и название способа – «решето Эратосфена».
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Было замечено, что по мере продвижения от малого числа к большему в натуральном ряду простые числа встречаются все реже. Поэтому одним из первых вопросов был такой: существует ли последнее число, т.е. имеет ли ряд простых чисел конец? Около 300 лет до н.э. на этот вопрос дал отрицательный ответ знаменитый древнегреческий математик Евклид. Он доказал, что за каждым простым числом имеется еще большее простое число, т.е. существует бесчисленное множество простых чисел.

Для получения таблицы простых чисел Эратосфен, писавший на натянутом папирусе, не зачеркивал, а прокалывал составные числа. Отсюда название «решето Эратосфена»; оно отсеивает простые числа.
После Евклида и Эратосфена многие другие ученые разных стран и времен стремились глубже познать природу простых чисел. Особенно хотелось найти такую формулу, которая позволяла бы быстро узнать, сколько простых чисел имеется между 1 и любым числом натурального ряда. Лишь  в XIX в., около 2200 лет после Евклида, великий русский математик Пафнутий Львович Чебышев открыл формулу, позволяющую приближенно подсчитать простые числа на любом участке натурального ряда. Начиная со второй половины XX в. для поисков больших простых чисел применяются электронные счетные машины. С их помощью доказана простота таких чис​ловых гигантов, как:
2
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- 1;  (750 цифр); 23217—1;   (1000 цифр)   и др.

Наибольшее известное сейчас простое число записывается 25962 знаками и равно 286243 – 1, но еще древнегреческие математики доказали, что самое большое простое число найти нельзя. Они рассуждали так.


Предположим, что наибольшее простое число существует, и обозначим его p: 2
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p и к произведению прибавим 1.


Полученное число не делится ни на одно из простых чисел, которые мы перемножили. Значит, оно либо само простое, либо имеет простой делитель, больший p. Но и то, и другое противоречит тому, что p – наибольшее простое число. Это противоречие доказывает, что наше предположение неверно, а значит, наибольшего простого числа не существует.

В разные времена математики искали формулу, которая при различных значениях входящих в нее переменных давала бы простые числа.

Так, Л.Эйлер указал многочлен n2-n+41, значения которого при n=0, 1, 2,…, 40 – простые числа. Однако легко доказать, что нет многочлена от одной переменной, который при всех целых ее значениях принимает простые значения. П.Ферма высказал предположение, что все числа 2
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+1 простые числа (при k=0, 1, 2, 3, 4 это числа 3, 5, 17, 257, 65537). Однако Л.Эйлер опроверг это предположение, доказав, что при k=5 число 2
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+1 составное. Все же известны формулы, принимающие при всех целых значениях переменных простые значения. Так, советский математик Ю.В. Матиясевич доказал, что существует многочлен от нескольких переменных, который принимает все простые значения по одному разу, причем все положительные его значения – простые числа.

Издавна математиков интересовал вопрос о расположении простых чисел в натуральном ряду.

Вопрос о том, как часто простые числа встречаются в натуральном ряду и как они распределены среди натуральных чисел, оказался очень сложным. Изучение таблиц простых чисел показывает, что в натуральном ряду есть участки, где простые числа располагаются гуще. Есть даже числа, которые находятся совсем близко друг от друга, как, например: 243 и 345, 191 и 193, 2711 и 2713. Такие пары чисел называют близнецами. Ныне известна даже такая пара больших чисел-близнецов, второе из которых равно 1 000 000 009 651. До сих пор неизвестно, конечно или бесконечно число пар близнецов. Но есть и сколько угодно длинные отрезки натурального ряда, в которых нет ни одного простого числа.


Существует много пока еще не решенных проблем, относящихся к простым числам. Например, будет ли бесконечным множество простых чисел Мерсенна: p=2a-1, где q – простое. Будет ли бесконечным множество простых чисел Ферма: p=2
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+1, где  n >= 0 – целое. Существует ли бесконечное множество простых чисел p1 и p2 «близнецов», т.е. таких, что p1-p2=2.

Дружественные числа

. Пара натуральных чисел, каждое из которых равно сумме собственных делителей другого, т.е. делителей отличных от самого числа. Определение дружественного числа имеется уже в «Началах» Евклида, а также в трудах Платона. Древним грекам была известна одна пара дружественных чисел: 220 и 284; суммы их делителей соответственно равны:
1+2+4+5+…+10+11+20+22+44+55+110=284.

1+2+3+71+142=220.

Л.Эйлер отыскал около 65 пар дружественных чисел. Одна из них 17296 и 18416.  Однако до сих пор еще не найдена общая формула для получения пар дружественных чисел. Несколько сотен дружественных чисел удалось найти с помощью ЭВМ. Неизвестно, однако, существует ли пара дружественных чисел, одно из которых четное, а другое нечетное.

Как было показано выше, число 220 меньше суммы своих (собственных) делителей — такие числа называли в Древней Греции недостаточными. Число же 284 больше суммы своих де​лителей — такие числа называли избыточными.
Совершенные числа

В Древней Греции число называли совершенным, если оно равнялось сумме всех своих делителей (исключая само число). Например: 6=1+2+3; 28=1+2+4+7+14; 496=1+2+4+8+16+31+62+124+248. Указанные три числа – первые совершенные числа. Они как и все остальные известные совершенные числа, четны. 

В «Арифметике» Никомаха из Геразы {1 в. н. э.) имеется чет​вертое совершенное число: 8 128. Никомах писал: «Совершенные числа красивы. Однако красивые вещи редки и малочисленны. Большинство чисел являются избыточными или недостаточными, в то время как совершенных чисел немного. Среди единиц их все​го лишь одно, так же среди десятков, сотен и тысяч».
Из сказанного видно, что по мере продвижения от начала в натуральном ряду совершенные числа встречаются все реже и реже. В первых 10 000 имеется всего 4 совершенных числа. Древ​негреческие математики уделяли большое внимание вопросу на​хождения совершенных чисел. Еще древнегреческий математик Евклид в 3в. до н.э. указывал, что четные совершенные числа могут быть получены в виде 2p-1(2p-1) в том случае, если 2p-1 простое. Простые числа вида 2p-1 стали называть простыми числами Мерсенна, по имени французского монаха Мерсенна, много занимавшегося совершенными числами. 

Никомах заметил, что 4 числа:

21 (22 — 1) = 6;

23 (23 — 1) = 28.  

24(25— 1) = 496;

26 (27— 1) = 8128.
оканчиваются попеременно то цифрой 6, то 8, и ошибочно считал, что это имеет место для всех совершенных чисел. Между тем установлено, что четные совершенные числа действительно оканчиваются цифра​ми 6 или 8, но не попеременно. Например, 5-е и 6-е совершенные числа оба оканчиваются цифрой 6, 7-е и 8-е — цифрой 8.
Еще Евклид нашел, что четные совершенные числа (С) мож​но вычислить на основании формулы С = 2p-1 (2p—1), где 2p—1 и p числа простые. Л. Эйлер доказал, что эта формула исчер​пывает все множество четных совершенных чисел. Но при каких значениях р число 2Р—1  простое? Эта задача до сих пор остается нерешенной.
Пятое совершенное число 212(213— 1) = 33 550 336 было найде​но немецким математиком Региомонтаном (XV в.), который среди первых применял в своих трудах знаки + и —. В XVI в. немецкий ученый Шейбель нашел еще два совер​шенных числа: 8589 869 056 и 137 438691328 (р = 17; 19).
 
В 1644 г. Мерсенн нашел восьмое совершенное число (р = 31). Это число, т. е. 2030(2031—1), выражается квинтиллионами. Лишь около 250 лет спустя замечательный русский математик-самоучка Иван Михайлович Первушин (1827—1900) доказал, что число 261 — 1 тоже простое, и таким образом было найдено девятое совершенное число. В 1911-1914 гг. были найдены еще 3 совершенных числа (для р = 89; 107; 127). Никакие другие совершенные числа, кроме вышеуказанных двенадцати, не были известны до середины нашего века. Начиная с 1952 г. большие простые числа вида 2Р—1 находятся учеными с помощью электронных счетных машин. Так стали известны еще 6 совершенных чисел (для р = 521; 607; 1279; 2203; 2281 и 3 217). 18-е совершенное число 23216(23217—1) имеет 1937 цифр. Для 19-го и 20-го совершенных чисел р соответственно равно 4253 и 4423 (открыто в 1962 г.). В период с 1962 по 1965 г. найдено еще три совершенных числа (21-е, 22-е и 23-е). Последнее двадцать третье  совершенное число имеет значение 
С23 =2
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-1).
Несмотря на большие успехи, достигнутые в исследовании этого вопроса великими учеными всех времен от Евклида до Ферма, Эйлера и др., проблема в целом остается нерешенной. В частности, неизвестно, существуют ли нечетные совершенные числа.
Л.Эйлер показал, что этими числами исчерпываются все четные совершенные числа. К настоящему времени числа вида 2p-1 проверены на простоту для всех p до 800 000. В результате обнаружено более 32 простых чисел Мерсенна, самое большое из которых получается при p=756839. Это число с 227052 десятичным знаком. Соответствующее ему совершенное число 2756838(2756839-1) имеет 454104  десятичных знака. Итак, известно довольно много четных совершенных чисел, но не известно ни одного нечетного совершенного числа, хотя в его поисках проверены все числа до 1050.

Фигурные числа

В строительстве сооружений древности — пирамид, дворцов, и храмов — применялись плиты и кирпичи, имеющие грани в виде треугольника, четырехугольника, квадрата и некоторых других фигур. С этими же фигурами человек встречался при межевании и измерении земельных участков. Знакомясь с разными геометрическими фигурами, люди стали подмечать и их общие свойства. Так постепенно начала складываться геометрия — наука о фигурах. Геометрия достигла высокого развития в Древней Греции в школе Пифагора (VI—V вв. до н. э.).
Пифагор и его ученики развивали не только геометрию, но и арифметику, причем их учение о числах тесно переплеталось с учением о геометрических фигурах. Пифагорейцы составляли из костяшек или камешков различные  фигуры, изображали числа в виде точек, группируемых в геометрические фигуры. Такое представление чисел облегчало пифагорейцам (еще раньше вавилонянам) изучать свойства чисел. Числа, которые возможно представить с помощью геометрических фигур, получили в дальнейшем название фигурных. Фигурные числа встречаются не только у пифагорейцев, но и у других греческих ученых: Эратосфена (III—II в. до н. э.), Никомаха (I—II в.), Диофанта (III в.) и др. Фигурными числами занимались также индийские математики.
Треугольные числа 
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Простейшими из фигурных чисел являются треугольные числа: 1; 3; 6; 10; 15; 21; 28; 36; ...
На рисунке эти числа изображены количеством точек на сторонах треугольника. В  равностороннем треугольнике  АВС, сторона которого равна 1, сумма всех сторон (периметр)  равна трем, об этом говорят три точки, размещенные в вершинах треугольника. Удлинив стороны АВ и АС в два, три, четыре и т. д. раза и соединив концы сторон, получим новые равносторонние треугольники с периметрами, соответственно равными 6 (шесть точек), 10 (десять точек) и т. д.
Последовательность треугольных чисел можно легко составить следующим образом: из ряда натуральных чисел 1; 2; 3; 4; 5;-6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; ... берем первое число 1, затем сумму первых двух (1+2 = 3), сумму первых трех (1+2 + 3 = 6), четырех (1+2 + 3 + +4=10) чисел и т. д.
Квадратные числа. Формула Диофанта

[image: image125.jpg]


Квадратными называются числа ряда: 1; 4; 9; 25; 36;... т. е. квадраты натуральных чисел: 1, 2, 3, 4, 5, 6 ... Таким образом n-e число в ряду квадратных чисел есть п2.
На рисунке количество точек изображает число единичных квадратов, содержащихся в разных других квадратах, т.е. соответствующую площадь. Выше было указано, что ряд треугольных чисел получается путем последовательного суммирования чисел натурального ряда. Аналогично можно получить ряд квадратных чисел из ряда нечетных чисел: 1, 3, 5, 7,9,11, 13, 15, 17, 19, 21... Действительно, 1 + + 3 = 4,     1+3 + 5 = 9,     1+3 + 5 + 7=16. Один из видных древнегреческих математиков — Диофант, живший в III в. н. э., нашел формулу, связывающую треугольные числа с квадратными. Если обозначить любое треугольное число буквой Т, то 8Т+1 будет некоторым числом К. Например, умножая треугольное число 6 на 8 и складывая произведение 48 с 1, получаем 49, являющееся квадратным. 
Числа положительные и отрицательные

Известно, что натуральные числа возникли при счете предметов. Потребность человека измерять величины и то обстоятельство, что результат измерения не всегда выражается целым числом, привели к расширению множества натуральных чисел. Были введены нуль и дробные числа.
Процесс исторического развития понятия числа на этом не закончился. Однако не всегда первым толчком к расширению понятия числа были исключительно практические потребности людей. Бывало и так, что задачи самой математики требовали расширения понятия числа. Именно так обстояло дело с возникновением отрицательных чисел.

 Понятие об отрицательных числах возникло в практике решения алгебраических уравнений. После расширения множества натуральных чисел до дробных стало возможным делить любое целое число на другое целое число (за исключением деления на нуль). Вычитать же целое число из другого целого числа, когда вычитаемое больше уменьшаемого, долгое время казалось невозможным. Однако при решении уравнений нередко приходилось производить вычитание большего числа из меньшего и сталкиваться таким образом с понятием отрицательного числа.
Не только египтяне и вавилоняне, но и древние греки не знали отрицательных чисел. Понятие отрицательного числа появляется при решении систем линейных уравнений. Для производства вычислений математики того времени пользовались счетной доской, на которой числа изображались с помощью счетных палочек. Так как знаков + и — в то время еще не было, палочками красного цвета изображали положительные числа, отрицательные же — палочками черного цвета. Отрицательные числа долгое время называли словами, которые означали «долг», «недостача». Даже в VII в. в Индии положительные числа толковались как имущество, а отрицательные — как долг. В Древнем Китае были известны лишь правила сложения и вычитания положительных и отрицательных чисел; правила умножения и деления не применялись.

Еще в III в. древнегреческий математик Диофант фактически уже пользовался правилом умножения отрицательных чисел при таких преобразованиях: (2х—3) (2х—3) =4х2—12х + 9.

Однако —3 для Диофанта не самостоятельное отрицательное число, а всего лишь «вычитаемое», любое же положительное число - «прибавляемое». Правило умножения он выражает так: «Вычитаемое, умноженное на прибавляемое, дает в результате вычитаемое; вычитаемое на вычитаемое дает прибавляемое». Отдельно взятые отрицательные числа Диофант не признавал, и если при решении уравнения получался отрицательный корень, то он отбрасывал его как «недопустимый». Диофант старался так формулировать задачи и составлять уравнения, чтобы избе​гать отрицательных корней.
Совершенно по-иному относились к отрицательным числам индийские математики. Они признавали существование отрицательных корней уравнений, толковали положительные числа как представляющие имущества, а отрицательные — долги, приме​няя к ним все правила четырех действий, однако без должного теоретического обоснования.
Индийский математик Бхаскара (XII в.) выразил правила умножения и деления следующим образом: «Произведение двух имуществ или двух долгов есть имущество; произведение имуществ на долг есть убыток. То же правило имеет место и при делении».
Однако, несмотря на широкое использование отрицательных чисел при решении задач с помощью уравнений, в Индии относились к отрицательным числам с некоторым недоверием, считая их своеобразными, не совсем реальными. Бхаскара прямо писал: «Люди не одобряют отвлеченных отрицательных чисел...».
Не одобряли их долго и европейские математики, потому что истолкование «имущество — долг» вызывало недоумения и сомнения. В самом деле, можно «складывать» или «вычитать» имущества и долги, но какой реальный смысл может иметь «умножение» или «деление» имущества на долг?
Вот почему с большим трудом завоевывали себе место в математике отрицательные числа. В Европе отрицательные числа упоминаются уже у Леонардо Фибоначчи (XII—XIII вв.). Отрицательные числа находят некоторое применение и толкуются как «долги» и у других европейских ученых XIV—XVI вв.; однако большинство ученых называет новые числа «ложными», в отличие от «истинных» положительных чисел.
Это отношение мало изменилось и после того, как немецкий математик Михаил Штифель дал в 1544 г. новое определение отрицательных чисел как чисел, «меньших, чем ничто», т.е. меньших нуля. Несмотря на то, что эта точка зрения означала шаг вперед в деле теоретического обоснования отрицательных чисел, общая неясность относительно природы новых чисел не исчезла. Люди долгое время не могли привыкнуть к мысли, что существу​ет величина «меньше, чем ничто...». Сам Штифель писал: «Нуль находится между истинными и абсурдными числами...». Такое понимание отрицательных чисел через Декарта перешло к Ньютону. Другой подход был у Маклорена, Клеро, Эйлера. В их определениях в начальной форме содержится понимание относительных чисел как противо​положных элементов кольца действительных чисел, свя​занных соотношением  а+(—а) = 0.
В XVII в. математика, механика, астрономия получили широкое развитие. Отрицательные числа, применение которых значительно облегчило математические вычисления, все более проч​но входят в математику. Еще в 20-х годах XVII в. ученик Стевина, фламандский математик А. Жирар, решая уравнения, систематически учитывает и отрицательные корни и пользуется отри​цательными числами наравне с положительными.
В знаменитом произведении французского математика, физика и философа Декарта «Геометрия», изданном в 1637 г., описывается геометрическое истолкование положительных и отрицательных чисел; положительные числа изображаются на числовой оси точками, лежащими вправо от начала 0, отрицательные — влево.
Геометрическое истолкование положительных и отрицательных чисел привело к более ясному пониманию природы отрицательных чисел, способствовало их признанию. Представляя положительные и отрицательные корни уравнений противоположно направленными отрезками, Декарт тем самым считал, что эти корни равноправны, одинаково реальны, хотя и продолжал по традиции называть одни истинными, другие — ложными.
Однако, ввиду того что правила умножения и деления с отрицательными числами по-прежнему оставались необоснованными, даже в XVIII в. все еще продолжался спор между учеными о том, можно ли признавать отрицательные числа действительно существующими самостоятельно, как и числа положительные. Такое признание отстаивали, в частности, Ньютон, Эйлер и почти все русские математики того времени. Всеобщее признание отрицательные числа получили в первой половине XIX в., когда была развита достаточно строгая теория положительных и отрицательных целых чисел.
В европейской математике отрицательные числа впервые появились в «Книге Абака» Леонардо Пизанского, где он интерпретирует их таким же образом. Термины «положительный» и «отрицательный» появились в Европе в XV в. в анонимной рукописи «Initius Algebra» — переводе с арабского языка на греческий, а затем — на латынь. Видимо, они явились переводом арабских терминов «мусбат» и «манфи» самаркандского математика ал-Кушчи. Термины ал-Кушчи применяются и ныне в Турции, Иране, Азербайджане и Средней Азии. Кроме этих терминов употреблялись также affirrnativus — «утвердительный» и privativus — «лишательный».
Современное обозначение положительных и отрицательных чисел знаками + и — введено в конце XV в. Видманом. Еще в 1831 г. Гаусс боролся за «права» отрицательных чисел: «Насколько не опасаются вводить в общую арифметику дробные числа, хотя существует так много пересчитываемых вещей, в применении к которым дробь не имеет смысла, настолько же не следует отказывать отрицательным числам в правах, равных с положительными, потому только, что многие вещи не допускают противоположения. Реальность отрицательных чисел достаточно определяется тем, что в бесчисленных других случаях они находят адекватную основу».
Числа Фибоначчи
Имя Леонардо Фибоначчи (Леонардо Пизанского) — крупного итальянского математика, автора «Книги об абаке» (1202), которая несколько веков оставалась основным хранилищем сведений по арифметике и алгебре, сейчас встречается чаще всего в связи с замечательной числовой последовательностью 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...

Эта последовательность определяется условиями: u1,u2,un+1=un+un-1 (для каждого натурального n > 1). Ее члены называются числами Фибоначчи. Они возникают в самых разных мате​матических ситуациях — комбинаторных, числовых, геометрических.
Если вы любите отыскивать числовые закономерности в живой природе, то заметите, что эти числа часто встречаются в различных спиральных формах, которыми так богат мир растений; черенки листьев примыкают к стеблю по спи​рали, которая проходит между двумя соседними листьями: 1 /3 полного оборота — у орешника, 2/5 — у дуба, 3/8 — у тополя и груши, 5/13 — у ивы; чешуйки на еловой шишке, ячейки на ананасе и семена подсолнечника расположены спиралями, причем количества спиралей каждого направления так же, как правило, числа Фибоначчи.

Рассмотрим спиральную последовательность квадратов на клетчатой бумаге (к квадрату со стороной 1 приложен еще один, к ним — квадрат со стороной 2, затем — со стороной 3, 5 и т. д.). Отсюда нетрудно получить такое равенство 
u21+u22+u23+…+u2n=unun+1 (для любого n). Это и другие любопытные соотношения между числами Фибоначчи, такие как

u1 + u2 +… + un =un+2 -1;
u2n=un-1un+1=un+2un-1-unun-1=(-1)n;
um+k=uk-1um+ukum+1,
можно доказать методом математической индукции.
Много интересного в арифметике чисел Фибоначчи. Каждое третье число Фибоначчи четно, каждое четвертое делится на три, каждое пятнадцатое оканчивается нулем, и вообще для каждого d числа Фибоначчи, делящиеся на d, встречаются периодически. Два соседних числа Фибоначчи взаимно просты; um делится на  un тогда и только тогда, когда m делится на n.

При детальном исследовании свойств делимости чисел Фибоначчи выясняется особая роль числа 5, например, если простое число р имеет вид 
5t ±2, то uр+1 делится на р, а если р имеет вид 5t± 1, то uр-1, делится на р.

Число 5 участвует и в приведенной ниже формуле Бине (французский ученый Ж. Бине, 1786 — 1856), выражающей un как функцию от номера n: 
un=((
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+1/2)n-(1-
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Из этой формулы следует, что un растет примерно как геометрическая прогрессия со знаменателем 
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=(
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+1)/2, точнее, un равно ближайшему целому числу к 
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.
Формулу Бине можно доказать по индукции или с помощью производящей функции для последовательности Фибоначчи:

U1x+u2x2+u3x3+…=x/(1-x-x2).
Выражение для n-го члена в виде суммы нескольких геометрических прогрессий, аналогичное формуле Бине, можно написать и для других последовательностей, определяемых соотношением 
xn+r =а0хn +а1 xn+1 +... + аr-1х n+r-1.
Знаменатели этих прогрессий находятся как корни так называемого характеристического многочлена р (
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-a0. Например, для последовательности Фибоначчи характеристический многочлен равен 
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 - 1. В общем случае надо использовать не только вещественные, но и комплексные корни многочлена (а если к тому же у него какой-то корень 
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 имеет кратность k > 1, то кроме геометрической прогрессии с
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n в сумму могут входить еще последовательности с1n
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n, с2n2
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n, ... ..., ck-1nk-1
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n — тогда общее число членов в сумме будет всегда равно г).

Уже в XX веке были найдены новые свойства и применения чисел Фибоначчи. Среди них — самый быстрый способ отыскания экстремума для функции у=f (x) с двумя промежутками монотонности [а, х*] и [х*, b] (т. е. с одним экстремумом): оказывается, в наилучшем плане поиска точки экстремума х*, состоящем из n шагов, участвуют числа Фибоначчи u1, u2,..., un+2.
Основная теорема арифметики


Каждое составное натуральное число можно разложить на простые множители. Например: 4=2
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2; 6=2
[image: image70.wmf]´

3; 162=2
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3; 2553= 3
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37.


Можно сказать, что простые числа представляют собой как бы элементарные кирпичики, из которых строятся остальные числа. 



Можно сказать так: 

Любое натуральное число a может быть представлено в виде произведения a=p1e1*p2e2*p3e3*…*pnen, где p – различные простые числа и e- натуральные показатели степени.


«Основная теорема арифметики» утверждает, что любые два разложения данного натурального числа на простые множители одинаковы, если не обращать внимание на порядок следования сомножителей.

Нуль


Нуль – это целое число, одна из цифр в десятичной системе счисления. Название «нуль» происходит от латинского слова nullus, что значит «никакой». Обозначается нуль знаком 0. Как цифра в записи многозначного числа или десятичной дроби нуль употребляется для обозначения отсутствия единиц определенного разряда. Основное свойство, которое характеризует нуль как число, заключается в том, что л.бое число при сложении с нулем не меняется.


Другие свойства числа нуль: a*0=0; a-a=0; если a*b=0, то a=0 или b=0.


У нуля своя долгая и интересная история. Уже в поздней вавилонской письменности (5в. до н.э.) был специальный знак, обозначавший отсутствующий разряд в записи числа. Это – далекий предок нуля. Греческие астрономы переняли у вавилонян шестидесятеричную систему счисления, но вместо клиньев они для обозначения цифр употребляли буквы. При этом для обозначения пропущенного шестидесятеричного разряда они употребляли букву О – первую букву греческого слова «оуден», означающего «ничто». И наконец, запись чисел в десятичной системе с использованием того обозначения нуля, которым мы пользуемся теперь, появилось у индейцев в 5 – 6вв.


Долгое время нуль не признавали числом. Например, Диофант (3в.) не считал нуль корнем уравнения, так же как математики в средние века. Лишь к 17в. с введением метода координат нуль начинает выступать наравне с остальными числами, положительными и отрицательными: все они изображаются точками числовой оси.

Делимость. Признаки делимости


Делимость – одно из основных понятий, изучаемых в теории чисел. Говорят, что целое число а делится на целое b, если существует такое целое число с, что a=b
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c. Например, 54 делится на 6, так как54=6
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9; 273 делится на 21, так как 273=21
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13. Из определения делимости следует, что число 0 делится на любое число, включая 0, но ни одно целое число, отличное от нуля, на нуль не делится.


Часто утверждение о делимости числа а на число b выражают другими равнозначными словами: а кратно b, b – делитель а, b делит а. Для обозначения делимости а на b обычно пользуются записью b/a.


Всякое целое число а делится по крайней мере на четыре числа а, -а, 1, -1. Если а – простое число, то никаких других делителей оно не имеет.


Уже давно были найдены признаки делимости чисел, которые позволяют в некоторых случаях установить делимость одного числа на другое, не прибегая к непосредственному делению «в столбик». Среди этих признаков практически наиболее удобны следующие:

а) для делимости на 2 нужно, чтобы последняя цифра числа делилась на 2;

б) для делимости на 3 нужно, чтобы сумма цифр числа делилась на 3;

в) для делимости на 4 нужно, чтобы число, записанное двумя последними цифрами, делилось на 4;

г) для делимости на 5 нужно, чтобы последняя цифра была 0 или 5;

д) для делимости на 8 нужно, чтобы число, записанное тремя последними цифрами, делилось на 8;

е) для делимости на 9 нужно, чтобы сумма цифр делилась на 9;

ж) для делимости на 10 нужно, чтобы последняя цифра была 0;

з) для делимости на 11 нужно, чтобы разность между суммой цифр, стоящих на четных местах, и суммой цифр, стоящих на нечетных местах, делилась на 11.

Системы счисления


Наши далекие предки учились считать, пользуясь пальцами одной руки, затем пальцами обеих рук или пальцами рук и ног вместе. Счет производился сначала на пальцах левой руки с помощью одного или двух пальцев правой руки, затем переходили на правую руку, начиная с большого пальца, и лишь после этого на пальцы ног. Так возникли пятеричная, десятичная и двадцатеричная системы счисления.
Вот что рассказывает замечательный русский ученый-путешественник Н. Н. Миклухо-Маклай (1846—1888) о коренных жителях новой Гвинеи: «Излюбленный способ счета состоит в том, что папуас загибает один за другим пальцы руки, затем издает определенный звук, например «бе, бе, бе»... Досчитав до пяти, он говорит «ибон-бе» (рука), затем он загибает пальцы другой руки, снова повторяет «бе, бе».., пока не доходит до «ибон-али» (две руки). Затем он идет дальше, приговаривая «бе, бе».., пока не доходит до «самба-бе» и «самба-али» (одна нога, две ноги). Если нужно считать дальше, папуас пользуется пальцами рук и ног кого-нибудь другого». Однако известны народы, у которых единицами счета были не пальцы (или не только одни пальцы), а их суставы.
Вообще системы счисления с более высоким основанием появились позднее, чем с низким. Самой древней является двоичная система. С развитием контактов между различными племенами некоторые системы счисления объединялись. Многие народы древности пользовались смешанной пятерично-десятеричной системой, о чем свидетельствует, например, наличие в римской нумерации особых символов для чисел 5 (V); 10 (X); 50 (L); 100(С); 500(D); 10ОО(М). Среди индейцев Северной Америки и многих племен Африки господствовала пятерично-двадцатеричная система.
Современным людям  приходится употреблять числа повседневно. Если бы каждое число имело свое особое название и обозначалось бы отличным от других знаком, то запомнить все эти названия и знаки было бы невозможно. Избежать этой сложности помогла сложившаяся в течение веков система счисления и нумерации. За основание такой системы можно принять любое число большее единицы: 2, 5, 10, 12, 60 и т.д. Однако в двоичной и пятеричной системах числа выражаются и записываются довольно громоздко. Системы с основанием выше 10 требуют больше слов и знаков для наименования и записи чисел. Вот почему в результате длительного развития укоренилась наиболее удобная современная десятичная позиционная система нумерации и исчисления. Позиционная десятичная система счисления и нумерации была известна в Индии свыше полутора тысяч лет назад. В Европу она пришла вместе с арабами, вторгшимися в Испанию в VIII в. Из Испании индийская, или арабская, нумерация распространилась по всей Европе, Разумеется, за время от VIII в. до наших дней очертания цифр ме​нялись и неоднократно.

Системы счисления – способы записи чисел в виде, удобном для прочтения и выполнения арифметических операций. Рассматривая археологические находки эпохи палеолита (камни, кости животных), можно заметить, что люди стремились группировать точки, полосы, насечки по 3, 4, 5 или по 7. Такая группировка облегчала счет. В древности чаще всего считали на пальцах, и поэтому предметы стали группировать по 5 или по 10. В дальнейшем десяток десятков получил особое название (в русском языке – сотня), десяток сотен – свое название и т.д. Для удобства записи  такие узловые числа стали обозначать особыми знаками. Если при пересчете оказывалось 2 сотни 7 десятков и еще 4 предмета, то дважды повторяли знак для сотни, семь раз знак для десятка и четыре раза – знак для единицы. Знаки для единиц, десятков и сотен были не похожи друг на друга. При такой записи числа знаки можно было располагать в любом порядке, и значение записанного числа при этом не менялось. Поскольку в такой записи положение знака не играет роли, подобные системы счисления стали называть непозиционными. Непозиционными были системы счисления у древних египтян, греков и римлян. Непозиционные системы счисления были более или менее пригодны для выполнения операций сложения и вычитания, но совсем не удобны для умножения и деления. Чтобы облегчить работу, применялись счетные доски – абаки. У древних вавилонян система счисления вначале была непозиционной, но впоследствии они научились использовать информацию, заключенную в порядке записи знаков, и перешли к позиционной системе счисления. При этом в отличие от используемой  нами системы счисления, в которой значение цифры меняется в 10 раз при перемещении на одно место (такую систему называют десятичной), у вавилонян при перемещении знака происходило изменение значения числа в 60 раз (шестидесятеричная система счисления). Долгое время в вавилонской системе счета не было нуля. Это не создавало неудобства, так как порядок числа был обычно известен. Но когда стали составлять обширные математические и астрономические таблицы, возникла необходимость в таком знаке. Он встречается и в поздних клинописных записях, и в таблицах, составленных в Александрии в начале нашей эры. Следы вавилонской системы счисления сохранились до наших дней в порядке счета единиц времени (1ч.=60 минут). За основание системы счисления можно принять не только числа 10 или 60, но и любое натуральное число p, большее 1. Для записи чисел в p-ичной системе счисления нужно p цифр. Операции над натуральными числами в p-ичной системе счисления выполняются в обычном порядке, с той лишь разницей, что для каждой системы счисления надо брать свои таблицы сложения и умножения.


Еще 17в. немецкий математик Т.В. Лейбниц предложил перейти на двоичную систему счисления, но этому помешала не только традиция, но и то, что в двоичной системе счисления запись чисел слишком длинна. Например: 106=1101010. Однако в нашем веке, когда были созданы ЭВМ, оказалось, что для выполнения арифметических операций на этих машинах самой удобной является именно двоичная система счисления.

Действительное число

Действительное число, вещественное число, - положительное число, отрицательное число и нуль. Понятие действительного числа возникло путем расширения понятия рационального числа. Необходимость этого расширения обусловлена  как практическим использованием математики при выражении значения любой величины с помощью вполне определенного числа, так и внутренним развитием самой математики, в частности стремлением расширить область применимости ряда операций над числами (извлечение корня, вычисления логарифмов, решение уравнений). К общему понятию действительного числа подошли еще древнегреческие математики в своей теории несоизмеримых отрезков,  однако как самостоятельное понятие оно было сформулировано впервые лишь в 17 веке И.Ньютоном: «Число есть не столько совокупность нескольких единиц, сколько отвлеченное отношение какой-нибудь величины к другой, однородной с ней, принятой за единицу. Действительные числа образуют совокупность элементов, обладающих следующими свойствами.
I. Свойство упорядоченности.

Для любых двух чисел а и b определено соотношение порядка, т.е. два любых действительных числа а и b удовлетворяют одному и только одному из следующих соотношений: а < b, a = b или a > b, при этом, если а < b и  b <c, то a<c (транзитивность упорядоченности).
II. Свойство операции сложения.

Для любой упорядоченной пары чисел a и b определено такое единственное число, называемое их суммой и обозначаемое через a + b, что выполняются следующие свойства:
1) a + b = b + а (коммутативность);

2) а +( b + c) = (а + b) + c (ассоциативность);

3) существует такое число, называемое нулем и обозначаемое 0, что а + 0=а (для любого числа);

4) для любого а есть число, называемое противоположным а и обозначаемое через – а, что а + (-а) = 0;

5) если а < b, то а + с < b + с, для любого числа с.
III. Свойство операции умножения

Для любой упорядоченной пары чисел а и b определено такое единственное число, называемое их произведением и обозначаемое через а
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b, что:

1) а
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b = b
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a (коммутативность);

2)а 
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c) = (а
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b) 
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c (ассоциативность);

3) существует такое число, называемое единицей и обозначаемое через 1, что а 
[image: image87.wmf]´

1 = а; 
4) для любого а ≠0, существует такое число, называемое обратным данному и обозначаемое через 1/а, что а
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 (1/а)=1;

5) если а < b и с > 0, то а
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с < b
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с. Числа, большие 0, называются положительными, меньшие нуля – отрицательными. Числа 0, ±1, ±2,… называются целыми, числа вида m/n, где m – целое, а n – натуральное, называются рациональными числами. Действительные числа, не являющиеся рациональными, называются иррациональными.
IV. Свойство дистрибутивности умножения относительно сложения.

Для любой тройки чисел а, b, и с (а + b)c = ас + bc
V. Архимедово свойство

Каково бы ни было число а, существует такое целое число n, что n > a.

VI. Свойство непрерывности.
Для всякой системы вложенных отрезков существует хотя бы одно число, которое принадлежит всем отрезкам данной системы.

{ [ аn, bn ] }, an ≤ an+1 ≤ … ≤ bn+1 ≤ bn, n=1,2,…
Это свойство также называют принципом вложенных отрезков Кантора.


Действительные числа называются положительными (отрицательными), если какой-то, а, следовательно, и любой его представитель положителен (отрицателен). Отрицательные числа впервые появились в Древнем Китае. Индийские математики пришли к отрицательным числам, пытаясь сформулировать алгоритм решения квадратных уравнений для всех случаев. Диофант (3в.) свободно оперировал с отрицательными числами. Они постоянно встречаются в промежуточных вычислениях во многих задачах его «Арифметики». Однако и в 16 и в 17вв. многие европейские математики не признавали отрицательных чисел, и если такие встречались в их вычислениях, то они называли их ложными, невозможными. Положение изменилось, когда в 17в. было найдено геометрическое истолкование положительных и отрицательных чисел, как противоположно направленных отрезков.
Иррациональное число

Чисел рациональных, чисел из множества Q не хватает для того, чтобы сделать числовую прямую сплошной, или, как говорят математики, непрерывной. Нам нужны новые числа. Эти новые числа принято называть иррациональными. Иррациональные – значит не выражающиеся в виде отношения, не рациональные.

Сам факт существования таких удивительных чисел долго не укладывался в сознании ученых древности, убежденных в том, что все в природе, все ее явления и законы описываются законами, представляющими различными отношения целых чисел. А тут оказалось, что даже длина диагонали квадрата таким отношением не описывается. Существует легенда, что этот факт настолько потряс Пифагора и его учеников, что они решили скрыть его от всех. Но, как это часто бывает со всякого рода тайнами, нашелся некто Гиппас, который все же не удержался и, как мы сказали бы теперь, разгласил секретную информацию. Легенда утверждает, что боги наказали его – он утонул во время кораблекрушения.

Вскоре возникла проблема записи и выражения иррациональных чисел. Для решения этого вопроса можно пойти двумя путями. Первый путь еще в древности придумали греки. Все действия с числами пришлось заменить на действия с отрезками. Грекам на этом пути сначала удалось обойти трудности, связанные с иррациональностями, и очень далеко продвинуться вперед в развитии математики. Но затем они встретились с совершенно непреодолимыми трудностями – «сильная» геометрия разрешала пользоваться только циркулем и линейкой, а некоторые задачи с их помощью решить невозможно!


Надо искать другой путь. Если выписать последовательно десятичные дроби, квадрат которых меньше 2, то получится 1,4; 1,41; 1,414;… Многоточие означает, что таких дробей можно написать сколько угодно, или, по-другому, что мы можем написать сколько угодно десятичных знаков числа, квадрат которого как угодно близок к 
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. Если выписать последовательно десятичные дроби, квадрат которых больше 2, то получится 1,5; 1,42; 1,415;… И таких дробей мы можем написать сколько угодно. Тогда становится понятным такое определение:

Иррациональным числом называется непериодическая бесконечная дробь.


Правда, надо еще пояснить, почему в определении сказано «непериодическая», - дело в том, что периодические дроби есть просто другая форма записи обыкновенных дробей, например 0,3333… = 1/3. 


При изучении математики в школе мы фактически все время используем именно это множество, хотя и обходимся без глубокого его изучения. Бесконечные дроби мы «обрываем» на любом месте. Лишь бы была обеспечена необходимая точность, а дальше обращаемся с  ними как с конечными десятичными дробями. Так обстоит дело с вычислениями. С теорией же мы поступаем еще проще – считаем, что каждой точке координатной прямой  соответствует одно и только одно действительное число. В результате все графики становятся непрерывными, такими, какими мы их чертим, не отрывая от бумаги карандаша или ручки.

Вычисления с иррациональностями и геометрический смысл иррациональных чисел кажутся простыми и наглядными. Поэтому на протяжении многих лет не ощущалась необходимость построения достаточно глубокой и полной теории действительных чисел. Но с развитием науки и техники такая необходимость возникла, и во второй половине 19 века эта теория была создана. Главную роль в этом сыграл немецкий математик Рихард Дедекинд (1831 – 1916). Его сочинение, вышедшее в свет так и называлось: «Непрерывность и иррациональные числа». 

Комплексные числа
Термин «комплексное число» впервые ввел Л. Карно (1803). Позднее термин был повторен Гауссом («Теория биквадратичных вычетов», 1828), Гаусс употреблял его систематически, чтобы исключить «мнимое» число. Буквальное  значение выражения — «сложное, составное число». Именно такой термин «составное переменное» употреблялся в русской литературе до конца XIX в. Считается, что впервые комплексные числа стали употреблять итальянские математики Кардано (1545) и Бомбелли (1572). Однако в неявном виде эти числа можно найти и в более ранних работах. С другой стороны, еще долго после работ Кардано и Бомбелли даже выдающиеся математики не имели отчетливого понятия о комплексных числах. Лейбниц писал (1702): «Мнимые числа — это прекрасное и чудесное убежище божественного духа, почти что сочетание бытия с небытием». Бомбелли в своей «Алгебре» (написана примерно в 1560 г., издана в 1572 г.) дал первое формальное обоснование действий над комплексными числами.
Слово «мнимый» впервые употребил Кавальери — только в геометрии: мнимой степенью он называл всякую степень выше третьей, поскольку такая степень лишена геометрического смысла (1635). 
У Декарта (1637) впервые противопоставлены действительные и мнимые корни уравнения (reele — imaginaire).У Эйлера в недостаточно четкой форме встречается геометрическая интерпретация комплексных чисел, так же, как у Валлиса (1685). Однако в ясной систематической форме геометрическое изображение комплексных чисел (в виде направленных отрезков) и действий над ними встречается в работах датского землемера Весселя (1799) и французского математика Аргана (1806). Вессель и Арган не имели никаких контактов с научными кругами своего времени, поэтому их работы оставались долгое время незамеченными. Всеобщую известность и признание геометрическое  представление комплексных чисел  получило, начиная с 1831 г., когда была опубликована «Теория биквадратичных вычетов» Гаусса, содержавшая геометрическую интерпретацию комплексных чисел.
Комплексные числа - числа вида а + bi, где а и b – действительные числа, а i – число особого рода, квадрат которого равен – 1, т.е. i2 =-1. Действия над комплексными числами выполняются по таким же правилам, что и над многочленами, при этом i2 заменяют на -1.

Например: (2+3i)+(4-8i)=6-5i;

(2+3i) (4-8i)=8-16i+12i-24i2= 32-4i;

2+3i/4-8i = (2+3i) (4+8i)/ (4-8i) (4+8i);
i3 = i2*i = - i; i4 = i2 * i2 = (-1) (-1) = 1.

Равенство а + bi= c + di означает, что а = с и b=d. 
Древнегреческие математики считали «настоящими» только натуральные числа, но в практических расчетах за два тысячелетия до н.э. в Древнем Египте и Древнем Вавилоне уже применялись дроби. Следующим важным этапом в развитии понятия о числе было введение отрицательных чисел – это было сделано китайскими математиками за два века до н.э. Отрицательные числа применял в 3в. н.э. древнегреческий математик Диофант, знавший уже правила действий над ними, а в 7 в. н.э. эти числа подробно изучили индийские ученые, которые сравнивали такие числа с домом. С помощью отрицательных чисел можно было единым образом описывать изменение величин. Уже в 8 в. н.э. было установлено, что квадратный корень из положительного числа имеет два значения – положительное и отрицательное, а из отрицательных чисел квадратные корни извлечь нельзя: нет такого числа х, чтобы х2 = -9.

В 16в. в связи с изучением кубических уравнений оказалось необходимым извлекать квадратные корни из отрицательных чисел. В формуле для решения кубических уравнений содержатся кубические и квадратные корни. Эта формула действует безотказно в случае, когда уравнение имеет один действительный корень (например, для уравнения х3+3х-4=0), а если оно имело 3 действительных корня (х3-7х+6=0), то под знаком квадратного корня оказывалось отрицательное число. Получалось, что путь к этим трем корням уравнения ведет через невозможную операцию извлечения квадратного корня из отрицательного числа.

Чтобы объяснить получившийся парадокс, итальянский алгебраист Дж.Кардано в 1545г. предложил ввести числа новой природы. Он показал, что система уравнений х+у=10, ху=40, не имеющая решений в множестве действительных чисел, имеет решение вида х=5±
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, нужно только условиться действовать над такими выражениями по правилам обычной алгебры и считать, что 
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, 
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=-а. Кардано назвал такие величины «чисто отрицательными» и даже «софистически отрицательными», считал их бесполезными и стремился не применять их. В самом деле, с помощью таких чисел нельзя выразить ни результат измерения какой-нибудь величины, ни измерения этой величины. Но уже в 1572г. Вышла книга итальянского алгебраиста Р.Бомбелли, в которой были установлены первые правила арифметических операций над такими числами, вплоть до извлечения из них кубических корней. Название «мнимые числа» ввел в 1637г. французский математик и философ Р.Декарт, а в 1777г. один из крупнейших математиков 18в. – Л.Эйлер предложил использовать первую букву французского слова imaginaire (мнимый) для обозначения числа 
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 («мнимой» единицы); этот символ вошел во всеобщее употребление благодаря К.Гауссу (1831г.).
В течение 17в. продолжалось обсуждение арифметической природы мнимостей, возможности дать им геометрическое истолкование.


Постепенно развивалась техника операций над комплексными числами. На рубеже 17 и 18в.в. была построена общая теория корней n-й степени сначала из отрицательных, а потом из любых комплексных чисел, основанная на следующей формуле английского математика А.Муавра (1707г.) 

(cos
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 +i sin
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)n= cos 
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+i sin n
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 .

С помощью этой формулы можно также вывести равенства для косинусов и синусов кратных дуг. 


Л.Эйлер вывел в 1748г. замечательную формулу eix=cos x+i sin x, которая связывала воедино показательную функцию с тригонометрическими. С помощью формулы Эйлера можно возводить число е в любую комплексную степень. Любопытно, например, что еi
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=-1. Можно находить синусы и косинусы от комплексных чисел, вычислять логарифмы таких функций, т.е. строить теорию функций комплексного переменного.

В конце 18в. французский математик Ж.Лагранж смог сказать, что математический анализ уже не затрудняют мнимые величины. С помощью комплексных чисел научились выражать решения линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. Еще ранее швейцарский математик Я.Бернулли применил комплексные числа для вычисления интегралов.

Хотя в течение 18в. с помощью комплексных чисел были решены многие вопросы, в том числе и прикладные задачи, связанные с картографией, гидродинамикой и т.д., однако еще не было строго логического обоснования теории этих чисел. Поэтому французский ученый П.Лаплас считал, что результаты, получаемые с помощью многих чисел, - только наведения, приобретающие характер настоящих истин лишь после подтверждения прямыми доказательствами.


В конце 18 – начале 19в. было получено геометрическое истолкование комплексных чисел. Датчанин Г.Вессель, француз Ж.Арган и немец К.Гаусс независимо друг от друга предложили изображать комплексное число z=a+bi точкой М (а;b) на координатной плоскости. Позднее оказалось, что еще удобнее изображать число не самой точкой М, а вектором 
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, идущем в эту точку из начала координат. При таком истолковании сложению и вычитанию комплексных чисел соответствуют эти же операции над векторами. Вектор 
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 можно задавать не только его координатами а и b, но также длиной r и углом 
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, который он образует с положительным направлением оси абсцисс. При этом a=r cos
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 , b=r sin
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  и число z принимает вид z=r (cos
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 + I sin
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), который называется тригонометрической формой комплексного числа. Число z называют модулем комплексного числа z и обозначают 
[image: image109.wmf]z

. Число 
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  называют аргументом z и обозначают Arg z. Заметим, что если z=0 оно определено с точностью до кратного 2
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. Упомянутая ранее формула Эйлера позволяет записать число z в виде z=rei
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 (показательная форма комплексного числа).

Очень удобно выполнять умножение комплексных чисел в показательной форме. Оно производится по формуле r1ei
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1 r2ei
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2  =r1r2ei(
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1) , т.е. при умножении модули перемножаются, а аргументы складываются.

Геометрическое истолкование комплексного числа позволило определить многие понятия, связанные с функциями комплексного числа, расширило область их применения. Стало ясно, что комплексные числа полезны во многих вопросах, где имеют дело с величинами, которые изображаются векторами на плоскости: при изучении трения жидкости, задач теории упругости.


Большой вклад в развитие теории функций комплексного переменного внесли русские и советские ученые: Н.И. Мусхемишвили, М.В. Келдыш, М.А. Лаврентьев, Н.Н. Боголюбов, В.С. Владимиров.

Аксиомы Пеано

Мысль о построении теории натуральных чисел давно привлекала ученых, попыток было сделано немало, но наиболее удачной оказалась система аксиом, сформулированных итальянским ученым Джузеппе Пеано (1858 – 1932).


Оказалось, что для дедуктивного построения арифметики натуральных чисел достаточно всего четырех аксиом, с помощью которых дается точное объяснение тому, что значит «одно число следует за другим».


Аксиома 1. Существует натуральное число единица, не следующие ни за каким числом.

Аксиома 2. За любым натуральным числом следует одно и только одно число.


Аксиома 3. Всякое натуральное число, кроме единицы, следует за одним и только одним числом.


Аксиома 4. Если какая-либо теорема о свойствах натуральных чисел доказана для единицы и если из допущения, что она верна для натурального числа n, следует, что она верна и для числа, непосредственно следующего за n, то она верна для всех натуральных чисел.

Аксиома №4 позволяет рассуждать так. Если для первого числа теорема доказана, то она справедлива и для следующего за ним числа под номером 2. Но если справедлива для числа под номером 2, то и справедлива для следующего числа под номером 3. «Но если теорема справедлива для числа под номером n и следующего за ним числа, то по аксиоме 4 она справедлива для всех натуральных чисел». 

Великая теорема Ферма

Пьер Ферма (1601 -1665), юрист по профессии, математик по призванию. Среди множества проблем, которые исследовал Ферма, немалое место занимают вопросы, связанные со свойствами чисел, в частности простых чисел. Он высказал предположение, что простыми являются все числа вида 2
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Проверим это предположение для нескольких n, составив таблицу.

Числа вида Fn=2
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	n
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	2n
	1
	2
	4
	8
	16
	32

	22n
	2
	4
	16
	256
	65536
	4294967296

	Fn
	3
	5
	17
	257
	65537
	4294967297



Первые четыре числа (3, 5, 17, 257) – простые. Несколько труднее установить, что 65537 тоже простое. Хочется думать, что все Fn 
тоже простые, но оказывается, что F5=232+1=4294967297 – составное. Оно делится на 641. Проверить, конечно, несложно, гораздо сложнее установить, что именно на 641 надо делить, недаром до Эйлера этого никто не сумел сделать. Любопытно, что до сих пор никому не удалось установить, имеются ли простые числа вида 2
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+1 при n, большем 4.

С именем п.Ферма связана так называемая «великая теорема Ферма». В свое время Ферма написал на полях книги Диофанта «Арифметика», что невозможно разложить ни куб на два куба, ни биквадрат на два биквадрата, и вообще никакую степень, большую квадрата, на две с тем же показателем, и что он открыл этому поистине чудесное доказательство, но поля этой книги для него слишком малы.

Уточним мысль Ферма. Рассмотрим равенство xn+yn=zn, в котором х ,y, z – некоторые натуральные числа, n – натуральный же показатель степени. При n=1 можно найти сколько угодно троек чисел, удовлетворяющих этому равенству. При n=2 получим уже рассмотренное нами неопределенное уравнение (ax+by=c). Это неопределенное уравнение можно рассматривать и при других показателях, но Ферма утверждает, что если показатель равен 3, 4 и вообще любому числу, большему 2, то оно не имеет решений. В этом случае и заключается теорема Ферма, полное доказательство которой пока не открыто.

То, что Ферма не оставил доказательства, никого не удивило — он почти не оставил доказательств своих арифметических теорем.

Многие утверждения Ферма впоследствии доказал Л. Эйлер. Он попытался доказать и великую теорему Ферма. Вначале Л. Эйлер разобрал случай n=4 (это доказательство было и у Ферма) и только через 20 лет, в 1768 г., прибавил случай n = 3 (да и то с пробелами). Лишь более чем через полвека, в 1825 г., французским математиком А. Лежандром (1752 — 1833) и немецким математиком П. Дирихле (1805 — 1859) была доказана справедливость утверждения П. Ферма для n = 5. Нетрудно понять, что случай n = 6 сводится к n = 3 и вообще, кроме случая n = 4, достаточно рассматривать лишь простые показатели n. Вскоре, в 1839 г., усилиям французского математика Г.Ламе (1795 — 1870) поддался случай n=7, одно время даже казалось, что он вывел общий случай, но обнаружилась ошибка.

Самые серьезные исследования великой теоремы Ферма связаны с именем немецкого математика Э. Куммера (1810 — 1893). В 1843 г. он предложил доказательство, в котором была ошибка, но затем он постепенно исправлял ее. Его доказательство содержало достаточные условия для n, при выполнении которых для этого n теорема справедлива. Вначале эти условия были столь трудно проверяемы, что не удавалось прибавить ни одного показателя к уже известным. Затем они упростились, и теорема была доказана разом для всех л из первой сотни, исключая л = 37, 59, 67. Однако и с этими исключениями вскоре удалось справиться. К концу жизни Э. Куммер уже не рассчитывал доказать теорему в полном объеме, он лишь хотел доказать ее справедливость для бесконечного множества простых показателей, но и этого долго не удавалось доказать.

В 1934 г. американский математик Г. Вандивер упростил условия Э.Куммера, и в этом варианте они (при помощи ЭВМ) в последнее время проверены для всех простых n < 100 000.

А как же доказательство П. Ферма, которое «не уместилось на полях»? С одной стороны, Ферма почти не допускал ошибок в высказываниях, а с другой, кажется невероятным, что самые блестящие математические умы за три столетия не обнаружили рассуждения, на которое намекал Ферма. Нет даже ни одной убедительной реконструкции ошибочного рассуждения, которое П. Ферма мог принять за доказательство. Более того, все разобранные случаи, начиная с n = 3, требуют применения методов, совершенно неизвестных Ферма. По тем же причинам, по-видимому, обречены на неудачу многочисленные попытки любителей найти ее доказательство. Но великая теорема Ферма сослужила добрую службу, хотя само это утверждение занимает довольно изолированное положение в математике. В процессе ее доказательства Э.Куммер придумал теорию идеальных чисел — одну из самых удивительных и плодотворных математических теорий.

Интересное продвижение в решении великой теоремы Ферма было получено в 1983 г. нидерландским математиком Г. Фалтингсом. Лишь в 1995 г. английский математик Эндрю Уайльс доказал, наконец, многострадальную теорему, но это доказательство чрезвычайно сложно и выходит далеко за рамки арифметики.
Малая теорема Ферма

Знаете ли вы об удивительном свойстве, которым обладают числа, составленные из одних девяток? Каково бы ни было простое число р, отличное от 2 и 5, всегда можно указать такое число, составленное из одних девяток — 9999...99, — что оно будет делиться на р. Так, на 3 делится 9, на 7 — число 999 999, на 11 — число 99, на 13 — опять-таки число 999 999. Чтобы получить число, делящееся на 17, придется взять число из 16 девяток, на 19 — число из 18 девяток. И всегда можно быть уверенным, что нужное число найдется, хотя и может оказаться очень длинным.

На чем основано доказательство этого факта? Дело в том, что при делении с остатком на р может встретиться конечное число различных остатков: 0, 1, 2, ..., р-1. Поэтому найдутся два числа из девяток (пусть одно — из I девяток, а другое — из m девяток, I > m), такие, что оба они при делении на р дают один и тот же остаток. Тогда число из I –m  девяток будет делиться на р. Заметим, что обсуждаемое утверждение равносильно тому, что для всякого простого р, не равного 2 и 5, существует число вида 1000...00 (единица с нулями), дающее при делении на простое число р остаток 1. Это очень важное утверждение. На нем основана, например, периодичность бесконечной десятичной дроби, полученной при обращении обыкновенной дроби 1/р, где р ≠ 2 и n ≠ 5 (если выписывать последовательные десятичные знаки при делении 1 на р, то с некоторого места они начнут периодически повторяться).

Другая связь имеется с признаками делимости. Признак делимости на 3 основывается на том, что 9 делится на 3. Для того чтобы узнать, делится ли на 11 число А =аnаn-1 К а2а1, достаточно разбить его на двузначные числа справа налево: а2а1, a3a4 (последнее число может оказаться однозначным), сложить эти числа, и если полученная сумма делится на 11, то на 11 делится и A, а если не делится, то и A не будет делиться. Этот признак делимости основывается на том, что 99 делится на 11. Аналогичный признак делимости с разбиением на трехзначные числа имеется для 37. Такие признаки делимости можно построить для всех простых чисел р, не равных 2 и 5, но они могут оказаться неудобными.

Естественно попытаться узнать, сколько же в точности девяток надо взять, чтобы получилось число, делящееся на р. Оказывается, что всегда, годится число, состоящее из р-1 девяток. Однако иногда достаточно и меньшего числа, но всегда это наименьшее число девяток I является делителем р-1. До сих пор не известен ответ на вопрос, волновавший еще Гаусса: конечно или бесконечно число таких р, для которых I=р-1 (так обстоит дело только для р = 7, 17, 19, 23, 29, 47, ...).

Утверждение о делимости чисел, составленных из девяток, является частным случаем значительно более общего утверждения, носящего название малой теоремы Ферма: если р — простое число, а — натуральное число, не делящееся на р, то аn-1 при делении на р дает остаток 1 (утверждение о девятках получается при а=10). «Меня озарило ярким светом», — писал Ферма, впервые сообщая об этом своем открытии в письме (1640). В самом деле, эта теорема стала одним из самых фундаментальных фактов в теории делимости натуральных чисел. Ферма не оставил доказательства теоремы, и первое известное доказательство принадлежит Л. Эйлеру. В заключение дадим формулировку этой теоремы, не содержащую ограничений на число а: если р — простое число, а — натуральное число, то ар - а делится на р.
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