Загадки арифметической прогрессии

Мустафа Ирина, ученица 3 «А» класса

Руководитель: Золотухина М.В., учитель начальных классов

   Какое арифметическое действие самое главное, самое важное? Конечно, сложение! 

И в самом деле: придя в школу, мы, прежде всего, учимся складывать числа, и только потом – вычитать, умножать и делить. Всякое дело начинают изучать с самого главного в нем. Вот и получается, что сложение – основа основ арифметики.

На одном из уроков, нам предложили проверить, как быстро мы умеем складывать числа: найти сумму чисел первого десятка.

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10

Конечно, мы сразу стали поочередно прибавлять слагаемые и, через несколько минут, получили результат – 55. 

Учительница тогда предложила найти сумму чисел первой сотни:

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+…+97+98+99+100

Чтобы не занимать время на уроке, я это задание выполнила дома. Было потрачено много времени, но в результате -5050. 

Оказалось, что есть способ быстрого нахождения суммы любого количества идущих одно за другим чисел, будь их даже миллион!

         Поэтому я поставила перед собой следующие задачи:

1. Найти и изучить прием, который позволяет быстро находить суммы любого количества идущих одно за другим чисел.

2. Рассмотреть практическое применение этого приема.

          В литературе я нашла способы быстрого суммирования ряда чисел, когда число слагаемых в ряду четное и , когда число слагаемых в ряду нечетное.
Для начала, рассмотрим задачу:

Плотник делает лестницу в 10 ступенек высотой. С боковой стороны лестница будет облицована квадратными резными панелями, размеры которых равны размерам ступенек. Плотник поручает изготовление панелей своему помощнику. Тот спрашивает: «Сколько же панелей я должен изготовить?» «Определи сам», - отвечает плотник. 

 Для решения задачи нарисуем «числовую» лесенку. В первом ее столбике – один квадратик, во втором – два, в третьем – три и так далее, наконец, в десятом столбике 10 квадратиков. Затем я разрежу лестницу по вертикали на две части так, чтобы столбики разделились между частями поровну – по 5 штук в каждой:















































































































Теперь я переверну одну из частей «вниз головой» и поставлю ее поверх второй части. В результате получится прямоугольник.



































































Этот прямоугольник составлен из пяти одинаковых столбиков, по 11 клеток в каждом столбике. Полное число клеток, содержащихся в нем, я смогу найти, перемножив эти два числа между собой:

5*11=55

Вот только рисовать фигурную лесенку каждый раз, как соберёшься найти сумму идущих по порядку чисел, слишком утомительно. Я предпочту просто выписать суммируемые числа в ряд одно за другим:

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10.

Посмотрим внимательно: здесь крайние числа по порядку, 1и10, в сумме дают 11.Но ту же сумму мы получим, если будем складывать друг с другом попарно числа 2и9,3и8,4и7,5и6. Ведь если первое число в каждой следующей паре на единицу увеличивается, то второе число на ту же единицу уменьшается, так что сумма остаётся неизменной. Чтобы это хорошо было видно, я стрелочками покажу, из каких чисел получается одна и та же сумма 11.

Итак, числа объединились в 5 пар, по 11 единиц в каждой. Поэтому общую их сумму можно теперь вычислить простым умножением:

5*11=55.

Но этот способ работает лишь в том случае, когда количество ступенек у лестницы чётное и столбики-числа могут быть сгруппированы по парам.

 А что бы вы стали делать, если бы число ступенек было нечётным? Ведь в таком случае один столбик остался бы без пары. 

Попробуем решить вашим способом задачу в том случае, если ступенек лестницы будет не 10, а 11.

Я выпишу суммируемые числа в ряд, как поступала и раньше:

1+2+3+4+5+6+7+-8+9+10+11

Рассмотрев запись внимательно, можно заметить, что слева от центрального числа 6 стоит меньшее на единицу число 5, а справа – большее на единицу число 7. если мы возьмем и перекинем эту единицу от 7 к 5, то оба столбика выровняются по высоте и станут равными центральному столбику, то есть 6. Точно также, перебрасывая 2 единицы, мы можем выровнять столбики в паре 4 и 8, перебрасывая 3 единицы – в паре чисел 3 и 9 и так далее. В итоге все ступеньки нашей лестницы будут иметь одну и ту же, «среднюю», высоту: каждое из 11 чисел, уменьшившись либо увеличившись, станет равным 6. Ну, а после этого сумма их вновь легко может быть найдена умножением:

6*11=66

Если это изобразить сказанное на схеме – «лесенке», то  получится, что мы разрезали ступенчатую фигуру по горизонтальной линии на «среднем» уровне, после чего сложили из частей прямоугольник.

Таким образом, у нас получилось два разных способа суммирования ряда чисел. Один из них применим в случае, когда число членов в ряду четное, а другой предназначен для случая с нечетным числом членов.

Эти способы оказались не совсем удобными – каждый раз приходится предварительно выяснять, четным или нечетным является количество слагаемых. Можно ли обойтись без этого?

Нужен универсальный способ суммирования!

Давайте возьмем и пририсуем к нашей «лесенке» еще одну, точно такую же лесенку, только расположенную «вниз головой», - так, чтобы образовался прямоугольник.

Высота этого прямоугольника на единицу меньше основания. Состоит он из 11 столбцов по 10 клеток в каждом, поэтому в нем содержится всего 

10*11=110 клеток

Из этого количества на каждую фигуру – «лестницу» приходится ровно по половине, то есть 

110:2=55 клеток

А для лесенки, состоящей из 11 клеток, я составлю прямоугольник, стороны которого равны 11 клеток и 12 клеток. Поэтому каждая из лесенок, составляющих этот прямоугольник, будет содержать

11*12

2 = 66 клеток

Можно не рисовать лесенки, а просто выписать суммируемый ряд два раза,  причем второй раз – в обратном порядке

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10

10 + 9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1

Сумма чисел в каждом столбце одна и та же и равна 11.

Чтобы найти сумму всех выписанных чисел, каждое выписано дважды, следует умножить 11 на число столбцов, то есть на 10: в результате получим 110, из этого на каждый ряд приходится половина. Поэтому сумма верхнего (или нижнего) ряда равна половине от 110, то есть 55. 

Все ряды, которые мы рассматривали, построены совершенно одинаково: здесь каждый сосед справа больше (либо меньше) своего соседа на одну и ту же разность. Обозначим  ее -  

 Получается, что каждый «внутренний» член ряда, начиная со второго и кончая предпоследним, настолько же превышает одного из своих соседей, насколько превышается вторым соседом. И его «рост» является средним арифметическим от роста соседей.

* Среднее арифметическое двух величин А и С – это величина В, которая настолько же превосходит меньшую из этих величин, насколько сама превосходится большей.

Среднее арифметическое можно рассчитать по формуле

В=(А+В):2

Поскольку в рассматриваемых нами рядах каждый «внутренний» член является средним арифметическим своих соседей, а члены ряда «подрастают» на одну и ту же величину         при переходе от предыдущего к следующему, ряды эти носят название арифметических прогрессий. 

Найдем сумму арифметической прогрессии в общем виде:

выпишу суммируемый ряд два раза

А  +  А  +  А  + …. + А    + А     + А 

А  +  А  +  А  + …. + А    + А     + А

          Вспоминая наши прошлые действия, я сразу же могу написать формулу для суммы всех членов ряда

S = (A + A )* m:2

Где S –сумма всех чисел ряда

А – первое число ряда

А – последнее число ряда

m – общее число членов ряда

Для того, чтобы всегда пользоваться этой формулой, нужно знать первый и последний члены суммы, а также общее число, содержащихся в ней членов. Однако, случается так, что последний член может быть не указан. Значит, он должен быть предварительно вычислен по формуле

A = A + (m - 1) *

Где А  -последнее число

А – первое число

m  - количество чисел в ряду

· разница между соседними числами

         Где же в жизни мне могут пригодиться эти новые знания?

* Бабуля моя пьет лекарственную настойку каплями: в 1-й день 6 капель, а в каждый следующий на 3 капли больше, чем в предыдущий. Начиная с 11 дня, дневную дозу она ежедневно убавляет на 3 капли и заканчивает курс лечения на 19 день после его начала. Можно узнать

· Сколько капель она приняла за первые 10 дней лечения?

· Сколько капель она приняла за весь курс лечения?

* Моя мама активно занимается бегом по утрам. Я тоже решила начать бегать – с 2 км в день. Каждую неделю я решила увеличивать пробегаемое расстояние так, чтобы в одиннадцатую неделю пробегать 4 км в день. Я могу рассчитать

· На какое расстояние мне нужно увеличивать дистанцию еженедельно?

· Сколько всего километров я пробегу за 11 недель?

*Прежде, чем взять вещи на прокат, можно определить размер платы за прокат: например, если ежедневно сумма увеличивается на 20 рублей. Что выгоднее, брать вещь на месяц на таких условиях или лучше подкопить деньги (положив сумму под проценты) и купить эту вещь в постоянное пользование.

*Можно рассчитать размер переплаты за квартиру, в случае несвоевременной ее оплаты.

*Можно рассчитать удобный срок погашения кредита. Например, телевизор стоит 12000 рублей, за пользование кредитом ежемесячный налог увеличивается на 200 рублей. Сколько мы переплатим денег, если ежемесячно будем платить 1000 рублей. Сколько всего денег выплатим?
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