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I. Замечательные точки треугольника и формулы, связанные с высотами, биссектрисами и медианами.
 1. Свойство медианы равнобедренного треугольника

1) В равнобедренном треугольнике с основанием АВ медиана СD является одновременно высотой и биссектрисой. Это следует из равенства ∆ADC и ∆CDB по первому признаку. Из равенства этих треугольников вытекает, что ∟ADC = ∟DCB, значит, углы прямые и CD− высота.
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2) Медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся в ней в отношении 2:1, считая от вершины. Эту точку называют центром тяжести треугольника.
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Докажем, что  m
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Доказательство:                                                                   

Пусть a,b и c – стороны треугольника 

АВС. Достроим данный треугольник 

     до параллелограмма. Диагонали                                               

этого   параллелограмма  с и 2m
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По теореме о сумме квадратов

      диагоналей имеем:                                                                                 
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4)  Еще одно утверждение о медианах: Сумма квадратов медиан треугольника равна трем четвертым сумме квадратов его сторон.

     Найдем сумму квадратов всех медиан треугольника и упростим:
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          Что и требовалось доказать.       
5) Стороны треугольника равны a, b, c. Докажите, что медиана, проведенная к стороне a, вычисляется по формуле
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Доказательство: Пусть в треугольнике АВС 
[image: image33.wmf](

)

2

2

2

2

2

BC

AC

BC

AD

+

=

+

, или точка М – середина ВС, ВС= а, СА= b, АВ= с, АМ= 
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. Продолжим АМ на такое ж расстояние . Получим точку D, такую, что АВСД – параллелограмм. Из предыдущей задачи следует, что 
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, откуда вытекает равенство 
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6) Доказать, что расстояние центра тяжести треугольника до плоскости есть среднее арифметическое расстояний его вершин до этой плоскости.

Доказательство:
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 EMBED Equation.3  [image: image47.wmf]
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Как средняя линия трапеции 
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На основании равенств (1), (2) и (3) имеем: 
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7)    Дано: АВСD- параллелограмм,  АВС - треугольник, ВМ – медиана

      Доказать, что медиана треугольника меньше полусуммы сторон. Ее заключающих, и больше разности между этой полусуммой и половиной стороны, к которой проведена медиана.

       Доказательство: Пусть ВМ - медиана треугольника АВС. Продолжим отрезок ВМ на отрезок МD, равный ВМ. Из треугольника ВСD следует, что 2ВМ<ВС+ СD, откуда
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.Далее, из треугольника  АМВ и ВМС имеем: ВМ+
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Складывая почетно два последних  неравенства и разделив на 2,получем:

ВМ>
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Неравенства (1) и(2) содержат требуемые заключения.                         
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  2.Высоты треугольника.

 1) Высоты треугольника пересекаются в одной точке. Эту точку называют ортоцентром треугольника
2) В остроугольном треугольнике АВС проведены высоты 
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. Доказать, что эти высоты являются биссектрисами углов треугольника 
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Доказательство: Пусть Н – точка пересечения высот треугольника АВС. Заметим, что точки С, Н, 
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 лежат на одной окружности с диаметром СН. Следовательно, 
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Точно так же на одной окружности располагаются точки 
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Таким образом,
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 То же верно для других углов.
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3. Биссектрисы треугольника.

1) Биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке. Эта точка является центром вписанной окружности

                    В

           l
[image: image71.wmf]с

                    l
[image: image72.wmf]а

    





А                                              С      

       2)    Докажите, что если a и b- две стороны треугольника, α- угол между ними и l- биссектриса этого угла, то 
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Доказательство:

 Биссектриса разбивает треугольник на два.
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3)                    В
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                     Рис.16 

Для нахождения биссектрис угла существуют формулы: 

l
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     4) Биссектриса двух внешних углов треугольника и внутреннего угла, несмежные с ними, пересекаются в одной точке . 
Доказательство: Пусть О – точка биссектрисы двух внешних углов А и С треугольника АВС. Тогда О – биссектриса угла ХАС из-за  равенства соответствующих вертикальных углов … Поэтому точка О равноудалена от прямых АВ и АС . Аналогично доказывается , что эта точка равноудалена  от прямых ВС и АС. Следовательно , точка О равноудалена от сторон АВ и ВС .поэтому она лежит на биссектрисе угла А . теорема доказана .

5)  В любом треугольнике биссектриса угла делит противоположную сторону на части, пропорциональные прилежащим сторонам.

Доказательство:

Пусть D – основание биссектрисы, опущенной из угла А.Через точку С проводим прямую, которая параллельна AD . Построенную прямую продолжаем до пересечения с прямой АВ. Тогда имеем равенства углов:

∟BAD=∟DAC=∟ACE,

∟BAD=∟AEC, по условию или как подходящих углов при параллельных прямых AD и CE. Тогда имеет: AC=AE. В силу теоремы Фалеса есть пропорции: 
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II. Вписанная и описанная окружности треугольника.  
1)  Формула радиуса вписанной окружности:

r= 
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S- площадь треугольника, r – радиус вписанной окружности.

2) a, b, c- стороны треугольника АВС, R- радиус описанной окружности; 

S-площадь треугольника АВС .                                                                                                
R= 
[image: image97.wmf]S

abc

4

;           
[image: image98.wmf]R

C

c

B

b

A

a

2

sin

sin

sin

=

=

=

 ;
3) Расстояние между центрами вписанной и описанной окружностей.

     d
[image: image99.wmf]2
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- 2R r, где d- расстояние между центрами окружностей, R- радиус описанной окружности, r- радиус вписанной окружности.

4)В окружность радиуса R вписан равносторонний треугольник АВС. Пусть М – произвольная точка окружности. Чему равна сумма 
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Доказательство: Прежде всего заметим, что если О - центр окружности, то                                        
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                      В                                             Данная задача допускает всевозможные обобщения, например на правильные многоугольники. При этом для точки М может быть указано лишь расстояние от центра окружности. 
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С
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5) Докажите справедливость следующих формул для площади треугольника:
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где А, В, С- углы треугольника, а- сторона, лежащая против угла А, R- радиус описанной окружности.

Решение: 

По теореме синусов
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6) Докажите, что радиус окружности, вписанной в прямоугольный треугольник, вычисляется по формуле 
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с - гипотенуза.         

   Пусть О- центр окружности, вписанной в прямоугольный треугольник АВС с прямым углом С, К, L, M- точки касания вписанной окружности с катетами и гипотенузой; CKOL – квадрат со стороной, равной r. Из равенства касательных, проведенных из одной точки к окружности, следует 
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III. Зависимость между сторонами и углами треугольника.          
1) Дано: АВСD- параллелограмм,  АВС - треугольник, ВМ – медиана

      Доказать, что медиана треугольника меньше полусуммы сторон. Ее заключающих, и больше разности между этой полусуммой и половиной стороны, к которой проведена медиана.

      Доказательство: Пусть ВМ - медиана треугольника АВС. Продолжим отрезок ВМ на отрезок МD, равный ВМ. Из треугольника ВСD следует, что 2ВМ<ВС+ СD, откуда

ВМ<
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.Далее, из треугольника  АМВ и ВМС имеем: ВМ+
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Складывая почетно два последних  неравенства и разделив на 2,получем:

ВМ>
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Неравенства (1) и(2) содержат требуемые заключения.                         
                          B                                                  C
                                           O
         A                                                      D
IV. Неравенства треугольника.
На рисунке изображен треугольник АВС. А, В, С – углы, а, в, с – стороны.                          Для углов треугольника справедливо соотношение                                 В

А + В + С = 180°. Для сторон треугольника 

справедливы соотношения: а < b + с, b < а + с, с <а + b.                   с       h        а
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1. Произвольный треугольник.

Определение вида треугольника по его сторонам.

Пусть АВС - произвольный треугольник и в – наибольшая сторона. 

Тогда: 

1) если в²<а² + с², то треугольник остроугольник.

2) если в²>а² + с², то треугольник тупоугольный.

3) если в² =а² + с². то треугольник.

2²+3²=4+9=13<25 – треугольник тупоугольный.

                                                   В                                                      
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2.    Задача:
    Дано: АВС – треугольник.

        Доказать: 
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        Доказательство: Очевидно, что 
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(обозначение общепринятого). Умножим обе части этих неравенств на 2R, получим:
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Известно, что 
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 EMBED Equation.3  [image: image121.wmf].
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Аналогично 
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В силу последних трех равенств неравенства (1) принимает вид:

                  
[image: image123.wmf]Rr

bc

Rr

ac

Rr

bc

4

,

4

,

4

>

>

>

                                 (2)

Перемножив все три неравенства (2),  получим:
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  Но так как 
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, что и требовалось доказать.

V. Утверждения, связанные с произвольной точкой треугольника.
    1)Теорема Стюарта. 

Если даны треугольник  АВС и на его основании точка D, лежащая между точками В и С, то имеем равенство:
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 Доказательство:

 Опустим из точки А на ВС перпендикуляр  и предложим для определенности, что точка H лежит с той же стороны от точки  D,как и вершина С.

     А                   Применим теоремы: 1) квадрат стороны, лежащей против острого угла, равен сумме квадратов двух других сторон без удвоенного произведения одной из этих сторон и проекции на нее другой стороны;

2) Квадрат стороны, лежащей против тупого                                                        угла, равен сумме квадратов двух других сторон, сложенной с удвоенным произведением одной из этих сторон и проекции на нее другой стороны, получим:

В  D                     H         С          (1)  
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Умножим эти два равенства первое на BD, второе на DC  и, сложив их почленно, получим: 
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2) Дано:  На сторонах треугольника ABC  взяты точки P,Q и R так, что три прямые AP,BQ и CR пересекаются в одной точке.

Доказать:
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 (теорема Чевы)

Доказательство:  Проведем CE и AD параллельно BQ , а отрезки AP и CR продолжим до пересечения с ними. Рассмотрим образовавшиеся в результате подобные треугольники. Так как отрезки AD и OQ параллельны, 

                                           D                    B            E
                                        А
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то 
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. Из подобия треугольников ADO и OEC следует , что 
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 Воспользовавшись двумя парами подобных треугольников: EPC и  OBP, ADR и RBO, мы можем записать

             
[image: image135.wmf]BO

AD

RB

AR

CE

BO

PC

BP

=

=

,


Следовательно,
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Что и требовалось доказать.

3) Если через какую - нибудь точку О внутри треугольника АВС и через вершины трех углов проведены прямые (Aa);(Bb);(Cc), то будем иметь следующие отношения:

1. 
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 Доказательство:

B                         (1) 
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                      а               (2)Подобным образом нашли, что 
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A                    b           С           Сложив почленно (1), (2), (3), получим 
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Заметим, что 
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Вычтя из (5) равенство (4) почленно, получим:

 
[image: image147.wmf]2

=

-

+

-

+

-

Cc

Oc

cc

Bb

Ob

Bb

Aa

Oa

Aa

.
4)Теорема Менелая:  Пусть точка А1 лежит на стороне ВС треугольника АВС, точка С1 – на стороне АВ, точка В1 – на продолжении стороны АС за точку С. Точки А1, В1 и С1 лежат на одной прямой, если и только если определяемые ими отношения g= ВА1: А1С, r= СВ1: В1А, 

     s = АС1: С1В, связаны равенством .
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 иными словами, если любая прямая пересекает стороны АВ, ВС, СА треугольника АВС или их продолжения, то эти точки делят стороны треугольника в отношениях АС1:С1В, ВА1: А1С, СВ1:В1А, подчиняется равенству. Верно и обратное, если три точки А1, В1 и С1 соответственно на сторонах АВ, ВС, СА треугольника АВС или продолжениях, связаны равенством, то эти точки лежат на одной прямой. Равенство Менелая можно записать с любой вершины треугольника, в любом направлении.
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Доказательство: в предельном случае, когда какая-либо из точек С1, А1 и В1 сдвигается в вершину треугольника АВС, равенство 
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Требует, чтобы все они лежали на одной прямой, и наоборот, если все они лежат на одной прямой, то равенство выполняется. При этом в случае возможных нулей в знаменателях отношений s, g, r обе части равенства умножаются на обратные к этим отношениям и равенствам, сохраняет свой обычный числовой смысл. Как, видим в предельном случае теорема Менелая верна. Легко заметить, что при составлении равенства надо переходить от вершины к вершине через точку пересечения секущей линии с этой стороны или ее продолжением; заканчивать необходимо в той же вершине, с которой начали. Например, рассмотрим рисунок. Прямая АD пересекает две стороны и продолжение третьей стороны треугольника BMC. По теореме  Менелая
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На это же рисунке прямая МВ пересекает две стороны и продолжение третьей стороны треугольника ADC. По теореме    
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VI. Формулы, содержащие площадь треугольника.
1. Если два треугольника подобны, то их S относится как квадраты соответственных сторон:
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 EMBED Equation.3  [image: image155.wmf]S=
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2.  Если у двух треугольников равны основания ( АС= АС) , то их S относятся  как высоты:

  SABС=BH/SA'B'C'=B'H'

              В                                                                            В′

А              Н                         С                    А′                     Н′       С′

3. Если у треугольника равны высоты (ВН=B'H') то их площадь относится как основание: 

   SAВС=AC/SA'B'C'=A'C'.

                       B                                                                            B′


      A                                                     C    A′                               H′             C′
                        H
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Вывод:
В данной работе мы охватили малую часть всех функций треугольника. Делая работу о треугольнике, мы брали в основном формулы, которые не изучаются в школе. Данная работа служит хорошим помощником для ученика и учителя. С помощью этого проекта ученик сможет лучше подготовиться к экзаменам, а учитель - подготовить обширный и интересный урок.  
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