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Кемеровская область, Промышленновский район, с. Тарасово, 2008 год
1. ЦЕЛЬ И ЗАДАЧИ ПРОЕКТА

Цель проекта: показать применение простейших функций и последовательностей к решению основных практических задач.
Задачи проекта:

1. выделение ключевых задач;

2. составление алгоритмов и решение задач от простых до сложных;

3. показать применение функций и последовательностей в различных сферах человеческой деятельности и повседневной практике. 
2.ОПРЕДЕЛЕНИЯ КЛЮЧЕВЫХ СЛОВ
Функция (от лат. functio) в математике – это зависимость одних переменных от других. Переменная величина,  меняющаяся в зависимости от изменения другой величины (аргумента).

 Практическая математика (от греч. mathematike) – это наука о количественных отношениях и пространственных формах действительного мира, применяющаяся на практике. 

3. ВВЕДЕНИЕ
Начиная с XVII в. одним из важнейших понятий является понятие функции. Оно сыграло и поныне играет большую роль в познании реального мира.
Идея функциональной зависимости восходит к древности, она содержится уже в первых математически выраженных соотношениями между величинами, в первых правилах действий над числами, в первых формулах для нахождения площади и объёма тех или иных фигур.

[image: image1.wmf]Явное и вполне сознательное применение понятия функции и систематическое изучение функциональной зависимости берут своё начало в  XVII в. в связи с проникновением в математику идеи переменных. В «Геометрии» Декарта и в работах Ферма, Ньютона и Лейбница понятие функции носило по существу интуитивный характер и было связано либо с геометрическими, либо с механическими представлениями. 
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Представление понятия функции на протяжении с XVII в. и до XVIII в. дополнялось и переформулировалось ведущими учёными И. Бернулли, Л. Эйлером, С. Лакруа, Даламбером, Ж. Фурье, Н.И. Лобачевским. Общее же определение функций сформулировал Дирихле, после длившихся целый век дискуссий в первой половине XIX в.                                               
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В общем виде понятие обобщённой функции было введено французом Лораном Шварцем. В 1936 г. 28-летний советский математик и механик Сергей Львович Соболев (ныне академик) первым рассмотрел частный случай обобщённой функции и применил созданную теорию к решению задач математической физики. Важный вклад в развитие теории обобщённых функций внесли ученики и последователи Л. Шварца.
4. ИЗ ИСТОРИИ ФУНКЦИЙ
4.1. УРАВНЕНИЯ, ПРИВОДИМЫЕ К КВАДРАТНЫМ. УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА С ДВУМЯ

ПЕРЕМЕННЫМИ
Уравнение первой степени с одним   неизвестным. Геометрическое истолкование
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            Рис. 1                                      рис. 2
Со времен Рене Декарта общий вид уравнений первой степени с одним неизвестным записывается следующим образом
ах + b = 0, где а 
[image: image3.wmf]¹

  0.         (1)
До Декарта записывали члены уравнений с положительными коэффициентами по обе стороны от знака равенства. Декарт впер​вые стал систематически представлять уравнения в канонической форме f(x)= О, т. е. с правой частью, равной нулю. Это облег​чило доказательство общих теорем алгебры.
Благодаря методу координат, основы которого были впервые опубликованы в «Геометрии» Декарта (1637), между алгеброй и геометрией была установлена тесная связь. Алгебраическое урав​нение Декарт рассматривал как зависимость между х и у, опре​деляющую положение точек на плоскости. Так, например, корень уравнения (1)
X= - 
[image: image4.wmf]a

b

                                                      (2)     

можно геометрически изобразить точкой М пересечения прямой у = ах + b с осью Ох, т. е. а прямой у = 0 (рис.1).
Вводя второе неизвестное (у), Декарт разбивал уравнение на два, каждое из которых представляло некоторое геометрическое место точек.
Так, уравнение (1) можно представить и в виде ах = —b, тогда его корень (2) можно найти как абсциссу точки М' пересечения следующих двух прямых:
у =ах, у = - b

Независимо от Декарта и почти одновременно с ним метод ко​ординат открыл и другой французский математик — Пьер Ферма. Однако соответствующий труд Ферма — «Введение в плоские и пространственные геометрические места» — был опубликован спустя 14 лет после смерти автора, т. е. в 1679 г.    
СИСТЕМА ДВУХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ С ДВУМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ
Издавна применялось исключение неизвестных из линейных уравнений. В XVII – XVIII вв. приёмы исключения разрабатывали Ферма, Лейбниц, Эйлер, Безу, Лагранж и др.

В современной записи система двух линейных уравнений с двумя неизвестными имеет следующий вид
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Решение.
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Решение этой системы выражается формулами:
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Нижние индексы при буквах впервые употребил в 1675 г. не​мецкий математик и философ Готфрид Вильгельм Лейбниц, что в большей мере способствовало созданию теории определите​лей.
Благодаря методу координат, созданному в XVII в. Ферма и
Декартом, стало возможным геометрическое решение уравнений
системы (1). Так называемый графический метод решения состоит
в построении абсциссы х и ординаты у точки пересечения двух
соответствующих прямых (рис. 2).
4.2.АРИФМЕТИЧЕСКАЯ И ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ
О числовых   последовательностях
В настоящее время числовые последовательности рассматриваются как частные случаи функции. Числовая после​довательность есть функция натурального аргумента. (Так, на​пример, арифметическая прогрессия является линейной функцией натурального аргумента, а геометрическая прогрессия — доказа​тельной функцией натурального аргумента.)
Понятие числовой последовательности возникло и развилось задолго до создания- учения о функции. Вот примеры бесконечных числовых последовательностей, известных еще в древности:
1) 1,
2, 3, 4, 5, ... – последовательность натуральных чисел;  

2) 2,
4, 6, 8, 10, ... – последовательность четных чисел;
3) 1,
3, 5, 7, 9, ... –  последовательность нечетных чисел;
4) 1,
4,  9,  16,  25, ... – последовательность квадратов натуральных чисел;  
5) 2,
3,  5,  7,  11, ... – последовательность простых чисел;

6) 1, 
[image: image8.wmf]2
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 , 
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, 
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, 
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, …  - последовательность чисел, обратных натуральным.
Число членов каждого из этих рядов бесконечно; первые пять последовательностей — монотонно возрастающие, последняя — мо​нотонно убывающая. Все перечисленные последовательности, кроме 5-й, являются заданными ввиду того, что для каждой из них извес​тен общий член, т. е. правило получения члена с любым номером. Для последовательности простых чисел общий член неизвестен, однако еще в III в. до н. э. александрийский ученый Эратосфен указал способ (правда, очень громоздкий) получения п-го ее члена. Этот способ был назван «решетом Эратосфена».
Идея предела последовательности восходит к V—IV вв. до н. э. Прогрессии — частные виды числовых последовательностей — встречаются в памятниках II тысячелетия до н. э.
Слово «прогрессия» латинского происхождения (progressio), бук​вально означает «движение вперед» (как и слово «прогресс») и встречается впервые у римского автора Боэция (V—VI вв.). Пер​воначально под прогрессией понимали всякую числовую последовательность, построенную по закону, позволяющему неограни​ченно продолжать ее в одном направлении, например последова​тельности натуральных чисел, их квадратов и кубов. В конце сред​них веков и в начале нового времени этот термин перестает быть общеупотребительным. В XVII в., например, Дж. Грегори упот​ребляет вместо прогрессии термин «ряд», а другой видный англий​ский математик, Дж. Валлис, применяет для бесконечных рядов термин «бесконечные прогрессии».
Арифметические прогрессии в древности
В клинописных табличках вавилонян, как и в египетских па​пирусах, относящихся ко II тысячелетию до н. э., встречаются при​меры арифметических и геометрических прогрессий.
Вот одна вавилонская задача, в которой используется ариф​метическая прогрессия.
Задача 1. «10 братьев, 1
[image: image12.wmf]3
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 мины серебра. Брат над братом
поднимается, на сколько поднимается, не знаю. Доля восьмого 6 шекелей. Брат над братом — на сколько он выше?»
   Итак, l
[image: image13.wmf]3
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 мины (мина равна 60 шекелям) серебра требуется разделить между 10 братьями так, чтобы доли братьев составляли арифметическую прогрессию. Требуется найти разность прогрессии, зная, что восьмой брат получает 6 шекелей.
Вавилонский автор, не имевший в своем распоряжении ни сов​ременной символики, ни готовых формул, вынужден придержи​ваться строго арифметических рассуждений. Идея его решения следующая. Он начинает с нахождения средней арифметической
(средней доли), деля 1
[image: image14.wmf]3
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 мины на 10 и получая 
[image: image15.wmf]60
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мины, ее
умножает затем на два. Итак, удвоенная средняя доля есть 
[image: image16.wmf]60

20

 мины. Это и есть сумма долей третьего и восьмого братьев, имея в виду, что первого от третьего, как и восьмого от десятого отделяют 2 ступени (интервала). Третьего же от восьмого отделяют 5 ступеней, а разность между их долями составляет
мины.   Отсюда и находится значение одной ступени, т. е. разность прогрессии, равная 
[image: image17.wmf]5

1

 от 
[image: image18.wmf]60

8

мины, или 
[image: image19.wmf]3600
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мины.
А вот египетская задача из папируса Ахмеса.
Задача 2. «Пусть тебе сказано: раздели 10 мер ячменя между 10 человеками, разность же между каждым человеком и его соседом равна 
[image: image20.wmf]8

1

меры».
При решении этой и других аналогичных задач египтяне, ви​димо, пользовались правилом, которое можно записать в совре​менной символике так:
а = 
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Оно эквивалентно нашей формуле
S = 
[image: image22.wmf]n
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Происхождение этого правила не установлено: оно, вероятно, эмпирического характера.
Задачи на арифметические (и геометрические) прогрессии име​ются и в древнекитайском трактате «Математика в девяти кни​гах», в котором нет, однако, указаний на применение какой-либо формулы суммирования.
Первые из дошедших до нас задач на прогрессии связаны с за​просами хозяйственной жизни и общественной практики, как, например, распределение продуктов, деление наследства и т, д.
Геометрические   прогрессии в древности и в средние века
В папирусе Ахмеса содержится задача, в которой требуется най​ти сумму п членов геометрической прогрессии, зная первый ее член и знаменатель.
Из одной клинописной таблички можно заключить, что, наблю​дая Луну от новолуния до-полнолуния, вавилоняне пришли к та​кому выводу: в первые 5 дней после новолуния рост освещения лунного диска совершается по закону геометрической прогрессии со знаменателем 2. В другой, более поздней табличке речь идет о суммировании геометрической прогрессии:
1 + 2 + 22 + ... + 29.
Решение и ответ S = 512 + (512— 1), данные в табличке, наводят на мысль, что автор задачи пользовался формулой
                                          S = 2n + (2n – 1), 

однако о том, как он дошел до нее, мы ничего пока не знаем.
Издавна большой популярностью пользуется следующая задача-легенда, которая, как полагают, относится к началу нашей эры.
«Индийский царь Шерам позвал, к себе изобретателя шахматной игры, своего подданного Сету, чтобы наградить его за остроумную выдумку. Сета, издеваясь над царем, потребовал за первую клет​ку шахматной доски 1 пшеничное зерно, за вторую — 2 зерна, за третью — 4 зерна и т. д. Оказалось, что царь не был в состоя​нии выполнить это «скромное» желание Сеты».
В этой задаче речь идет о суммировании геометрической прог​рессии 1, 2, 22, 23, ..., 263. Ее сумма равна:
    264 — 1 = 18 446 744 073-709 551 615.
Такое количество зерен пшеницы можно собрать лишь с урожая планеты, поверхность которой примерно в 2000 раз больше всей поверхности Земли.
Любопытно отметить, что в задачах на геометрические прог​рессии китайской «Математики в девяти книгах» знаменатель равен 2. Формул суммирования здесь нет. По содержанию некото​рые китайские задачи трактуют о растущей или убывающей производительности труда ткачих. Примеры арифметических и гео​метрических прогрессий имеются и в индийских «сиддхантах».
Суммированием геометрических (и арифметических) прогрес​сий и составлением соответствующих, не всегда отвечающих прак​тическим нуждам задач занимались многие любители математики на протяжении древних и средних веков.
В древнерусском юридическом сборнике «Русская правда» со​держатся выкладки о приплоде от скота и пчел за известный про​межуток, времени, о количестве зерна, собранного с определен​ного участка земли, и т. д. В некоторых из них вычисляется сумма геометрической прогрессии со знаменателем 2. Эти задачи, по-видимому, не имели хозяйственного или юридического значения, а как и в других странах явились результатом развития интереса любителей математики к математическому содержанию подобных задач; однако впервые задачи на прогрессии возникли из наблюдений над явлениями природы и из исследования общественно-экономических явлений, к которым применим закон арифмети​ческой или геометрической прогрессии. В настоящее время мы рассматриваем прогрессии как частные случаи числовых последовательностей.
5.Основная часть
5.1. Линейная зависимость
	Определение. Последовательность чисел аn называется арифметической прогрессией, если разность между последующим и предыдущим членами аn+1- аn=d остаётся неизменной. Число d называется разностью данной прогрессии.




Ключевые задачи

	Найти любой член прогрессии, если известны её первый член и разность
	Найти сумму первых n членов прогрессии, если известны её первый член и разность
	Найти разность арифметической прогрессии по двум её членам с известными номерами

	Решение. Если а1- первый член прогрессии с разностью d, то член прогрессии с номером n вычисляется по формуле: 
an= a1+ (n-1)d 
	Решение. Если а1- первый член прогрес-сии, аn- член прогрессии с номером n, то сумма первых n её членов равна:
Sn=
[image: image23.wmf]2
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	Решение. Если аk- член прогрессии с номером k, аn- член прогрессии с номером n, то разность вычисляется по формуле:
d =
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Замечание. Для вывода третьей формулы запишем выражения для членов прогрессии с номерами n и k: an= a1+ (n-1)d, ak= a1+ (k-1)d. Вычтем из первого равенства второе. Тогда для разности имеем требуемую формулу.
5.2.Геометрическая прогрессия
	Определение. Последовательность чисел, каждый член которой, кроме первого, получается из предыдущего умножением на одно и то же число q, называется геометрической прогрессией. Число q называется знаменателем прогрессии.



Члены геометрической прогрессии находятся по формуле: 
аn=a1
[image: image25.wmf]´

qn-1 , а их сумма: 
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Пример. Пусть банк ежемесячно начисляет p % на каждую сумму, находящуюся на счёте не менее месяца. Определим начисления на сумму S в течение нескольких месяцев. По истечении первого месяца на счёте будет сумма s1=S(1+0,01p). По истечении второго месяца будет сумма s2=S(1+0,01p)2. По истечении третьего имеем сумму s3 =S(1+0,01p)3 и т.д. Таким образом, размеры денежных сумм в конце каждого месяца составляют геометрическую прогрессию. Поэтому в конце месяца с номером n начисления вместе с вкладом составят sn= S(1+0,01p)n денежных единиц.
5.3. Квадратичная  зависимость

	Определение. Общей квадратичной функцией называется функция вида: y= ax2+bx+c, где а, b, с – заданные числа.




Ключевые задачи

Функция y= ax2+bx+c  (формы её представления)
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	Задача 1. Определение вершины параболы и построение графика функции
	Задача 2. Вычисление наименьшего или наибольшего значения функции y= ax2+bx+c
	Задача 3. Вычисление нулей функции (определение корней уравнения  ax2+bx+c=0)

	Вершина параболы находится в точке О1(m;n), где 
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	Если 
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	Если y=0, то 
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5.4.Дробно-линейные функции
	Определение. Функция вида y=
[image: image39.wmf]d
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, где а, b, с, d –заданные числа, Называется дробно-линейной функцией.




	Ключевая задача

	Функция 
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	Задача. Определение вершины гиперболы О1(m;n) и построение графика функции

	Решение. Если а
[image: image41.wmf]¹

0, то выполняем деление двучлена ах+b на двучлен сх+d и записываем представление функции: 
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. Изображаем центр гиперболы O1(m;n), который является новой системой координат. Оси новой системы координат параллельны старым координатным осям и имеют те же направления. В новой системе О1uv изображаем гиперболу 
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6.Практическая часть
6.1.Ключевые задачи линейной зависимости
Задача 1. Ежемесячно банк начисляет на размещённую сумму 1%. По экономическому прогнозу к концу года произойдёт обесценивание денег на 11%. Следует ли размещать денежные средства в банк?

Решение. Если размещена сумма S рублей, то накопленная сумма за n месяцев составляет Sn=S+0,01S n. По этому S12=1,12
[image: image48.wmf]´

S.Определим покупательную способность этих денег на начало года. Она равна 0,89S12=0,89
[image: image49.wmf]´

1,12
[image: image50.wmf]´

S, или 0,9968
[image: image51.wmf]´

S. Следовательно, размещение под данный процент становится невыгодным для клиента.

Задача 2. Ежемесячная оплата жилья составляет 1000 рублей. Пеня за несвоевременную оплату составляет 5% в месяц. Какую сумму следует заплатить за жильё через полгода при несвоевременной оплате?

Решение. За первый просроченный месяц спустя полгода взыскивается сумма S1=1000+(6-1)
[image: image52.wmf]´

0,05
[image: image53.wmf]´

1000 = 1250. За второй просроченный месяц взыскивается сумма S2=1000+(6-2)
[image: image54.wmf]´

0,05
[image: image55.wmf]´

1000 и т.д. За шестой месяц оплата производится в размере S6= 1000=(6-6)
[image: image56.wmf]´

0,05
[image: image57.wmf]´

1000 =1000. Таким образом, через полгода следует заплатить сумму S=
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Задача 3. В соответствии с заключенными договорами предприятие ежемесячно должно увеличивать объём производимых изделий на одно и то же количество. Известно, что в марте должно быть произведено 1500 изделий, в июле – 2000. Каким должен быть ежемесячный объём продукции в течение 10 месяцев с начала года?

Решение. Пусть an- объём производимой продукции в месяц с номером n. Тогда a3=1500, a7=2000. Следовательно, ежемесячный прирост продукции рассчитывается по формуле: d=
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=125. Отсюда a2=a3-125=1500-125=1375, a1=a2-125=1375-125=1250, a4=a3+125 = 1625, a5=1750, a6=1875, a8=2125, a9=2250, a10=2375.

6.2.Геометрическая прогрессия в простейших финансово-экономических расчетах
Задача 1. Для покупки телевизора стоимостью 15000 рублей на семейном совете решено каждый месяц в течение полугода откладывать одну и ту же сумму, размещая её в банке, который ежемесячно проводит начисления в размере 1%. Определить размер откладываемой суммы.

Решение. Пусть R – размер ежемесячного взноса. Тогда на сумму, размещённую в конце первого месяца, на конец полугодия будет сделано начисление, и накопление составит s6= S(1+0,01p)5. Накопления на второй месяц составят s5= S(1+0,01p)4 и т.д. Наконец, s1=R. Таким образом, сумма всех накоплений будет равна сумме шести членов геометрической прогрессии: s1+s2+s3+s4+s5+s6. Эта сумма должна составить 15000. Тогда искомый взнос R находим из уравнения: R((1+0,01)5+…+(1+0,01)+1)=15000. Знаменатель прогрессии равен 1,01. Поэтому, применяя формулу для суммы членов геометрической прогрессии, получаем равенство: R
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=15000. Прямые вычисления показывают, что R= 2438.
Выясним общую ситуацию. Пусть в конце каждого временного промежутка одинаковой продолжительности делается взнос в размере R и начисляется р%. Тогда за n промежутков времени начисления и накопления составят сумму:  S=R(1+0,01р)n-1+R(1+0,01р)n-2+…+R(1+0,01р)+R.

По формуле для суммы геометрической прогрессии записываем равенство:

S= R
[image: image61.wmf]p
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Замечание 1.Если период накопления удлиняется, то проведение прямых вычислений становится не слишком удобным. На практике используют так называемый коэффициент наращения ренты, который определяется формулой:
S(n,p)= R
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Для этого коэффициента составлены таблицы. Имея их, размер взноса можно определить мгновенно: R=
[image: image63.wmf])
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в зависимости от действующего процента p и продолжительности накопления n.
Замечание 2. Следует отметить, что при действующем ежемесячном банковском проценте p сумма S в начале года и сумма S спустя полгода не одна и та же. Размещая в начале года сумму S под действующий процент, через полгода мы имеем увеличенную сумму s6= S(1+0,01p)5. Следовательно, для оценки реальной стоимости различных сумм их нужно соотносить во времени к одному и тому же моменту. Например, сумма в 15000 рублей, накопленная через полгода (задача 4), в начале полугодия эквивалентна сумме: 
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Именно эту сумму следует разместить в банке в начале года, чтобы через полгода накопления составили 15000 рублей.

Для удобства расчетов часто применяется так называемый коэффициент приведения ренты. Он определяется формулой:
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  или 
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Его назначение – расчет современной стоимости денежных сумм, которая позволяет сравнивать денежные суммы, относящиеся к различным временным промежуткам. Для коэффициента приведения ренты также составлены таблицы, применение которых делает расчеты быстрыми.

Замечание. При финансово- экономических расчетах для более эффективного использования средств и наибольшей выгоды, как правило, применяют схему сложных процентов, т.е. схему начисления процентов на доходы, полученные в виде процентов.

Задача 2. Пенсионный фонд города в течение года недоплачивал гражданину N 100 рублей пенсии ежемесячно. Суд обязал выплатить все недоплаченные деньги с процентами из расчета 12% годовых. Какова сумма выплаты?
Решение. Неясно, по какой схеме следует начислять проценты (один раз в год – это схема простых процентов или 12 раз в год по схему сложных процентов). Так как недоплата была в течение года, то пенсионер был вправе рассчитывать на более полное возмещение ущерба. Поэтому расчет сделаем по схеме сложного процента. В данном случае имеем годовую ренту с взносом R=100 рублей, с числом платежей n=12 и ежемесячным начислением процента p=1%. Тогда накопление (наращенная сумма) должно составить значение S=R
[image: image69.wmf]´

s(12, 1), или S= 100
[image: image70.wmf]´

s(12, 1) = 1268 рублей. (Значение s(12, 1) либо берем из таблиц, либо вычисляем).

Задача 3. Покупатель предложил два варианта расчетов при покупки дачи. По первому варианту $5000 выплачивается немедленно, а затем по $1000 ежегодно в течение пяти лет. По второму варианту $8000 немедленно, а затем по $300 ежегодно в течение пяти лет. Какой вариант выгоднее при годовой ставке процента: а) 10%, б) 5%? 
Решение. а). Чтобы сравнить варианты, нужно отнести денежные суммы на начало расчета. По первому варианту расчета наращенная сумма взносов равна 1000
[image: image71.wmf]´

s(5, 10), а их совместная стоимость находится по формуле: 1000
[image: image72.wmf]´


[image: image73.wmf]a

(5, 10). Следовательно, по первому варианту современная стоимость дачи равна сумме: S1=5000+1000
[image: image74.wmf]´


[image: image75.wmf]a

(5, 10). По второму варианту эта стоимость будет равной: S2=8000+300
[image: image76.wmf]´


[image: image77.wmf]a

(5, 10).  Так как 
[image: image78.wmf]a

(5,10)=3,791, то S1=8791, а S2=9137. Следовательно, для продавца второй вариант.
б). При другой ставке процента сумма S1 и S2 равны: S1=5000+1000
[image: image79.wmf]´


[image: image80.wmf]a

(5,5), S2=8000+300
[image: image81.wmf]´


[image: image82.wmf]a

(5,5) соответственно. Так как 
[image: image83.wmf]a

(5,5)=4,329, то S1=9329, а S2=9299. В этом случае для продавца выгоден первый вариант.
6.3.Квадратичная зависимость в решении прикладных задач
Оптимальным, или наилучшим вариантом считается тот вариант, при котором достигается наибольший полезный эффект или производятся наименьшие затраты.
Задача 1. Около каменной стены нужно сделать деревянный забор, чтобы огородить прямоугольный участок земли. Имеется материал на 200 метров забора. При каких размерах площадь огороженного участка будет наибольшей? Определить ее значение. 

Решение. Обозначим через х длину стороны АВ. Тогда другой размер ВС=200-2х. Отсюда площадь участка равна: S(x) = (200 – 2x)x, или 
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S(x) = -2x2 + 200x. Выделим полный квадрат

(или используем представление 
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. Тогда 

S(х) = -2(x2 – 2
[image: image85.wmf]´

50x + 502) + 2
[image: image86.wmf]´

502, или

S(x) = 2
[image: image87.wmf]´

502 – 2(x – 50)2. Наибольшее значение достигается при х=50, и оно равно 2
[image: image88.wmf]´

502 = 5000.

Ответ: 50 м, 100 м (вдоль стены). Наибольшая площадь участка равна 5000м2. 
Задача 2. Требуется огородить забором прямоугольный участок земли площадью 294 м2 и разделить затем этот участок на две равные части. При каких линейных размерах длина забора будет наименьшей?
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Решение. Пусть х – длина части забора, разделяющего участок. Ясно, что он должен располагаться под прямым углом к одной из границ участка (иначе забор удлиняется). Тогда х – один из линейных размеров участка. Следовательно, 
[image: image89.wmf]х
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- другой линейный размер. Отсюда длина всего забора выражается формулой: s(x) = 3x+2
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, или s(x) = 3(x+
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). Выделим в этой сумме полный квадрат разности. Тогда s(x) = 3(
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s(x) = 3
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+84.       Следовательно, s(x) >84. Наименьшее значение достигается при х=14. Другой размер – 21.
Замечание 1. Рассмотренные выше примеры приводят нас к исследованию одной из простейших функций на наибольшее или наименьшее значения. Однако на практике часто возникают задачи, где зависимость оказывается более сложной (задача 2). Математика располагает мощными средствами для решения таких задач и в данном случае.

Замечание 2. При решении задач на наибольшее или наименьшее значение важно найти функциональную зависимость и её аргумент удачным способом. Одну и ту же величину можно выразить разными способами через разные величины. Рассмотрим следующий пример.

Задача 3. Среди всех треугольников с заданным основанием а и вписанных в заданную окружность радиуса R найти треугольник наибольшей площади. Определить её значение.
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Решение. Считая АВ=а, мы видим, что наибольшее значение площади треугольника, если её выразить через основание и высоту, достигается при наибольшем значении высоты. Высота наибольшая, если вершина С окажется на серединном перпендикуляре, проведённом к хорде АВ. Следовательно, треугольник АВС – равнобедренный, и его высота СН=СО+ОН, где О – центр описанной окружности. Тогда СО=ОA=R и по теореме Пифагора ОН=
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Задача 4. По прогнозным оценкам уровень инфляции на конец года составит 21 %. Банк, желая привлечь денежные средства вкладчиков, дважды в год проводит начисление процентов по одной и той же ставке на всю сумму, которая находилась на счёте не меньше полугода (начисление по ставке сложных процентов). При какой процентной ставке можно размещать деньги в банке?
Решение. Пусть банк начисляет p % через каждые полгода. Через полгода на счёте вместо суммы S окажется сумма S(1+0,01р), а спустя ещё полгода на счёте имеем сумму S(1+0,01р)2. По определению инфляции в 21 % реальная стоимость этих денег на конец года составляет 
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S, то обесценивания денег не произошло. Тогда условием размещения является выполнение неравенства 
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Ответ: При ставке не меньше 10 %.

6.4.Практическое применение дробно-линейных функций
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Замечание. Для более глубокого понимания функциональной зависимости и ее графического изображения полезно провести сравнительный анализ двух графиков: у=х и у=
[image: image103.wmf]х

1

, которое пересекаются в точках А(1;1) и В(-1;-1). Проведем через эти точки две горизонтальные прямые у=1 и у=-1. Тогда важно заметить, что отрезок ОА переходит в дугу графика у=
[image: image104.wmf]х
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, расположенную над прямой у=1 (дуга изображена пунктиром). Отрезок ОВ преобразуется в дугу, лежащую ниже прямой у=-1. Полупрямая, расположенная над прямой у=1, переходит в дугу, расположенную между осью абсцисс и прямой у=1, а полупрямая, лежащая под прямой у=-1 преобразуется в дугу, заключенную между осью абсцисс и прямой у=-1.
Задача. Построить график функции у=
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Решение. Преобразуем дробь 
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, выделяя в числителе разность x-1. Тогда 
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. Изобразим начало новой системы координат О1(1;1). Через эту точку проведём вертикальную и горизонтальную прямые линии, отметим положительные направления и получим новую систему координат О1uv. В новой системе изобразим график гиперболы v=
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. Искомый график построен.
Данный пример даёт идею преобразования дроби
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Числитель представляем так: ax+b=a(x-m)+am+b. Тогда для функции у=
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. Таким образом, дробно-линейную функцию у=
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 можно представить в следующем виде: 
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. Ее графиком является гипербола, если mn+b
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 0. Центр гиперболы в точке О1(m;n). 
6.5. Экономические задачи и их практическое решение
Задача 1. Вкладчик внес в сбербанк под определенный процент 120 тыс. рублей. Через год он снял со счета половину процентной прибавки, а основной вклад и оставшуюся прибавку оставил в банке. Через год после этого у вкладчика на счету оказалось 127296 руб. Каков процент годовых по вкладу в сбербанке?
Решение. Обозначим за х искомый процент годовых в банке. Тогда имеем:

	
	Сумма на начало года (тыс.руб.)
	Сумма конец года 

(тыс.руб.)

	1-й год
	120
	120(1+0,01х)

	2-й год
	120+60
[image: image126.wmf]´

0,01х
	(120+60
[image: image127.wmf]´

0,01х)(1+0,01х)


По условию (120+60
[image: image128.wmf]´

0,01х)(1+0,01х)=27,296.

Решив полученное уравнение, находим х:

х = - 150 
[image: image129.wmf]±

 154.   х1 = - 150 + 154 = 4;  х2 = - 150 – 154 = - 304.

Ясно, что  х2  - посторонний корень. Значит, процент годовых по вкладу в сбербанк составляет 4%.

Ответ: 4%.

Задача 2. Цена на некоторый товар сначала снизилась на 5%, а затем повысилась на 5%. Изменилась ли после этого первоначальная цена? Если изменилась, то определить характер изменения (повышения или понижения) первоначальной цены и его размер (в процентах).

Решение. Пусть первоначальная цена товара S руб. Тогда после первого изменения она стала S(1 – 5
[image: image130.wmf]´

0,01), а после второго – S(1 – 5
[image: image131.wmf]´

0,01)(1+5
[image: image132.wmf]´

0,01). Преобразовав полеченное выражение, получаем, окончательная цена товара равна S(1 – 0,25
[image: image133.wmf]´

0,01). Это означает, первоначальная цена товара снизилась на 0,25%.

Ответ: снизилась на 0,25%
Задача 3. Сберегательный Банк России предлагает населению «образовательный кредит» для получения высшего и среднего специального образования, составляющий 70% от общей суммы оплаты обучения, под 17% годовых на срок не более 11 лет. Стоимость обучения на экономическом факультете МИЭТа составляет в среднем 32 000 рублей за семестр, срок обучения – 5 лет. Подсчитайте сумму гашения кредита и сумму гашения процентов для трех месяцев выплаты, если образовательный кредит выдан сроком на 5 лет.

Решение. 1. Подсчитаем общую сумму на обучение (стоимость одного семестра 
[image: image134.wmf]´

 на количество семестров в течении 5 лет):

32 000
[image: image135.wmf]´

10 = 320 000 (р.).

2. Подсчитаем размер кредита (как 70% от суммы на обучение):

32 000
[image: image136.wmf]´

70% = 224 000 (р.).

3. Подсчитаем ежемесячную сумму на гашение кредита (как отношение размера кредита к количеству месяцев кредитования):

224 000 : (5
[image: image137.wmf]´

12) = 3 733,333 
[image: image138.wmf]»

 4000 (р.).

4. Подсчитываем сумму гашения процентов для первого месяца выплаты (17% от кредита: на количество месяцев в году):

224 000
[image: image139.wmf]´

17% : 12 = 3 173,333 
[image: image140.wmf]»

 3 500 (р.).

5. Подсчитаем сумму платежа за кредит для первого месяца выплаты (как сумму гашения кредита и гашения процентов):

4000+3500 = 7500 (р.).

6. Подсчитаем остаток после первого месяца выплаты (как разность кредита и платежа кредита за 1 месяц):

224 000 – 4000 = 220 000(р.).

7. Подсчитаем сумму гашения процентов для второго месяца платежа (17% от остатка: на количество месяцев в году):

220 000
[image: image141.wmf]´

17% : 12 = 3116, 667 
[image: image142.wmf]»

 3200 (р.).

8. Подсчитаем остаток после второго месяца выплаты (как разность остатка после первого месяца выплаты и гашения кредита):

220 000 – 4000 = 216 000 (р.).

9. Подсчитаем сумму гашения процентов для третьего месяца выплаты (17% от остатка после второго месяца выплаты : на количество месяцев в году):

216 000
[image: image143.wmf]´

17% : 12 = 3060,333 
[image: image144.wmf]»

 3100 (р.).

Ответ. Гашение кредита – 4000 рублей в месяц. Гашение процентов: 1-й месяц – 3500 рублей; 2-й месяц – 3200 рублей; 3-й месяц – 3100 рублей. Сумма платежа за кредит для первого месяца выплаты – 7500 рублей.

Задача 4. Группа школьников из 10 человек вместе с руководителем во время каникул отправляются на экскурсию из страны А в страну В с семидневным (оплаченным) пребыванием в стране В. Возможны следующие варианты: 

а) совершить перелет на самолете;
б) ехать на поезде.

Стоимость одного билета на самолет в одну сторону 100$, при покупке билета в обе стороны предоставляется скидка 15%, а для руководителя группы из 10 человек скидка составляет 50%.

 Время в пути из А в В на поезде составляет двое суток. При этом в стоимость проезда в одну сторону (55$) не входят питания в пути и стоимость оплаты за постельное белье (3$). Поезд следует только по четным числам, и, следовательно, в случае поездки на поезде учащиеся или приезжают на сутки раньше, или уезжают на сутки позже (стоимость проживания в гостинице составляет 50$ в сутки с человека). 
В каком случае стоимость проезда наименьшая?
Решение. I вариант. Из А в В и обратно на самолете;
II вариант. Из А в В и обратно на поезде;

III вариант. Из А в В на самолете, из В в А на поезде (или наоборот).

I вариант. Если туристы полетят на самолете туда и обратно, то каждый заплатит 0,85
[image: image145.wmf]´

200 (долл.), а 10 человек заплатят 10
[image: image146.wmf]´

0,85
[image: image147.wmf]´

200 (долл.). Их руководителю поездка обойдется в 0,5
[image: image148.wmf]´

200 (долл.). Итак, стоимость перелета в оба конца равна 10
[image: image149.wmf]´

(0,85
[image: image150.wmf]´

200)+(0,5
[image: image151.wmf]´

200) = 1800 (долл.).
II вариант. Билет на поезд в оба конца для 11 человек будет стоить 11
[image: image152.wmf]´

110 (долл.), постельное белье 11
[image: image153.wmf]´

6 (долл.), и, наконец, лишние сутки пребывания группы в гостинице обойдутся в 11
[image: image154.wmf]´

50 (долл.). Итого: 

11
[image: image155.wmf]´

110+11
[image: image156.wmf]´

6+11
[image: image157.wmf]´

50 = 1826 (долл.).

III вариант.  Стоимость билетов в одну сторону на самолете для 10 человек и 1 руководителя составляет 10
[image: image158.wmf]´

100+0,5
[image: image159.wmf]´

100 (долл.), а в одну сторону на поезде – 11
[image: image160.wmf]´

55+3
[image: image161.wmf]´

11 (долл.). Всего поездка обойдется в 

10
[image: image162.wmf]´

100+(0,5
[image: image163.wmf]´

100)+11
[image: image164.wmf]´

55+11
[image: image165.wmf]´

3 = 1688 (долл.).

Очевидно, что наилучшей является третья альтернатива.  
7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Краткий обзор развития понятия функции приводит к мысли о том, что эволюция ещё далеко не закончена и, вероятно, никогда не закончится, как никогда не закончится и эволюция математики в целом. Новые открытия и запросы естествознания и других наук приведут к новым расширениям понятия функции и других математических понятий. Математика – незавершённая наука, она развивалась на протяжении тысячелетий, развивается в нашу эпоху и будет развиваться в дальнейшем.

8. ВЫВОД
Этот проект показал значимость различных функций при решении прикладных задач из разных сфер человеческой жизни. Более всего прослеживается связь функций с экономикой. Этот проект будет полезен для тех, кто будет поступать на экономический факультет.
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