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ВВЕДЕНИЕ
Для разыскания истины вещей
необходим метод.

Рене Декарт
В связи со сдачей выпускных и вступительных экзаменов в форме ЕГЭ особую важность имеют систематизация и обобщение методов решения задач. С необходимостью разложения многочленов на множители мы сталкиваемся при приведении дробей к общему знаменателю, при сокращении дробей, при решении задач на делимость. Это же преобразование используется при решении неравенств и уравнений.
Для решения многих задач в математике разработаны общие правила - алгоритмы. Решение таких задач особых трудностей не вызывает – надо лишь распознать вид данной задачи и вспомнить соответствующее правило. Значительно труднее решать задачи, для которых в математике нет готовых правил. При разложении многочлена на множители зачастую приходится самостоятельно отыскивать те или иные приемы.
Цель работы: рассмотреть различные методы разложения многочленов на множители.


Задачи работы: 

1) сделать небольшой экскурс в историю математики;

2) рассмотреть начальные сведения о многочленах;
3) рассмотреть традиционные школьные методы;

4) рассмотреть методы, которые не изучаются в школе;

5) исследовать, насколько разнообразными могут быть пути решения одной и той же задачи.

Методы исследования:

1) анализ и синтез различных источников информации;

2) самостоятельное решение задач.

Мы считаем, что настоящая работа полезна при подготовке к экзаменам и олимпиадам, так как при решении данных задач развивается творческое, логическое и нестандартное мышление.
Основная часть

1 Историческая справка
Рассматривая разложение многочленов на множители, возника​ет вопрос: «А как это было у древних?» Ни у древних египтян, ни у древних вавилонян в алгебре не было букв. У древних греков величины обозначались не буквами или числами, а отрезками прямых. Они гово​рили не «а2», а «квадрат на отрезке», не «аb», а «прямоугольник, со​держащийся между отрезками». Если обратиться к первому дошедшему до нас теоретическому трактату по математике - знаменитым «Началам» древнегреческого математика Евклида, жившего в Александрии в III веке до н.э., - то, поправив стиль и манеру изложения великого ученого, получится следующее:
Если имеются два отрезка и один из них разбит на сколько угодно отрезков, то площадь прямоугольника, сторонами которого служат эти отрезки, равна сумме площадей прямоугольников, имеющих одной стороной неразделенный отрезок, а другими - отрезки, из которых составлен второй данный отрезок.
Далее Евклид приводит чертеж (рис.1) и чисто геометрическими рассуждениями доказывает теорему. Мы не будем рассматривать эти рассуждения, но заметим, что по существу в теореме идет речь о том, что если длина отрезка АВ равна а, а длина отрезка АС равна b + с +... + k, то
 а ∙ (b + с + ... + k) = (ab + ас + ... + аk), т.е. получился один из важнейших законов, лежащих в основе тождественных преоб​разований, - распределительный закон!

Рис. 1
Когда выражение (ab + ас + ... + аk) заменяется на равное а  ∙  (b + с + ... + k), то говорят, что переменная а выносится за скобки.
А вот еще одна знакомая формула. У Евклида это  предложение  4 и звучит оно так:
Если отрезок (на рис. 2 отрезок АВ) как-либо разбит на два отрезка (части), то площадь квадрата, построенного на всем отрезке, равна сумме площадей квадратов, построенных на каждом из двух отрезков, и удвоенной площади прямоугольника, сторона ми которого служат эти два отрезка. 

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Рис. 2

Очевидно,   что   это   формула квадрата суммы двух чисел. Формула квадрата суммы - одна из формул сокращенного умножения, которые широко применяются для разложения многочлена на множители.
2 Начальные сведения о многочленах
Многочлен –  алгебраическое выражение, представляющее сумму или разность нескольких одночленов. Например, Зх2 у - 5xy2 + х - у - многочлен, а (х + у)4 и [image: image3.png]


 многочленами не являются. Слагаемые, входящие в многочлен, называют его членами. Если многочлен содержит два слагаемых, то его называют двучленом (12а3 - 64), три слагаемых – трехчленом           (12а3 - 64а2 + 7а) и т.д., одночлен - многочлен, состоящий из одного члена (3a2, 5bd). Среди членов многочлена могут быть подобные, т.е. отличающиеся друг от друга лишь коэффициентами. Сумму таких членов можно заменить одним слагаемым. Эту операцию называют приведением подобных членов. Многочлен имеет стандартный вид, если:
а) все его члены имеют стандартный вид;
б) среди его членов нет подобных.
Чтобы привести многочлен к стандартному виду, надо сначала привести к стандартному виду все его члены, а потом привести подобные члены.
Наибольшую из степеней входящих в данный многочлен слагаемых
называют степенью этого многочлена. Например, степень многочлена      За4b2 -6а3b + 7аb4 равна 6 - такую степень имеет слагаемое За4в2, а степени остальных слагаемых меньше, чем 6. Если степени всех членов многочлена одинаковы, то этот многочлен называют однородным. Например,                   x4 + 2х3у - 6х2у2 + Зу4 - однородный многочлен степени 4.
Многочлен Рп(х) относительно одной переменной х вида                  Рn(х) = аохn + a1xn-1 + а2хn-2 + ...+ an-1х + аn, где ао, a1 , ..., аn - действительные числа и а0 ≠ 0, называется многочленом, расположенным по убывающим степеням х, или многочленом,  представлен​ном в каноническом виде. Числа ао, a1, …, аn называются его коэффициен​тами, одночлен аохn - его старшим членом, а число n - степень многочлена.
Многочлен первой степени называют линейным многочленом, многочлен второй степени - квадратным, а многочлен третьей степени - кубиче​ским многочленом.
Если у многочлена, представленного в каноническом виде, отсутству​ет некоторая степень х, то коэффициент соответствующего многочлена равен нулю. Например, многочлен 2х3 + Зх - 5 есть многочлен третьей степени, записанный в каноническом виде, у которого коэффициент при х равен нулю.
Два многочлена, представленных в каноническом виде, тождественно равны, если равны их степени и равны коэффициенты при одинаковых сте​пенях х. Например, многочлен x3 + 2х2 + 1 тождественно равен многочлену ах3 + bх2 + 1, если а = 1, b = 2.
3 Методы разложения многочленов на множители
Существует много различных способов и приемов разложения многочленов на множители. Рассмотрим некоторые из них и дадим им краткую характеристику. 
• Вынесение общего множителя
В этом случае из каждого слагаемого, входящего в многочлен, выносится некоторый одночлен, входящий в качестве множителя во все слагаемые. Но при этом: таким общим: множителем: может быть не толь​ко одночлен, но и многочлен.
Пример:   6хy2 + 15xy2 - 21ху = 3ху (2у + 5у - 7) 
• Группировка
Этот способ применяется, когда члены многочлена не имеют общего множителя, но после заключения нескольких членов в скобки (на  основе  переместительного  и  сочетательного  законов  сложения), удается выделить общий множитель, являющийся многочленом.
Пример:   18а2b + 3а – 12ab2 – 2b = (18a2b + 3а) – (12ab2 + 2b) = 
= 3а (6ab + 1) –  2b (6ab + 1) = (3а – 2b)(6аb + 1)
• Применение формул сокращенного умножения
В этом случае группа из двух, трех или более слагаемых, кото​рая образует выражение, входящее в одну из формул сокращенного ум​ножения, заменяется произведением многочленов по правилу, опреде​ляемому той же формулой. Очень часто  до применения формулы со​кращенного умножения предстоит выполнить некоторые преобразова​ния, например группировку.
Пример:  выполним сначала группировку, а затем применим фор​мулу сокращенного умножения: х5 –  х3 + х2 – 1 = (х5 – х3) + (х2 – 1) =                        = х3(х2 – 1) + (х2 – 1) = (х3 + 1)(х2 – 1) =  (x + 1)(х2 – х + 1)(х – 1)(x + 1) =           = (x + 1 )2(х2 – x + 1 )(х – 1)

Важное значение как в теоретическом, так и в практическом отношении имеют также формулы возведения двучлена в четвертую, пятую и вообще в n-ю степень. В 17 веке французский математик Блез Паскаль, исследуя эту задачу, подметил закономерность и составил таблицу коэффициентов многочленов в формулах сокращенного умножения. Эту таблицу так и называют – треугольником Паскаля [6].
• Выделение полного квадрата
В этом случае требуется «увидеть» полный квадрат, который требуется   использовать, а затем фигурирующий многочлен дополнить прибавлением или вычитанием нужных членов до полного квадрата. 
Пример:   х2 - 4х + 3 = (х2 - 4х + 4) - 1 = (x - 2)2 - 1 =
= (x – 2 – 1)(x – 2 + 1) = (x - 3)(x - 1)
• Предварительное преобразование - метод «Тараса Бульбы»
Его суть состоит в том, что некоторый член многочлена раскла​дывается на необходимые слагаемые или дополняется путем прибавле​ния к нему некоторого слагаемого. В последнем случае, чтобы много​член не изменился, от него отнимается такое же слагаемое (метод «Та​раса Бульбы» - «Я тебя породил. я тебя и убью»). 
Пример: х9 + 6х6 + 11x3 + 8 = х9 + 6х6  + 12х3 + 8 – x3 =
 = (х3 + 2)3 - х3 = (х3 + 2 - x) ((х3 + 2)2 + x (х3 + 2) + х2) =                                      = (х3 - х + 2)(х6 + х4 + 4х3 + х2 + 2х + 4)
• Метод неопределенных коэффициентов
Суть метода состоит в том, что заранее предполагается вид множителей-многочленов, на которые разлагается данный многочлен.
Пример. Разложим на множители многочлен x3 – 5x2 + 7х - 3.
Будем искать многочлены х – α и β1x2 + β2x + β3 такие, что справедливо
тождественное равенство x3 - 5х2 + 7х - 3 = (х - α)( β1x2+ β2 х + β3)       ( 1 )
Правую часть этого равенства можно записать в виде
β1x3 + (β2 - αβ1)x2 + (β3 - αβ2)x- αβ3
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и пра​вой частях равенства ( 1) , получаем систему равенств для нахождения α, β1, β2, β3: 
[image: image4.png]



Легко видеть, что этим равенствам удовлетворяют числа β1= 1, β2 = -2,
β3 = 1, α = 3, а это означает, что многочлен x3 – 5x2 + 7х - 3 разлагается на множители х - 3 и х2 - 2х + 1
• Подбор корня многочлена по его старшему и свободному  коэффициентам
Иногда при разложении многочлена на множители бывают полезными следующие утверждения:
1)  если многочлен an + an-1x +…+ a0xn, a0 ≠ 0, с целыми коэффициен​тами имеет корень x0 = p/q - несократимая дробь, то p - делитель свободного члена αn, а q - делитель старшего коэффициента α0;
2)  если каким-либо образом подобран корень х=α многочлена Рn(x) степени n, то многочлен Рn(x) можно представить в виде
Рn(x) = (x - α) Pn-1(x), где Pn-1 (x) - многочлен степени n-1.
[image: image19.png]X+ 86




Многочлен Pn-1(x) можно найти либо методом неопределенных коэффициентов, либо соответствующей группировкой слагаемых многочлена и выделением из них множителя x - α, либо делением много​члена Рn(x) на двучлен x - α «столбиком». Многочлен на многочлен можно разделить «столбиком» (или «уголком») аналогично делению многозначных чисел. Рассмотрим: этот метод на примере деления мно​гочлена 2х4 – х3 + 2х2 + 1 на многочлен х2 - х + 1. Имеем:
2x4 – х3 +2х2 +1

х2 – х + 1



2x4 – 2х3 +2х2

2х2 + х + 1


 
 х3 +        1

          -х3 – х2 + х

х2 – х + 1

х2 – х + 1

  0

Бывает, что многочлен делится на многочлен с остатком. В не​которых задачах надо найти только остаток от деления многочлена на многочлен. Тогда можно применить теорему Безу, которая позволяет найти остаток от деления многочлена на двучлен, не находя частного [15]. Остаток от деления многочлена Рп(х) на двучлен х - а равен значению многочлена Рп(х) при х - а. т.е. r - Рп(а). При делении многочлена Рп(х) на х - а имеет равенство Рп(х) =
 =(х - a)Q n-1 (х) + r. Оно справед​ливо, в частности, при х = а, т.е. Рп (а) = r.
Пример. Найти остаток от деления многочлена
Р3 (х) = х3 - Зх2 + 5х + 7    на x + 1/2. 
Решение. По теореме Безу r = P3( - [image: image6.png]


) = - [image: image8.png]



• Метод введения параметров
Иногда при разложении многочлена на множители помогает метод вве​дения параметра. Разложим на множители многочлен[image: image10.png](V3 +1)x*+3





Рассмотрим многочлен с параметром α: x3 - (α + 1)х2+ α2. При [image: image12.png]


 он превращается в заданный многочлен. Рассмотрим этот многочлен как квадратный трехчлен относительно а: а2 – αх2 + (х3 – х2). Т.к. корни этого квадратного трехчлена относительно а есть а1=х и а2= х2 - х, то справедливо равенство: а2 – αх2 -t- (х3 – х2) = (а - x)(а – х2 + x),
следовательно [image: image14.png]= (V3+1)x2+3 = (x—V3)(x® —x —3)




• Метод замены переменной
В некоторых случаях путем надлежащей замены некоторого выражения f(x), входящего в многочлен Рn(х), через у можно получить многочлен относительно у, который уже легко разложить на множители, после че​го получаем разложение на множители многочлена Рn(х).
• Разложение квад​ратного трехчлена на множители. 
Мы знаем, что корни квадратного уравнения можно найти по формулам:
1.   Если D > 0, то уравнение имеет два корня: x1,2= [image: image16.png]~b+Vb%—4ac

2a




2.   Если D < 0, то уравнение имеет один корень: x1 = [image: image18.png]b




3.   Если D = 0, то уравнение не имеет действительных корней.
При разложении на множители квадратного трехчлена исполь​зуют следующую теорему, опираясь на выше указанные формулы: Если квадратное уравнение ах2 + bx + с = 0 имеет корни x1 и х2, то справед​ливо тождество: ах2 + bх + с = а(x – x1)(x - х2). Если уравнение имеет лишь один корень х1; то справедливо тождество ах2 + bx + с = а(x – x1), Если уравнение не имеет корней, то квадратный трехчлен ах2 + bx + с не разлагается на множители.
Пример. Корни уравнения 4х2 - 7х + 3 = 0:  х1 = 1 и х2 = 3/4. Поэтому разложение трехчлена можно представить в виде :
 4x2 - 7х + 3 =  4(x - 1)(x - 3/4) = (x - 1)(4х - 3).

• Графический метод
Очень интересным методом разложения многочлена на множи​тели является графический метод, хотя он и используется редко. Рас​смотрим это на примере: разложить на множители трехчлен х2 + 5х + 6
[image: image20.png]X+
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  Изобразим данный трехчлен графически, где х2 -
площадь квадрата со стороной x;
x - площадь прямоугольника со сторонами x и 1;
5х - это 5 таких площадей; 
6 - это 6 площадей единичных квадратов 
Итак, данный трехчлен представлен площадью прямоугольника со сто​ронами (x + 2) и (x + 3), то есть   x + 5х + 6 = (x + 2)(x + 3)
Рассмотрим другой пример, но возьмем трехчлен посложнее:
2х2 + 17х + 30,
тогда     2х2 + 17х + 30 = (2х + 5)(x + 6)
В заключение я хочу показать, как рассмотренные методы раз​ложения многочленов на множители можно использовать при решении одной задачи, т.е. рассмотреть многовариантную задачу. Пусть дан четырёхчлен f3 (x, у, z)=

= х3 + у3 + z3 - 3xyz. Удивительно, насколько раз​нообразными могут быть пути решения этой задачи.
• Традиционное решение
Оно основано на предварительных преобразо​ваниях: 
f3 (х, у, z) = (х3 + Зх2у + Зху2 + y3) + z3 - Зх2у - Зху2 - 3xyz =
= ((х + у)3 + z3 ) - Зху(х + у + z) = (х + у + z) ((х + у)2 - (х + у) z + z2 ) –              – Зху(х + у + z) = (x + y + z)(x2 + 2xy + y2 – xz – yz + z2 – 3xy) = 

= (x + y + z)(x2 + y2 + z2 –xy – xz – yz)
• Решение методом замены переменной
Положим, что x + у + z = t, тогда z = t - (x + у) и 
f3(x , у , z) = x3+ у3 +(t - ( х + у ))3 – 3xy(t - ( x + у)) =
= x3+ y3 + t3 - 3t2(x + y) + 3t(x + y)2 - (x + y)3 - 3xyt + 3xy(x + y) =
= (x 3+ y3 - (x + y)3 + 3xy(x + y)) +t(t2 - 3t(x+y) + 3(х + у)2 – 3xy)
Стоящий в первой скобке многочлен после преобразований оказывается равным нулю. Поэто​му многочлен f3(x, у, z) приобретает вид 
f3(x, у, z) = t(t2 - 3t(x + y) + 3(x + у)2 - Зxy) = t(t2 - 2t(x+y) + (x+y)2 - t(x+y)
+ 2(x + y)2 - 3ху) = t((t - (x+y))2 – t(x+y) + 2(x+y)2 - Зху) =
= (x + y + z)((x + y + z – x – y)2 – (x + y + z)(x + y) + 2x2 + 4xy +2y2 – 3xy) =
= (x + у + z)(z2 - x2 - y2 -2xy - xz - yz + 2x2 + 2y2 + xy ) =
= (x + у + z)(x2 + у2 + z2 - xy - xz - yz)
• Решение, основанное на симметрии многочлена f3(x , у , z)
Степенная сумма S3 = x3 + у3 + z3 = a1S2 – a2S1 + а3 S0 где а1 = x + у + z
а2 = xy + xz + yz, a3 = xyz - элементарные симметрические многочлены.
Поэтому f3(x, у , z) = S3 – 3a3 = (x + y + z)(x2 + у2 + z2 - xy - xz - yz).
• Решение методом неопределенных коэффициентов
Легко проверить, что при замене х на -(у + z) многочлен f3(x , у , z) об​ращается в нуль, значит, f3(x, у, z) делится на x + у + z, то есть f3(x , у , z) = =(x + y + z)(a(x2 + у2 + z2) + b(xy + xz + yz)), где а и b - неоп​ределенные коэффициенты. При  x = 0, y = 1, z = 2; 5a+2b = 5; при x = 0, y = 1, z=12a+b=1.

Тогда а = 1, b = -1 и f3(x , у, z) = (х + у + z)(x2 + y2 + z2 - xy - xz - yz) [2]
• Решение, основанное на делении многочленов уголком
Поскольку f3(х , у, z) = делится на x + y + z, то мы выполним это деление, считая x переменной и фиксируя y и z. Это не умаляет общности, так как можно зафиксировать произвольные значения y и z.
x3 + y3 + z3 – 3xyz                           x + y + z
x3 + x2y + x2z                                   x2 – x(y + z) + (y + z)2 – 3yz
-x2(y + z) - 3xyz + y3 + z3                                  
-x2(y + z) - x(y - z)2
x((y + z)2 - 3yz) + y3 + z3

x((y + z)2 - 3yz) + (y + z)3 - 3yz(y + z)



                                0
откуда f3(x, у, z) = (x + у + z)( x2 + у2 + z2 - xy - xz - yz)
Заключение
В процессе работы были рассмотрены 14 различных методов и приемов разложения многочлена на множители: от простых - школьных (например, вынесение общего множителя, группировка и т.д.), оригинальных (например, метод «Тараса Бульбы»), до наиболее сложных, а также редко встречающихся и применяющихся (например, графический метод, разложение, основанное на симметрии многочлена, метод неопределенных коэффициентов и т. д.). Даны их характеристики, приведены примеры. Был про​веден экскурс в историю.
В процессе исследования рассмотрено большое количест​во задач, при решении которых используются различные приемы раз​ложения многочленов на множители. Мы убедились, что пути решения даже одной и той же задачи могут быть очень разнообразными. Мы считаем, что данную работу можно ис​пользовать для проведения математических кружков и факультативов, при подготовке к экзаменам и олимпиадам.
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