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I краткая аннотация
Фактически все люди знают таблицу умножения, чаще всего она представлена в виде таблицы Пифагора. Мало кто задумывался над тем, что числа, входящие в таблицу Пифагора обладают различными интересными свойствами. Эту таблицу можно расширить вправо и вниз, можно повернуть на сорок пять градусов, при этом все свойства чисел сохраняются и появляются новые. Я рассмотрел известные свойства, сам доказал некоторые из них, а одно вывел сам. Я хотел найти дополнение к этим свойствам в Интернете, но ничего не нашел. 
II введение

Актуальность моей работы заключается в том  что, несмотря на столь большую популярность таблицы Пифагора и на столь уникальные свойства таблицы умножения, имеется удивительно мало исследований посвященных этому вопросу. И многие математики заинтересованы находить все новые и новые свойства этой таблицы.
Известная каждому школьнику таблица Пифагора – один из многочисленных вариантов таблицы умножения. Г. И. Глейзер в книге «История математики в школе. 4-6 классы» (стр.46) пишет по этому поводу: «Наиболее ранняя дошедшая до нас таблица умножения от 1·1 до 10·10 содержится в «Арифметике» греческого математика Никомаха из Геразы  (1 – 2 век). Она представлена в виде квадрата, где каждая строка имеет одинаковый с ней столбец. Каждое число таблицы есть произведение номера строки и номера столбца, в которых оно стоит. Эта таблица передавалась от народа к народу, из поколения в поколения и поныне употребляется в наших школах. Знание её всегда считалось необходимым для каждого ученика. В средние века она получила название Пифагоровой, хотя и была, наверное, известна задолго до Пифагора». Таблица Пифагора обладает многими любопытными свойствами. В своей работе я рассматриваю некоторые свойства чисел, входящих в эту таблицу. 
Цель работы: исследовать таблицу Пифагора. 
Задачи: изучить свойства чисел, входящих в таблицу Пифагора и 
рассмотреть доказательство некоторых из них. 

III свойства таблицы Пифагора
Рассмотрим некоторые свойства таблицы Пифагора.

Можно решить скучную на первый взгляд задачу: найти сумму всех чисел таблицы Пифагора от 1·1 до 9· 9 (приложение  1).
          Решение:
	      (1+2+3+…+9)+        

 +2·(1+2+3+…+9)+                 

+3·(1+2+3+…+9)+    

……………………

+9·(1+2+3+…+9)= 

(1+2+3+…+9)·(1+2+3+…+9)=45²=2025           
	Сначала найду сумму чисел первой строки. Замечаю, что каждое число со второй строки в два раза больше числа с первой строки, которое записано над ним, значит сумма чисел со второй строки в два раза больше суммы чисел с первой строки. 
В третьей строке в три раза больше, чем в первой, и так далее до девятой. Рассмотрим сумму. Вынесу общий множитель за скобки. 

В каждой скобке сумма равна 45, значит 45·45, то есть 45 в квадрате равно 2025.Вот так не сложно можно найти сумму всех чисел из таблицы Пифагора.


Следующие три свойства связаны с квартетами. Назовём квартетом четыре числа расположенные на вершинах некоторого квадрата.

Если стороны квадрата параллельны сторонам таблицы, то оказывается, что  произведение диагональных чисел квартета равны. Покажу это на примере.
Возьму квадрат, вершины которого: 4, 10, 25, 10 (приложение  2).
4·25=100

10·10=100

100=100

Это свойство можно легко доказать для любых чисел.

 Пусть первое будет произведением чисел x и y (приложение  3). Тогда второе расположенное ниже это произведение чисел y и a. Третье расположенное правее от первого это произведение чисел x и z. А четвертое расположенное по диагонали от первого это произведение чисел a и z.

Первая диагональ x·y·a·z
Вторая диагональ a·y·x·z
Получили два произведения, записанные одинаковыми множителями, но в разном порядке. То есть они равны.  Свойство доказано.

Если же стороны квадрата параллельны диагоналям таблицы Пифагора, то равны суммы диагональных чисел квартета. К примеру, возьмём квадрат с вершинами: 6, 20, 18, 4 (приложение 4).
4+20=24

18+6=24

24=24

Если квартет имеет центр, то его центральное число равно среднему арифметическому чисел квартета.

К примеру:

Возьмём квадрат со сторонами 9, 15, 25, 15 (приложение  5). Его центр 16.

9+15+25+15=64

64:4=16

Как вы видите полученное число, равняется числу, которое стоит в середине квадрата.

Это подходит для любых квартетов в таблице. Главное чтобы был центр. 

 В самом деле, пусть квартет имеет центральное число, равное произведению натуральных чисел xy, тогда квартет состоит из чисел вида

  (x+m) (y+n),    (x+n) (y–m),

  (x–n) (y+m),    (x–m) (y–n),

где m и n – натуральные. Среднее арифметическое этих чисел – xy.

          Не нарушая построения таблицы Пифагора, её можно расширить вправо и вниз, соблюдая основное условие: каждое число таблицы есть произведение номера строки и номера столбца, в которых оно стоит (приложение  6). И на такой таблице тоже выполняются эти свойства. 
         Если повернуть таблицу на 45°,то тоже может обнаружиться несколько любопытных свойств (приложение  7).
Рассмотрим группы чисел 1; 2, 2; 3, 4, 3; 4, 6, 6, 4; и т. д. назовём 1-й, 2-й, 3-й, 4-й и т. д. строкой таблицы Пифагора. В этих строках находятся числа , связанные с треугольными числами. Понятие треугольных чисел ввел Пифагор. Треугольные числа, это числа показывающие, из скольких кругов можно сложить треугольник: 1; 3; 6; 10; 15; 21…
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Так если в строке с чётным номером найти сумму всех чисел, а затем вычесть из неё сумму предыдущей нечётной строки, то мы получим треугольное число.

Или произведение чисел n-й строки равно (n!)², потому что числа этой строки можно представить в таком виде:

1· n, 2(n – 1), 3(n – 2), …( n – 2)·3, (n – 1)·2, n·1,

и произведение этих чисел равно (n!)². Например, берем четвертую строку, найдем 4 факториал 1·2·3·4=24, 24 в квадрате 576.

Найдем произведение чисел четвертой строки 4·6·6·4=576.
Вот такими интересными свойствами обладают числа, входящие в таблицу Пифагора. Если вы внимательно и терпеливо будете изучать эту таблицу, то несомненно отыщите новые, не менее интересные свойства этой древней числовой схемы.

IV заключение
Изучая литературу по математике, я узнал много интересных свойств чисел, входящих в таблицу Пифагора, часть из них сам доказал, а одно вывел. Например, если рассмотреть четыре числа, стоящих в вершинах квадрата параллельных сторонам таблицы то оказывается, что  произведение диагональных чисел будут равны. А если стороны квадрата параллельны диагоналям таблицы Пифагора, то равны, будут суммы диагональных чисел. Если квадрат имеет центр, то его центральное число равно среднему арифметическому чисел квартета. Особенно интересные свойства получаются в таблице, если ее повернуть на 45°. Если в строке с чётным номером найти сумму всех чисел, а затем вычесть из неё сумму чисел предыдущей нечётной строки, то мы получим треугольное число (числа показывающие, из скольких кругов можно сложить треугольник: 1; 3; 6; 10; 15; 21…).
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81 72 63 54 45 36 27 18 9

72 64 56 48 40 32 24 16 8

63 56 49 42 35 28 21 14 7

54 48 42 36 30 24 18 12 6

45 40 35 30 25 20 15 10 5

36 32 28 24 20 16 12 8 4

27 24 21 18 15 12 9 6 3

18 16 14 12 10 8 6 4 2

9 8 7 6 5 4 3 2 1




Приложение 2.
Квартет чисел (стороны квадрата параллельны сторонам таблицы Пифагора).
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Приложение 3.
Если стороны квадрата параллельны сторонам таблицы, то произведение диагональных чисел квартета равны.
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Приложение 4.
Квартет чисел (стороны квадрата параллельны диагоналям таблицы Пифагора).
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Приложение  5.

Квартет с центральным числом.
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Приложение  6.
Расширенная таблица Пифагора.
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17

	2
	4
	6
	8
	10
	12
	14
	16
	18
	20
	22
	24
	26
	28
	30
	32
	34

	3
	6
	9
	12
	15
	18
	21
	24
	27
	30
	33
	36
	39
	42
	45
	48
	51

	4
	8
	12
	16
	20
	24
	28
	32
	36
	40
	44
	48
	52
	56
	60
	64
	68

	5
	10
	15
	20
	25
	30
	35
	40
	45
	50
	55
	60
	65
	70
	75
	80
	85

	6
	12
	18
	24
	30
	36
	42
	48
	54
	60
	66
	72
	78
	84
	90
	96
	102

	7
	14
	21
	28
	35
	42
	49
	56
	63
	70
	77
	84
	91
	98
	105
	112
	119

	8
	16
	24
	32
	40
	48
	56
	64
	72
	80
	88
	96
	104
	112
	120
	128
	136

	9
	18
	27
	36
	45
	54
	63
	72
	81
	90
	99
	108
	117
	126
	135
	144
	153

	10
	20
	30
	40
	50
	60
	70
	80
	90
	100
	110
	120
	130
	140
	150
	160
	170

	11
	22
	33
	44
	55
	66
	77
	88
	99
	110
	121
	132
	143
	154
	165
	176
	187

	12
	24
	36
	48
	60
	72
	84
	96
	108
	120
	132
	144
	156
	168
	180
	192
	204

	13
	26
	39
	52
	65
	78
	91
	104
	117
	130
	143
	156
	169
	182
	195
	208
	221

	14
	28
	42
	56
	70
	84
	98
	112
	126
	140
	154
	168
	182
	196
	210
	224
	238

	15
	30
	45
	60
	75
	90
	105
	120
	135
	150
	165
	180
	195
	210
	225
	240
	255

	16
	32
	48
	64
	80
	96
	112
	128
	144
	160
	176
	192
	208
	224
	240
	256
	272

	17
	34
	51
	68
	85
	102
	119
	136
	153
	170
	187
	204
	221
	238
	255
	272
	289


Приложение  7.
Таблица Пифагора, развернутая на 45 градусов.
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