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1. Введение.

  Трудно найти человека, у которого имя Пифагора не ассоциировалось бы с теоремой Пифагора. Пожалуй, даже те, кто в своей жизни навсегда распрощался с математикой, сохраняют воспоминания о «пифагоровых штанах» квадрате на гипотенузе, равновеликом двум квадратам на катетах. Причина такой популярности теоремы Пифагора триедина: это простота, красота, значимость. В самом деле, теорема Пифагора проста, но не очевидна. Это сочетание двух противоречивых начал и придает ей особую притягательную силу, делает ее красивой. Но, кроме того, теорема Пифагора имеет огромное значение: она применяется в геометрии буквально на каждом шагу, и тот факт, что существует около 500 различных доказательств этой теоремы (геометрических, алгебраических, механических и т.д.), свидетельствует о гигантском числе ее конкретных реализаций. Открытие теоремы Пифагором окружено ореолом красивых легенд. Прокл, комментируя последнее предложение первой книги «Начал» Евклида, пишет: «Если послушать тех, кто любит повторять древние легенды, то придется сказать, что эта теорема восходит к Пифагору; рассказывают, что он в честь этого открытия принес в жертву быка». Впрочем, более щедрые сказители об одного быка превратили в одну гекатомбу, а это уже целая сотня. И хотя еще Цицерон заметил, что всякое пролитие крови было чуждо уставу пифагорейского ордена, легенда эта прочно срослась с теоремой Пифагора и через две тысячи лет продолжала вызывать горячие отклики. Так, оптимист Михаил Ломоносов (1711-1765) писал: «Пифагор за изобретение одного геометрического правила Зевсу принес на жертву сто волов. Но ежели бы за найденные в нынешние времена от остроумных математиков правила по суеверной его ревности поступать, то едва бы в целом свете столько рогатого скота сыскалось». А вот ироничный Генрих Гейне (1797-1856) видел развитие той же ситуации несколько иначе: «Кто знает! Кто знает! Возможно душа Пифагора переселилась в беднягу кандидата, который не смог доказать теорему Пифагора и провалился из-за этого на экзаменах, тогда как в его экзаменаторах обитают души тех быков, которых Пифагор, обрадованный открытием своей теоремы, принес в жертву бессмертным богам». Сегодня теорема Пифагора обнаружена в различных частных задачах и чертежах: и в египетском треугольнике в папирусе времен фараона Аменемхета первого (около 2000 до н.э.), и в вавилонских глинописных табличках эпохи царя Хаммурапи (XVIII в. до н.э.), и в древнеиндийском геометрическо-теологическом трактате V-VIIbb. До н.э. «Сульва сутра» (Правила веревки). В древнейшем китайском трактате «Чжоу-би суань цзинь», время создания которого точно не известно, утверждается, что в ХПв. до н.э. китайцы знали свойства египетского треугольника, а к VI в. до н.э. общий вид теоремы. Несмотря на все это, имя Пифагора столь прочно сплавилось с теоремой Пифагора, что сейчас просто невозможно представить, что это словосочетание распадется. То же относится и к легенде о заклании быков Пифагором. Да и вряд ли нужно препарировать историко-математическим скальпелем красивые древние предания. Сегодня принято считать, что Пифагор дал первое доказательство носящей его имя теоремы. Увы, от этого доказательства также не сохранилось никаких следов.

    Мы рассмотрим различные применения теоремы Пифагора, проследим ее связь с другими теоремами и воспользуемся ею для решения задач на плоскости и в пространстве. 
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Benukuit ydensiit ITudarop pomuncs oxono 570r. mo H.3. Ha OCTpoBe
Camorce. Orumom ITudaropa 6bimn MHecapx, pe3ddK IO JparoleHHbIM KaMHAM. Vims
ke MaTepu Iludaropa He usBectHO. ITo MHOTMM aHTHYHBIM CBHIETEIBCTBAM,
PONHUBUIMIACA MalbUMK OBLT CKa30YHO KPAacHB, a BCKOpPE IIPOSIBHJI M CBOM
HesaypsaHsle cnocoOHoctH. Cpeau yuureneii toHoro ITudaropa Tpaauuus HasblBaeT
uMeHa crapua I'epmonamanta u @epekuna CHpocckoro (XoTs M HeT TBEpHOiH
YBEpEHHOCTH B TOM, 4TO MMeHHO I'epmomamanT M ®epexupa ObUIM NEPBHIMH
yunrtessimu ITndaropa). Llensle nuu mposoaun oHslit IMudarop y Hor crapua
I'epmMonamanTa, BHUMas MeNomuu kudapsl K rexsamerpaM I'omepa. CrtpacTs k
My3bIke M MO33MH Benukoro I'omepa Iludarop coxpanmn Ha Beio xu3Hb. M, Gymyum
TIPUSHAHHBIM MYJpPELOM, OKPY)XEHHBIM TOMMOH Y4eHHKOB, MH}Arop Ha4yMHAN [EHb C
neHus ofHo#t w3 meceH ['omepa. ®epexus xe ObLT GHIOCOGOM H CUMTAICA
OCHOBaTeJleM WTalbsHCKON IKoabl dunocodun. Takum obpasom, ecan I'epMomamaHT
BBen roHoro Iludaropa B kpyr My3, To @epexun o6paTHI ero ym K JOrocy.
@epexnp Hanpasun B3op ITudaropa x npupose u B Hell omHOM coBeToBal BHAETH
CBOEro MepBoro M riaBHoro yumrens. Ho kak 6Bl TO HH ObLIO, HEYyTOMOHHOMY
BoOGpaxkeHHIo roHoro Iludaropa odeHsr ckopo cTano TecHO Ha MaieHskoM Camoce,
U OH oTHpaBisercs B MuieT, rie BCTpedaeTcs ¢ APYTHM ydeHsIM — DamecoMm.
Qanec coBeTyeT eMy OTIPaBHTCS 3a 3HaHMsMH B Erumer, uro IIudarop u cpenan.

B 548r. no H.3. Iludarop npubein B HaBKkpaTHC camMOCCKy!0 KOJNOHHIO, rie
6BUIO y KOro HalTH KPOB M MHIIy. VI3yuMB S3BIK M PENMIHIO erMITAH, OH ye3kKaeT
B Memopuc. HecMoTps Ha pekoMeHAaTeNbHOE MHACHMO (apaoHa, XMTPOYMHBIE JKPELBI
He CIellMId pacKpbiBath Iludaropy cBoM TalHpI, Npeanaras eMy CJIOXHbIE
ucnsitanns. Ho Bnekomsrif sxaxaod k 3HaHuaM, IIndarop mpeomomen mx Bce, XOTS
[0 JaHHBIM PacKOIOK ErdIeTCKHe XKpelibl He MHOrOMy MOIJIM ero HayduTh, T.K. B
TO BpeMs eTHMeTcKas reoMeTpus Obla YHCTO NPUKIAJHOH HayKoH
(ynoBneTBopsiBlleil MOTPeGHOCTh TOTO BPEMEHHM B CUY€Te M B M3MEPEHMH 3EMEJBHBIX
ydactkoB). I103TOMy, HAy4YMBIUACH BCEMy, YTO Jaldl eMy JXpelbl, OH, yO6exaB OT

HUX, ABUHYJICS Ha poauHy B Omiagy. OmHako, npojenaB dacTh IyTH, Iludarop




[image: image47.jpg]pelaeTcs Ha CyXONyTHOE IyTelleCTBHE, BO BpeMsS KOTOPOIO €ro 3aXBaTHIH B IUICH
Kam6us, napp BapuiioHa, HampaBisBiiuiics HoMod. He CTOMT ApamaTHsupoBaTh
sxu3Hp Indaropa B Bapuiowne, T.x. Benukuil Bracturens Kup Gbul Tepmum ko BceM
IleHHUKaM. BaBuioHckas MaTemaTuka Gbula, GeccropHo, Gonee pasBHTOM
(TIpUMEPOM  3TOMY MOXET CIy)KMTb IO3HLUOHHAS CHCTEMa HCYHCICHHUS), YeM
erunerckas, ¥ ITudaropy Gsuto yuemy moyuutcs. Ho B 530r. mo H.9. Kup nsunyncs B
noxox mpoTuB mieMeH B Cpenneit Asuu. U, mons3ysch MEPENONOXOM B TOPOJE,
IMudarop cOexan Ha poauny. A Ha Camoce B TO BpeMs L@pCTBOBall THpaH
Tonukpar. Koneuno xe, ITndarop He ycTpampan Xu3Hb IPHUABOPHOTO mony paba, u
OH yJamuics B Iemepsl B okpecTHOcTAX Camoca. ITociie HECKOIBKHX MeCALEB
nputa3aHuii co cropoHsl Ilomukpara, ITudarop mepecensercs B Kporos.

B Kporone oH ocHoBan mudaropuyeckuii coros, KOTOpPbIH GBUT OXHOBPEeMEHHO
¢dunocothckoil UIKONON, MOTUTHYECKOH MapTHell M PeNMTHO3HBIM OpaTCTBOM. 3mech
OBUIH coeiMHEHB! (GUnocodus C JKU3HEHHOH NPAKTHKOH, YKa3bIBAIOIIEH YesoBeKy
JOCTOMHBIA IMyTh K cynpbe, oxuparomiei ero mociae cmeprtd. Illkona xuia
OOIMHAMHE CO CTPOro¥l THCIHMIUIMHON HPaBOB, OT Y4EHHKOB TpeGoBanoch
uenoMyapue u Bosfepxkanue. OnHaKo, ackeTHsM He ObLT HzeaoM nudaropuifies;
Opax SBIANCA I HUX CBAIIEHHBIM NMOHATHEM. B mikoiy, Hapsaay c IOHOLIaMH,
NpPUHUMANKCh M JeBywku. OOydeHue OBUIO MHOTOCTYNEHYATHIM M JaneKko He
KaXJOMy HaBalloch COKpOBEHHOe 3HaHMe. JIMIUb Te, KTO YCIEINIHO MpOLIen BCe
HCIBITaHHA, NOMyCKalIcs BO BHYTpeHHMiT nBop moMa Yuutens. 3meck [Tudarop
HacTaBNA CBOMX Ommkalmux ydenuxoB. Otciofa M GepyT cBoe Ha4ago Ha3BaHHs
330Tepuyeckoe (T.e., TO YTO BHYTPH) M 3K30Tepuueckoe (T.e., TO YTO BHE) YUeHHe.
Crporuii o6pa3s xu3Hu nuparopeiines, ux cosepuarteinbHas ¢urocodus,
6IIaroxenaTeNbHOCTh K YeNOBEeKy H CTpeMIeHHe JelaTh Ho0po, OKa3aTh ITOMOLIb,
NpUBJIEKaTH K HUM MHOTHX nfofedl. Coro3 BCKOpe CTall LGHTPOM MOIMTHYECKOH U
JlyXoBHOH »xu3HH Bcero KpoTona.

Ilkona [Mudaropa mana I'peruu Lenyto Iuiesoy TalaHTIHBBIX (HIOCO(OB,
¢usukoB u MatematHkoB. C MX MMEHEM CBS3aHBl B MaTeMaTHKE CHCTEMaTHYecKoe
BBefleHHe [I0Ka3aTeNbCTB B TEOMETPHIO, PAaCCMOTpEHHe ee KaK abCTpakTHOH Hayku,

CO3JaHue YYCHHUSA O [IOL[OGI/[H, JA0Ka3aTeNbCTBO TEOPEMBI, HoOCSIEH MM I'[nd)aropa,




[image: image48.jpg]TIOCTPOEHHE HEKOTOPBIX MPaBUIBHBIX MHOIOYTOJIFHHKOB M MHOTOTPaHHHKOB, a TakKXKe
Y4EHHE O YETHBIX M HEYETHHIX, MPOCTHIX M COCTABHBIX, O (UIYPHBIX U
COBEpIIEHHBIX YHMCaX, apM(PMETUIECKHX, TEOMETPHIECKUX U TapMOHHYECKHX
MPONOPLHUAX U CPERHHX.

Vuenukn ITudaropa paccenunucs mo I'peuuu W ee KOJIOHUAM, TAe
OpraHM30BAIM LIKONLI, B KOTOPHIX NpeNofaBaly INIaBHBIM 00pasom apUdMeTHKy M
reomeTpuio. Cenenus 06 MX JOCTHXKGHHAX COAEPXKATCS B COYMHEHHMAX MO3AHEHILMX
yuenslx — I[Inatona, Apucrorens u apyrux.

B Bo3pacre 60 ner ITudarop sxeHuncs Ha cBoell ydenuie PeaHo, AeByIIKe
YOUBHTEIBHOH KPacoThl, TNOKOPUBINEH cepale MyZaporo dumocodpa cBoeil uucroTodt M
nnaMeHHOH mo00BRI0, Ge3rpaHMYHOl MpeaHHOCTBIO M Bepoll. MeaHo naina
IMugaropy nByX CHIHOBei M JO4b, BCe OHM OBUIH BEPHBIMH IOCIELOBATENSIMH
cBoero Bemukoro oruna. Omun u3 chiHOBeil Iludaropa cran BIOCTENCTBHH YYHUTEIEM
OMIHAOKIa M HOCBATHI ero B TaiiHel mudaropeiickoro ydyewnus. Ilouepu cBoeit
Jano IMugarop noepus XpaHeHHe CBOMX pykonuceidl. ITocie cmeptd oTua u
pacnama cotosa JlaHo xmna B Beiudaiiuiel GeaHOCTH, eif mpenmaranu Gojblive
CYMMBI 332 MaHYCKpHIIThI, HO BepHas BOJe OTLa, OHa OTKasalach OTAaThb HX B
TIOCTOPOHHHE PYKH.

30 ner npoxun ITndarop B KporoHe. 3a 370 Bpems eMy yz@aiochk
OCYIIECTBHTh TO, YTO OCTABAJOCh MEYTOK MHOTMX IMOCBSAIIEHHBIX: OH CO3Jall IHOBEpX
HONMTHYECKOH BIACTH MYJAPYIO BIACTh BHICIIErO 3HAHUSA, TOAOGHYIO
JpeBHeerunerckoMy xpedectBy. Coser TpexcoT, CO3JAaHHBIM M BO3IJIABIAEMBIH
IMudaropom 6s11 perynaTopoM nomuTHYecKoil xu3Hu KpoToHa M pacmpocTpaHsiin
CBOE BIMSHHE Ha Jpyrue ropona I'perun B TeueHuu ueTBepTH Beka. Ho Huuto Tak
He pa3jpaxaeT IOCPEe[CTBEHHOCTh, HE BBHI3BIBAET 3aBUCTh M HEHABHCTh, Kak
BII4JIBI4ECTBO BEIMKOIO yMa. MsTex NPOTHUB IIpaBlIeHHs apHCTOKPaTHYeCKOi MapTHH,
BenbIXHYBIIMKH B Cubapuce, SBHIICA HayalloM TIOHEHHs Ha Nudaropefckuit coros.
MHor#e M3 Y4EHHKOB MOTHOIHM 1O OGJIOMKAMHU MBUIAIOLIErO 3HAHMS IIKOJBI,
Jpyrue MOrubIH ToNOmHOM cMepThio B Xpamax. O BpeMeHH M MecTe CMepTH
camoro ITidaropa OCTOBEPHBIX CBENEHMH He COXpaHMIOCh. BocmomuHaHMs o

BenmukoM YuuTene W ero yd4eHuH OBLIO COXpaHEHO TeMHM HEMHOTMMHM, KOTOPHIM
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 (рис. 6)

3. Применение теоремы Пифагора.

 а) Теорема Паппа. 

[image: image49.jpg]yaanock Gexars B I'pemio. Mbr Haxomum ero B «3onoreix Cruxax» Jlusus, B
KoMMeHTapusax I'epaknuta, B oTpeiBKax Puinonas u Apxuta, a Takxke B «Tumee»
Ilnatona. TlpekpacHas cTpoiiHas cucTema, gaHHas Mupy ITudaropom Hukorza He
6puma 3abpiTa. OHa crama ocHOBo#t Meradusuku IliaToHa, Bo3pojHiachk B

Ane](cal-mpnﬁcxoﬁ 1Kojae, B TpyAaX MHOIUX MO3JHEHIINX AHTUYHBIX q)HJIOCOQ)OB.



  Пусть АВС - произвольный треугольник, на сторонах АВ и АС во внешнюю сторону построены произвольные параллелограммы АА′В′В и АСС″А″ таким образом, чтобы они не накладывались друг на друга. На стороне ВС построим параллелограмм ВВ″′С′″С также во внешнюю сторону, у которого ВВ′″||АР и ВВ″′=АР, где Р - точка пересечения прямых А′В′ и А″С″. Тогда площадь третьего параллелограмма равна сумме площадей первых двух.

    Для доказательства продлим стороны ВВ″′ и СС′″ третьего параллелограмма до пересечения с прямыми РВ′ и РС″ в точках Q и R соответственно. Параллелограммы АРQВ и STBB″ равновелики, так как ВВ″′ = ВQ = AP, и высоты этих параллелограммов к сторонам ВВ″′ и ВQ равны. По той же причине параллелограммы ACRP и CTSC′″ имеют равные площади.

     Так как параллелограммы АА′В′В и АРQB имеют общие и равные высоты, то они равновелики. Аналогично, равновелики параллелограммы ACRP и ACC″A″. Следовательно, имеет место равенство площадей параллелограммов AА′В′В и CC″′ST. Отсюда следует утверждение теоремы.

(рис.1)

б) Задачи на плоскости.

  Задача 1.

    По условию: X, Y, Z - центры квадратов, построенных на сторонах прямоугольного треугольника ABC, где <C = 90˚. CC' - высота, проведенная к стороне АВ.

  Доказать: отрезок XC перпендикулярен отрезку YZ, отрезок AY перпендикулярен отрезку XZ, SP||AC, точки (E,C,F) и (A,R,Y) лежат на одной прямой.
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(рис.1)

  Доказательство: XC - касательная к окружности с центром в точке Y и радиусом YC. А так как YC - радиус, то отрезок XC перпендикулярен отрезку YC по свойству касательных к окружности.

  Так как AY проходит через точку пересечения окружности с центром в точке Z и радиусом r1 и окружности с центром в точке X и радиусом r2, и из построения получаем, что отрезок AY перпендикулярен отрезку XZ.

  Рассмотрим ΔSPC' подобный ΔAC'C по второму признаку подобия: <CC'A = <PC'S, C'P/C'C = C'S/C'A по построению. Отсюда следует, что SP||AC.

   Точка Z - точка пересечения диагоналей квадрата AEDC , отсюда следует, что EZ = ZC, значит, точка Е лежит на одной прямой с точкой С. Аналогично доказываем для точки F. Получаем, что точки E, C, F лежат на одной прямой.

   Так как  точка R - точка пересечения окружности с центром в точке Z и радиусом r1 и окружности с центром в точке X и радиусом r2. И прямая AY проходит через точку пересечения этих окружностей, значит точки A, R, Y лежат на одной прямой.

(рис.2)
Задача 2.

  Дано: BQA′A = n; AA′′RC = s; A′PA = m; A′′AP = p.

Необходимо доказать: BQRC = m + n + p + s.
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  Доказательство: по теореме Паппа имеем: A′B′BA = BB′′′ST и CC′′A′′A = CC′′′ST. APQB и STBB′′′ - равновелики, так как BB′′′ = BQ = AP и высоты этих параллелограммов к сторонам BB′′′ и BQ равны. Аналогично параллелограммы ACRP и TSC′′′С имеют равные площади. Отсюда следует, что APQB = m + n и APRC = s + p, QA и AR - диагонали параллелограммов. BB′′′ = BQ, CC′′′ = CR - из доказанного выше. Так как BB′′′C′′′C - параллелограмм, то В′′′С′′′||BC (по свойству параллелограмма). Отсюда следует, что BQ = CR и BQ||CR. А значит BQRC - параллелограмм. Получаем: BQRC = m + n + s + p.

(рис.3)
Задача 3.
   Пусть АВС - произвольный треугольник. На сторонах АВ и АС во внешнюю сторону построены произвольные параллелограммы AA'B'B и ACC"A" таким образом, чтобы они не накладывались друг на друга На стороне ВС построим параллелограмм ВВ''С'''С также во внешнюю сторону, у которого ВВ''||AP и BB'' = AP, где точка Р принадлежит прямой В'А'. Тогда площадь третьего параллелограмма равна сумме площадей первых двух.
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  Доказательство: продлим стороны ВВ'' и СС′′′ третьего параллелограмма до пересечения с прямыми РВ' и А"С" в точках Q и R соответственно. Параллелограммы APQB и STBB" равновелики, так как BB'' и  BQ равны. По той же причине параллелограммы APRC и CTSC''' имеют равные площади.

   Так как параллелограммы АА'В'В и APQB имеют общее основание и равные высоты, то они равновелики. Аналогично, равновелики параллелограммы ACRP и ACC"A". Следовательно, имеет место равенство площадей параллелограммов АА'В'В и BB''ST, а также  параллелограммов АСС"А" и CC'''ST. Отсюда следует, что и для этого случая теорема справедлива.

(рис.4)

в) От теоремы Пифагора к признаку перпендикулярности прямой и плоскости

По условию: a∩α = т. A; прямые b, c, x  принадлежат плоскости α; точка А принадлежит прямым b, c, x; прямая а перпендикулярна прямой b; прямая а перпендикулярна прямой с; прямая р перпендикулярна прямой с; прямой р принадлежит плоскость α; р∩b = т. В; p∩c = т. С; p∩x = т. X; точка X не лежит между точками B и C.

 Доказать: прямая а перпендикулярна прямой x.

Доказательство: докажем, что AO2 + AX2 = OX2. По теореме обратной теореме Пифагора, получим, что прямая а перпендикулярна прямой x. Воспользуемся тем, что прямая а перпендикулярна прямой b, прямая а - прямой с, прямая р – прямой x.

AO2 + AX2 = OB2 – AB2 + AB2 – BX2 = OB2 – BX2 ,
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AO2 + AX2 = OC2 – AC2 + AC2 – CX2 = OC2 – CX2, отсюда следует, что AO2 + AX2  = OB2 – BX2  и  AO2+AX2  = OC2 – CX2, отсюда следует, что OB2 – BX2  = OC2 – CX2, т.е OB2 – OC2 = BX2 – CX2. Точка О принадлежит геометрическому месту точек плоскости (OCX), разность квадратов расстояний которых от точек B и C прямой р равна разности квадратов расстояний от данной точки X прямой р до тех точек B и С соответственно. Поэтому OX перпендикулярна прямой р. Но тогда получаем: AO2 + AX2  = OB2 – BX2  = OX2.

  Обобщая все рассмотренные случаи, получаем вывод: прямая, пересекающая плоскость и перпендикулярная двум прямым этой плоскости, проходящим через точку пересечения, перпендикулярна всякой прямой этой плоскости, проходящей через точку пересечения. По определению прямой,  перпендикулярной плоскости, данная прямая перпендикулярна этой плоскости. 

Теорема доказана. 

(рис.5)

г) Задачи в пространстве

Задача 1.

 Основание призмы ABCA′B′C′ - прямоугольный треугольник, катеты которого BC и AC равны  2
[image: image2.wmf]6

. Плоскость ABC′ наклонена к плоскости основания под углом 30˚. Найдите объем призмы.

По условию: ABCA′B′C′ - призма; ΔABC; <C = 90˚; BC = AC = 2
[image: image3.wmf]6

;

<((ABC),(ABC′)) = 30˚.

Найти: Vпризмы.
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Решение:
1.Vпризмы = Sосн * H;

    H = CC′. 

Sосн = 1/2AC*CB (т.к. треугольник ABC – прямоугольный). 
2.Определим линейный угол между плоскостями  и (ABC′) и (ABC). CC′ перпендикулярна (ABC), т.к. CC′ - высота призмы. Построим CK перпендикулярную AB. <C′KC – линейный угол двугранного угла         (<C′,AB′C ). По условию <С′KC = 30˚.

3. Δ C′CK – прямоугольный: CC′ = CK*tg30˚.

4.Из треугольника ABC: CK перпендикулярна AC (по условию), кроме того, отрезок CK – медиана, т.к. в равнобедренном треугольнике высота, проведенная к основанию, является медианой.
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5. CC′  = 2
[image: image9.wmf]3

*tg30˚ = 2
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6. Vпризмы =
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 EMBED Equation.3  [image: image12.wmf]*2 = 24.
Ответ: 24.

(рис.6)

  Задача 2.

Дана сфера радиуса 8. Сечением этой сферы плоскостью является окружность с диаметром АВ. Плоскость сечения удалена от центра сферы на расстояние 1. Точка D выбрана на сфере, а точка С – на окружности сечения так, что объем пирамиды АВСD наибольший. Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью, проходящей через точку С перпендикулярно ребру ВD.

Решение:
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(рис. 3)

1. Точка О является центром сферы, R – ее радиус, r – радиус сечения, О′ – центр сечения. Точки А, В, С, D лежат на сфере, поэтому ОА = ОВ = ОС = ОD = R = 8. Треугольник ВОА является равнобедренным. Отрезок ОО′ является медианой, биссектрисой и высотой, т.е. ОО′ 
[image: image13.wmf]^

 АВ. АВ
[image: image14.wmf]Ì

(АВС), то по определению перпендикулярности прямой и плоскости имеем ОО′
[image: image15.wmf]^

 (АВС). Отсюда, ОО′ = 1. Треугольник ОО′А является прямоугольным. Найдем радиус сечения, используя теорему Пифагора: 
ОА2 = ОО′ 2 + АО′ 2, т.е. R2 = r2 + ОО′ 2; 64 = r2 + 1;  
[image: image16.wmf]63
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r

;  
[image: image17.wmf].
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2. Пусть h – высота треугольника АВС, проведенная к стороне АВ. Поскольку точка С лежит на окружности сечения радиуса r и отрезок АВ является ее диаметром, то угол АСВ равен 90о и h 
[image: image18.wmf]£

 r. Если СО′
[image: image19.wmf]^

АВ , то h = r. Значит, треугольник АСВ является прямоугольным и равнобедренным.

Пусть Н – высота пирамиды АВСD, равная расстоянию от точки D до плоскости (АВС). При этом Н 
[image: image20.wmf]£

R + ОО′ = 8 + 1 = 9. Если DО′
[image: image21.wmf]^

(АВС), то Н = 9. Объем пирамиды равен 

VАВСD = 
[image: image22.wmf].
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Если DО′
[image: image23.wmf]^

(АВС), точка О лежит между точками D и О′ и СО′
[image: image24.wmf]^

АВ, то VАВСD = 3r2. 

Следовательно, объем пирамиды АВСD будет наибольший, если ее основание прямоугольный равнобедренный треугольник АВС, отрезок DО′  является ее высотой и центр сферы лежит между точками D и О′.

3. Так как ВО′
[image: image25.wmf]^

СО′ , то по теореме о трех перпендикулярах ВD
[image: image26.wmf]^

CО′. Пусть отрезок МО′ – высота треугольника ВО′D. При этом, ВD
[image: image27.wmf]^

(CО′М). Значит, треугольник СО′М является данным сечением.  DО′ 
[image: image28.wmf]^

СО′ и АВ 
[image: image29.wmf]^

СО′ , то по признаку перпендикулярности прямой и плоскости СО′
[image: image30.wmf]^

(АВD). Отсюда, СО′
[image: image31.wmf]^

МО′ (по определению перпендикулярности прямой и плоскости). Треугольник СО′М является прямоугольным.

4. Треугольник DВО′ – прямоугольный. Найдем длину отрезка DВ, используя теорему Пифагора: DВ=
[image: image32.wmf]2
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Площадь треугольника СО′М найдем по формуле S =
[image: image35.wmf]O
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Ответ: 23[image: image37].

(рис.7)

 Задача 3.


Площадь основания правильной четырехугольной призмы в 4 раза меньше площади ее полной поверхности. Расстояние между серединами двух непараллельных ребер, принадлежащих разным основаниям, равно 
[image: image38.wmf]3


[image: image39.wmf]. Найдите длину стороны основания.
Решение:
1. Площадь полной поверхности правильной четырехугольной призмы в 4 раза больше площади ее основания, т.е. S полн = 4 • S осн.   S полн  = S бок + 2 S осн . Значит, S бок + 2S осн = 4 S осн; S бок =  2S осн .
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(рис. 4)

Пусть сторона основания призмы равна  а, высота - h. Площадь боковой поверхности призмы равна 4ah,  а площадь основания – а2 . Значит, имеем  уравнение 4аh=2а2 . Так как а > 0 , то  а = 2h, т. е. сторона призмы в два раза больше ее высоты.       
2. Пусть точка N - середина отрезка ВС, а точка К - середина отрезка А′В′. Точка М является проекцией точки N на ребро В′С′. Так как МН || ВВ′, то по теореме Фалеса точка М - середина отрезка АD. Учитывая то, что в основании призмы - квадрат, то А′В′ = В′С′. Так как точки К и М являются серединами равных отрезков А′В′ и В′С′  соответственно,  что КВ′ =  В′М = 
[image: image40.wmf].
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Треугольник КВ′М является прямоугольным и равнобедренным, значит, длина отрезка КМ равна КВ′
[image: image41.wmf]2

, т.е 
[image: image42.wmf].
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Треугольник КМN является прямоугольным. Найдем длину отрезка КN, используя теорему Пифагора, т.е. 
[image: image43.wmf]2
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; КN2 = 
[image: image44.wmf].
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Так как а = 2h  и  КN =[image: image45] , то 3 = 2h2+ h2;    h2 = 1; h = 1 или h = -1 (не удовлетворяет условию задачи).

3. а = 2h, то длина стороны основания правильной четырехугольной призмы равна 2.

Ответ: 2.

(рис.8)

4. Выводы

1. В данной работе была сформулирована и доказана обобщенная теорема Пифагора, которая получила название теорема Паппа;

2. Сформулирован и доказан признак перпендикулярности прямой и плоскости; 

3. Были рассмотрены задания, при доказательстве которых использовалась теорема Паппа;  

4. В работе представлена задача по теме исследования и ее решение;

5. Приведены примеры  использование теоремы Пифагора в решении задач, в том  числе мы рассмотрели задачи , которые встречались на ЕГЭ в 2003, 2005 годах.
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