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Чевы и Менелая. Так как эти теоремы в школьном курсе не изучаются. А между тем, теоремы Чевы и Менелая позволяют легко и изящно решить целый класс задач.

   ЗАДАЧИ: научиться применять теоремы Чевы и Менелая в задачах разной сложности.

1. Астроном и геометрик Менелай Александрийский в конце первого века н. э. написал тракт о сферических треугольниках, явившихся в свое время как бы фундаментом сферической геометрии. В этом труде Менелая находится его знаменитая теорема и звучит она так: если стороны ( или продолжения сторон ) треугольника пересечены произвольной прямой в соответствующих точках, то имеет место равенству 
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Эта теорема входит в золотой фонд древнегреческой математики. На протяжении многих веков ее называли «теоремой о секущих».

Теорема Менелая: Пусть P, Q, R – точки пересечения каждой из сторон BC, CA, AB (или их продолжений) треугольника ABC с некоторой 
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                                                                                                           P
прямой, то[image: image4.png]BR AQ PC
AR OC BP
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Проведем AL параллельно BC. Из подобия           L                        
 треугольников RAL и RBP следует, что
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Из подобия треугольников AQL и CQP:[image: image12.png]



т.е. AL=[image: image14.png]AQ-PC




 Подставляя значение AL в отношение, полученное раньше, придет к равенству [image: image16.png]BR-AL _ BR-AQ-PC
AR-BR _ ARBP-OC



, что и требовалось доказать.
Джованни Чева (1648 – 1734) – итальянский инженер – гидравлик и экономист. Носящая его имя теорема содержится в опубликованной им в 1678г. работе « о прямых линиях».

Теорема Чевы. Выберем в произвольном треугольнике АВС точки А1, В1, С1 на сторонах АВ, ВС, СА соответственно. Следующие два утверждения равносильны: а) прямая АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в некоторой внутренней точке Z треугольника АВС; б)   
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 Доказать прямую теорему Чевы проще всего, заменив отношения отрезков в условии Чевы на отношение площадей: 
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, следовательно 
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Точно так же получим, что                                                     C1       Z       B1
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                                                                                             B           A1            C
Теперь осталось перемножить эти три равенства: 
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Обратная же теорема Чевы следует из прямой: пусть АА1 и ВВ1 пересекаются в точке Z. Пусть прямая CZ пересекает сторону АВ треугольника в точке С2. для точек А1, В1 и С2 выполняется условие Чевы
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Сопоставим это соотношение с заданным равенством, приходим к выводам, что  
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, то естьС1=С2. 

Теорема Чевы в форме синусов. Так же условие Чевы можно записать также в виде: 
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Доказательство равносильности этих условий несложно. Действительно, применив теорему синусов к треугольникам АСС1 и ВСС1 имеем: 
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Разделим одно равенство на другое, получим: 
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Аналогично,
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Окончательно 
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Применение теорем в задачах. 1. В треугольнике АВС на стороне ВС взята точка N так, что NC = 3BN; на продолжении стороны АС за точку А взята точка М так, что МА = АС. Прямая МN пересекает сторону АВ в точке F. 

 Найдите: отношение BF: FA.                                        

                                                                                                          B

                                                                                                      F       N
                                                                                         M          A                C
Решение. По условию задачи  МА = АС, NC = 3BN. Пусть  МА =АС = b, BN = k, NC = 3k. Прямая MN пересекает две стороны треугольника АВС и продолжение третьей. По теореме Менелая 
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Ответ: 2:3.

2. (МГУ) На стороне PQ треугольника PQR взята точка N, а на стороне PR – точка L, причем NQ = LR. Точка пересечения отрезков  QL и NR делит QL в соответствии m: n, считая от точки Q.                                      Q
Найдите: отношение PN: PR. 
                                                                                                               F

                                                                                              P                  L             R
Решение. По условию NQ = LR, QF: FL = m : n. Пусть  NQ = LR = а, QF = km, LF = kn. Прямая NR пересекает две стороны треугольника  PQL и продолжение третьей. По теореме Менелая 
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 следовательно, 
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.                                 Ответ: n: m.
    
 рис.6

2. В треугольнике ABC, AD – медиана, точка О – середина медианы. Прямая ВО пересекает сторону АС в точке К.                                              B
                                                                                                                              O
                                                                                                                   A       K        C
В каком отношении точка К делит АС, считая от точки А? 
Решение. Пусть  BD= DC= а, AO= OD =m. Прямая ВК пересекает две стороны и продолжение третьей стороны треугольника ADC по теореме Менелая  
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Ответ: 1 : 2.

4. (из контрольной работы физико-технической школы при МФТИ). Точка В1 лежит на стороне АС, точка А1 – на стороне ВС треугольника АВС,  

АВ1: В1С = 1: 2, ВА1: А1С = 1: 3.

Отрезки АА1 и ВВ1 пересекаются в точке О.

Наедите: 1) ВО: ОВ1; АО: ОА1; 2) АС1: С1В, где С1 – точка пересечения А1В1 и АВ.

Решение. 1) В треугольнике ВВ1С (рис.1) прямая АА1 пересекает две стороны этого треугольника и продолжение третьей стороны. По теореме Менелая   
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  В треугольнике АА1С прямая ВB1
                                   B                                                       B                  
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Рис.1                                                                                                                  рис.2
                                                                                                        C1

пересекает две стороны и продолжение третьей. По теореме Менелая 
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 EMBED Equation.3 [image: image46.wmf]1
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2) В треугольнике  АВС (рис.2) прямая А1С1 пересекает две стороны и продолжение третьей. По теореме Менелая 
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Ответ: ВО: ОВ1 = 1: 1, ОА: ОА1 =- 2: 1, АС1: С1В = 3: 2.  
Вывод: Это материал необходим для учеников в подготовки к олимпиадам различных уровней и ЭГЕ, и  в помощь учителю для проведения групповых занятий и внеклассных мероприятий по математике.
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