Множество

Множество - одно из основных понятий современной математики, используемое почти во всех её разделах.
К сожалению, основному понятию теории – понятию множества – нельзя дать строгого определения. Разумеется, можно сказать, что множество – это «совокупность», «собрание», «ансамбль», «коллекция», «семейство», «система», «класс» и т. д. однако всё это было бы не математическим определением, а скорее злоупотреблением словарным богатством русского языка.
Для того чтобы определить какое – либо понятие, нужно, прежде всего, указать, частным случаем какого более общего понятия, оно является, для понятия множества сделать это невозможно, потому что более общего понятия, чем множество, в математике нет.

Часто приходится говорить о нескольких вещах, объединенных некоторым признаком. Так, можно говорить о множестве всех стульев в комнате, о множестве всех атомов на Юпитере, о множестве всех клеток человеческого тела, о множестве всех картофелин в данном мешке,  о множестве всех рыб в океане, о множестве всех квадратов на плоскости, о множестве всех точек на данной окружности т. д.

Предметы, составляющие данное множество, называются его элементами.

Например, множество дней недели состоит из элементов (понедельник, вторник, среда, четверг, пятница, суббота, воскресенье).
Множество месяцев – из элементов (январь, февраль, март, апрель, май, июнь, июль, август, сентябрь, октябрь, ноябрь, декабрь).
Множество арифметических действий - из элементов (сложение, вычитание, умножение, деление).
Например, если А означает множество всех натуральных чисел, то 6 принадлежит к А, а 3 не принадлежит к А. 
Если А - множество всех месяцев в году, то май принадлежит к А, а среда не принадлежит к А.
«Множество есть многое, мыслимое нами как единое» (основатель теории множеств – Георг Кантор).
Если множество содержит конечное число элементов, то его называют конечным, а если в нем бесконечно много элементов, то бесконечным. Так множество деревьев в лесу конечно, а множество точек на окружности бесконечно.
Как задают множества

Разберём, как можно задать конкретное множество.
Самый простой способ состоит в том, чтобы перечислить все элементы множества. Например,
А={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}-множество всех целых чисел от 0 до 9. При этом само множество обозначается обычно большой буквой, а его элементы выписываются в фигурных скобках через запятую.
Если нужно записать, что какой-то объект является элементом данного множества, то используют знак принадлежности 
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Например, 5 
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 А, где А - множество, определённое выше. Такая запись читается так: "число 5 принадлежит множеству А" или "число 5 является элементом множества А". Если хотят записать, что какой-то объект не является элементом данного множества, то используют перечеркнутый знак принадлежности 
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. Например, 10 
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А.
Два множества называются равными, если они состоят из одних и тех же элементов. При этом пишут, например, А = В.
Далеко не всегда можно перечислить все элементы множества. Второй, и основной способ задания множеств состоит в том, чтобы указать характеристические свойства элементов множества.
Например, запись В ={х|х>2}
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Читается так: "В - это множество всех таких элементов х, что х > 2". В фигурных скобках до вертикальной черты указывается, как обозначаются элементы данного множества, а после вертикальной черты указываются характеристические свойства (или свойство) элементов этого множества. Характеристические свойства могут быть записаны как словами, так и в виде формул.
Например, мы говорим о "множестве дней недели", о "множестве цветов радуги", о множестве "учеников класса, получивших двойку по математике за четверть и имеющих имя на букву М". 
В геометрии часто приходится иметь дело с множествами точек, заданными теми или иными характеристическими свойствами. Обычно, следуя древним традициям, множества точек с данным характеристическим свойством в геометрии называют геометрическими местами точек. Например, говорят так: «Окружностью называются геометрическое место точек плоскости, равноудаленных от данной точки этой плоскости» Это означает, что множество точек плоскости, равноудаленных от данной точки этой плоскости, совпадает с множеством точек некоторой окружности.
Само название «множество» наводит на мысль, что каждое множество должно содержать много (по крайней мере, два) элементов. Но это не так. В математике приходится рассматривать и множества, содержащие только один элемент, и даже множество, не имеющее ни одного элемента. Это множество называют пустым и обозначают Ø.
Примерами пустых множеств могут служить множество лошадей, пасущихся, на Луне, множество десятиногих млекопитающих, множество трехлетних гроссмейстеров.

Зачем же вводят пустое множество? Во-первых, отметим, что когда множество задано своим характеристическим свойством, то не всегда заранее известно, существует ли хоть один элемент с таким свойством. 
Например, неизвестно пусто ли множество всех живых плезиозавров на земном шаре, если чудовище озера Лох-Несс действительно окажется плезиозавром, то это множество не пусто.
Множества могут состоять из самых различных элементов — рыб, домов, квадратов, чисел, точек и т. д.. Именно этим объясняется чрезвычайная широта теории множеств и ее приложимость к самым разным областям знания (математике, механике, физике, биологии, лингвистике и т. д.). Для математики особо важную роль играют множества, составленные из «математических» объектов — геометри​ческих фигур, чисел, алгебраических выражений, функций и т. д. С некоторыми такими множествами имеют дело в школьной математике, но там обычно избегают самого слова «множество» (это легко понять, если вспомнить, что самые «современные» части школьного курса математики возникли в конце XVII века, а теория множеств Детище XIX века).
На самом же деле школьная математика имеет дело с множествами на каждом шагу. Особенно часто встречаются числовые множества, то есть множества, составленные из чисел. Примерами таких множеств могут служить:
а) множество всех натуральных чисел,
б) множество всех целых чисел (положительных, отрицательных и нуля),
в) множество всех рациональных чисел,
г) множество всех действительных чисел,
д) множество площадей правильных многоугольников, вписанных в данный круг, и т. д. 
Как уже упоминалось, понятие множества лежит в основе математики. Используя простейшие множества и различные математические конструкции, можно построить практически любой математический объект. Идею построения всей математики на основе теории множеств активно пропагандировал Г.Кантор. Однако, при всей своей простоте, понятие множества таит в себе опасность появления противоречий или, как ещё говорят, парадоксов. Появление парадоксов связано с тем, что далеко не всякие конструкции и не всякие множества можно рассматривать.
Самый простой из парадоксов - это "парадокс брадобрея".
Одному солдату было приказано брить тех и только тех солдат его взвода, которые сами себя не бреют. Неисполнение приказа в армии, как известно, тягчайшее преступление. Однако возник вопрос, брить ли этому солдату самого себя. Если он побреется, то его следует отнести к множеству солдат, которые сами себя бреют, а таких брить он не имеет права. Если же он себя брить не будет, то попадёт во множество солдат, которые сами себя не бреют, а таких солдат согласно приказу он обязан брить. Парадокс.
Операции над множествами
Каждый знает игру в "новые слова", когда из букв некоторого слова составляются новые слова. Побеждает тот, кто за определённое время составит большее количество новых слов. Например, возьмём слово "множества". Составим из его букв другие слова: нож, нос, сон, стон, тон, жена, манеж, жетон, монета, нота, жеманство. Если каждое новое слово рассматривать как множество букв, то можно заметить, что каждый элемент нового множества является элементом множества {м,н,о,ж,е,с,т,в,а}.
Если каждый элемент некоторого множества А является элементом некоторого множества В, то говорят, что А - подмножество В и пишут:
АЄВ. В нашей игре: {н,о,ж}
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{м,н,о,ж,е,с,т,в,а}, {н,о,ж}
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{ж,е,т,о,н}.
Заметим, что подмножество А может совпасть с В, а может оказаться и пустым. Если же А≠В и А≠Ø, то А называется собственным подмножеством множества В.
Очевидно, если А
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В и В
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А до А=В. Например, в нашей игре выполняются включения
{ж,е,м,а,н,с,т,в,о}
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{м,н,о,ж,е,с,т,в,а}, {м,н,о,ж,е,с,т,в,а}
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{ж,е,мта,н,с,т,в,о}.
Оба слова состоят из одних и тех же букв (элементов), следовательно, множества равны:
{м,н,о,ж,е,с,т,в,а}={ж,е,м,а,н,с,т,в,о}.
Помните загадку-шутку: два отца, два сына, а всего - трое, - как это может быть? Ответ известен: это мальчик, его отец и его дед.
В чём же трудность загадки? Она в том, что в задаче речь идет не о числах (в числах решения нет), это - задача о множествах. В ней участвуют два множества: множество отцов и множество сыновей. По условию задачи мы объединяем эти множества, отец мальчика является одновременно и отцом и сыном), входит в оба множества), однако его нужно посчитать не два раза, а только один раз: 2 + 2-1 =3.
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В этой загадке возникли новые множества, которые получаются из исходных множеств с помощью некоторых операций. Определим их.
Объединением двух множеств А и В называется множество А
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В, которое состоит из всех элементов, принадлежащих А или В. А
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В= {х | х 
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 А или х 
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 В}. 

Рис.1
Для наглядности можно использовать так называемые диаграммы Эйлера. Множества на них изображаются кругами (круг это множество всех точек, лежащих внутри окружности). Отдельные части множеств можно выделять штриховкой. Например, на рисунке 1 изображены множества А и В, штриховкой помечено объединение этих множеств.
Пересечением двух множеств А и В называется множество А 
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 В, которое состоит из всех элементов, лежащих одновременно в множестве А и в множестве В.
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А
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В = {х | х 
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 А и х 
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 В}
Рис.2
Если множества А и В - конечные, то их пересечение также конечное или пустое множество, а объединение - конечное множество.
Пусть множество А состоит из n элементов, а множество В - из m элементов. Если А и В не имеют общих элементов, т.е. А 
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 В = Ø, то объединение 
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 состоит из (n + m.) элементов. Если 
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Ø, а, например, состоит из k элементов, то объединение 
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состоит из (n + m  - k) элементов.
Действительно, в сумме (n + m) элементы пересечения посчитаны дважды, следовательно, надо их количество (k) отнять от общей суммы.
Например, пусть
А={2,4,6,8,10}, В = {3,6,9,12}. Найдём объединение и пересечение этих множеств:
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 {2,4,6,8, 10,3,6,9,12}, 
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= {6}.
Множество А состоит из 5-ти элементов, множество В - из 4-х элементов, их пересечение 
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 состоит из одного элемента, тогда в объединении 
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 должно быть 5 + 4 - 1 = 8 элементов. Это действительно так.
Задача 1. В классе 30 человек, каждый из которых поёт или танцует. Известно, что поют 17 человек, а танцевать умеют 19 человек. Сколько человек поёт и танцует одновременно?
Решение. Пусть А - это множество учеников, умеющих петь. Количество элементов в нём по условию равно n = 17. Пусть В - множество учеников, умеющих танцевать. Количество элементов в нём - m = 18. Множество 
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 совпадает со всем классом, т.к. каждый ученик в классе поёт или танцует. 
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 - это множество тех учеников класса, которые поют и танцуют одновременно. Пусть их количество равно k.
Согласно формуле доказанной выше
n + m- k = 17+ 19- k = 30 
[image: image30.wmf]Þ

 k = 6.
Ответ: 6 учеников в классе поют и танцуют одновременно.
Задачу 1 можно решить по-другому.
Сначала заметим, что из 30 человек не умеют петь 30 - 17 = 13 человек. Все они умеют танцевать, т.к. по условию каждый ученик класса поёт или танцует. Всего умеют танцевать 19 человек, из них 13 не умеют петь, значит, танцевать и петь одновременно умеют 19-13 = 6 человек.
Это решение основано на операции вычитания множеств. Сначала, удалив из множества всех учеников множество учеников, умеющих петь, мы получили множество учеников не умеющих петь, но умеющих танцевать. Затем, удалив из множества учеников, умеющих танцевать, учеников, не умеющих петь, мы получили искомое множество.
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Разностью двух множеств А и В называется множество А\В, в которое входят все элементы множества А, не принадлежащие множеству В (см. рис.3):


Рис.3 А\В = {х | х 
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 А, х 
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 В}.
Очевидно, чтобы найти разность А\В нужно из множества А удалить все элементы, которые оказались элементами множества В.
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Можно, кстати, найти и В\А. Это будет совсем другое множество 
(см. рис.4).
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В\А={х | х 
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 В, х 
[image: image35.wmf]Ï

 А}.
Ррис.4
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Решение задачи 1 можно изобразить на рисунке (см.рис.5а-б).

Рис. 5 а 



Рис. 5 б
Задача 2. Пусть
А = {х | х 
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 N, х делится на 3}, В = {х | х 
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 N, х делится на 5}.
Выпишите первых пять элементов каждого из множеств  А\В, В\А. Задайте эти множества при помощи характеристических свойств.
Решение. В объединение множеств A
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В входят те и только те натуральные числа, которые делятся на 3, или на 5:
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 {3,5,9, 10, 12, ...} = {х 
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 N | х делится на 3 или на 5}.
В пересечение множеств 
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 входят все натуральные числа, которые делятся и на 3, и на 5. Это будут в точности те числа, которые делятся на 15:
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 {15,30,45,60, 75,...} = {х 
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 N | х делится на 15}.
В разность А\В входят те натуральные числа, которые делятся на 3, но не делятся на 5:
А\В={3,6,9,12,18,...}.
В разность В\А входят те натуральные числа, которые делятся на 5, но не делятся на 3:
В\А={5,10,20,25,35,...}.
Задача 3. На рис.6 изображены множества А, В, С и D. Отметьте штриховкой множества (А\В) 
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(C\D) и (A 
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B 
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D)
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С. 
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рис.6Рис. 6.
 Решение. Отметим одинаковой штриховкой множества А\В и C\D. Вся заштрихованная область и будет искомым множеством (см. рис.7)
Так как A 
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B 
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D 
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D, a D 
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C (см. рис. 8.), 



рис.7.
то A 
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B 
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D 
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C и (A 
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B 
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D) U C=C.

Диаграммы Эйлера можно использовать, для того, чтобы оценивать правдоподобность теоретико-множественных тождеств.

рис. 8.

ЗАДАЧИ НА ПЕРЕСЕЧЕНИЕ И ОБЪЕДИНЕНИЕ МНОЖЕСТВ.

№ 1- Даны множества А = {3,5, 0, 11, 12, 19}, В = {2,4, 8, 12, 18,0}. Найдите множества AU В, А
[image: image57.wmf]I

В, А\В,  В\А.
№ 2. На рисунке 1 изображены множества А, В, С, D. Обозначьте штриховкой следующие множества:
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Рис. 9







Рис. 10
№3. Составьте не менее семи слов, буквы которых образуют подмножества множества А -{к,а,р,у,с,е,л,ь}.
№4. Рассмотрим множество А= {▲,▼, ♦}.  Найдите все его подмножества. Пусть A - это множество натуральных чисел, делящихся на 2, а В - множество натуральных чисел, делящихся на 4-   Чему равны множества.
№5. Изобразите два экземпляра рисунка 2. На первом экземпляре отметьте множество С\(А 
[image: image67.wmf]U

 В), а на втором рисунке - множество (С\А) 
[image: image68.wmf]I

 (С\В). Сравните полученные рисунки.
№ 6. В НИИ работают 67 человек. Из них 47 знают английский язык, 35 - немецкий язык, а 23 - оба языка. Сколько человек в институте не знают ни английского, ни немецкого языков?
№ 7. Из 40 учащихся нашего класса 32 любят молоко, 21 - ли​монад, а 15 - и молоко, и лимонад. Сколько ребят в нашем классе не любят ни молоко, ни лимонад?
№ 8. 12 моих одноклассников любят читать детективы, 18 -фантастику, трое с удовольствием читают и то, и другое, а один вообще ничего не читает. Сколько учеников в нашем классе?
№ 9. Из тех 18 моих одноклассников, которые любят смотреть триллеры, только 12 не прочь посмотреть и мультфильмы. Сколько моих одноклассников смотрят одни «мультики», если всего в на​шем классе 25 учеников, каждый из которых любит смотреть или триллеры, или мультфильмы, или и то и другое?
№ 10. Из 29 мальчишек нашего двора только двое не занимают​ся спортом, а остальные посещают футбольную или теннисную секции, а то и обе. Футболом занимается 17 мальчишек, а тенни​сом - 19. Сколько футболистов играет в теннис? Сколько тенниси​стов играет в футбол?
№ 11. 65 % дедушкиных кроликов любят морковку, 10 % любят и морковку, и капусту. Сколько процентов кроликов не прочь по​лакомиться капустой?
№ 12. В одном классе 25 учеников. Из них 7 любят груши, 11 -черешню. Двое любят груши и черешню; 6 - груши и яблоки; 5 -яблоки и черешню. Но есть в классе два ученика, которые любят все и четверо таких, что не любят фруктов вообще. Сколько учени​ков этого класса любят яблоки?
№ 13. В конкурсе красоты участвовали 22 девушки. Из них 10 было красивых, 12 -умных и 9 -добрых. Только 2 девушки были и красивыми, и умными; 6 девушек были умными и одновременно добрыми. Определите, сколько было красивых и в то же время до​брых девушек, если я скажу вам, что среди участниц не оказалось ни одной умной, доброй и вместе с тем красивой девушки?
№ 14. В нашем классе 35 учеников. За первую четверть пятерки по русскому языку имели 14 учеников; по математике - 12; по ис​тории - 23. По русскому и математике - 4; по математике и исто​рии - 9; по русскому языку и истории - 5. Сколько учеников имеют пятерки по всем трем предметам, если в классе нет ни одного ученика, не имеющего пятерки хотя бы по одному из этих предметов?
№ 15. Из 100 человек 85 знают английский язык, 80 - испан​ский, 75 - немецкий. Все владеют, по крайней мере, одним ино​странным языком. Среди них нет таких, которые знают два ино​странных языка, но есть владеющие тремя языками. Сколько человек из этих 100 знают три языка?
№ 16. Из сотрудников фирмы 16 побывали во Франции, 10 -в Италии, 6 - в Англии; в Англии и Италии - 5; в Англии и Фран​ции - 6; во всех трех странах - 5 сотрудников. Сколько человек посетили и Италию, и Францию, если всего в фирме работают 19 человек, и каждый из них побывал хотя бы в одной из названных стран?
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