Хорошо ли мы знаем таблицу Пифагора.

Таблица Пифагора знакома каждому школьнику со времени изучения умножения натуральных чисел. Уважающий себя ученик знает её, как говорится, «на зубок». Но мало кто знает, что этот незамысловатый набор натуральных чисел, таит в себе много интересных закономерностей и удивительных свойств.

Прочитав статью в журнале «Квант» статью о таблице Пифагора, в которой описано несколько замечательных свойств этой древней таблицы, я увлекся поиском новых. Ниже представлено несколько свойств таблицы Пифагора, которые я нашёл сам.

 У таблицы Пифагора, как и у любой другой матрицы, есть главная и побочная диагонали. Очевидно, что главная диагональ является осью симметрии таблицы и у каждой клетки есть симметрично клетка с таким же значением <рисунок1>.
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	6
	12
	18
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	7
	14
	21
	28
	35
	42
	49
	56
	63

	8
	16
	24
	32
	40
	48
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	9
	18
	27
	36
	45
	54
	63
	72
	81


 На главной диагонали таблицы Пифагора стоят только квадратные числа. Если рассмотреть квадрат, диагональ которого лежит на главной диагонали таблицы Пифагора, то сумма четырех чисел, расположенных в вершинах этого квадрата тоже квадратное число. Например, 25+40+40+64=169=132. Это свойство нетрудно доказать.

В самом деле, по определению таблицы Пифагора, каждое число  равно произведению номера строки и номера столбика, на пересечении которых оно находится, получим:  n∙n+n∙m+ m∙n+ m∙m=n2+2nm+m2=(n+m)2.

Раскрасим клетки таблицы Пифагора в шахматном порядке. Рассмотрим все возможные пары чисел, в которых первым взято какое-либо число главной диагонали, а вторым – одно из чисел, взятых на «желтой»  линии клеток, перпендикулярной к главной диагонали. Интересно то, что разность чисел в каждой такой паре – квадратное число. Например, в одной из пар – (36,27) разность равна 32 – 27 = 9 =32.  
Зная принцип построения таблицы Пифагора, нетрудно доказать это. Пусть число на главной диагонали равно n2, а число, с которой его сравнивают находится  на столбце n + m. Тогда это число находится на строке n – m. Найдём значение второго числа пары: (n + m)( n – m) = n2 – m2. Очевидно, что разность чисел пары равна m2. Заметим также, что число m – расстояние между центрами клеток, в которых находятся числа пары. В качестве единицы измерения взята длина диагонали квадратной клетки таблицы Пифагора <рисунок2>.
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У побочной диагонали тоже есть свои свойства. Рассмотрим пары чисел, расположенных в клетках, симметричных относительно побочной диагонали. Разность между числами в каждой такой паре равна 10m, где  m – расстояние между центрами клеток, в которых находятся числа пары. В качестве единицы измерения опять взята диагональ квадратной клетки таблицы. Например: 24 – 14= 10∙1; 45 – 5 = 10∙4; 64 – 4 = 10∙6. Докажите это свойство самостоятельно <рисунок3>.
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Сумму всех чисел таблицы Пифагора можно посчитать, суммируя их построчно и применяя распределительный закон умножения. В первой строке сумма чисел равна 1+2+3+ …+9=45, тогда сумма чисел таблицы будет равна 1∙45+2∙45+3∙45+ …+9∙45=45∙(1+2+3+ …+9)=45∙45=2025. Вот как красиво!

Отметим, что 25 – центральное число таблицы и оно равно среднему арифметическому всех 81 чисел таблицы, в самом деле: 25=2025:81.аблицы будет равна 1суммируя их построчно и применяя распределительный закон умножения. 














Оказывается, что среднее арифметическое чисел, составляющих любой квадрат с нечётной стороной, равно значению  центральной клетки. Например, в желтом квадрате со стороной 3: (14+16+18+21+27+28+32+36):9=24<рисунок4>. 
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Обоснуем это свойство. Рассмотрим четверки чисел, расположенных в клетках, центры которых являются вершинами некоторого квадрата. Докажем, что центральное число любой такой четверки чисел является их средним арифметическим. Пусть центральное число находится в n-ом столбике и m-ой строке, тогда оно равно nm. Найдем сумму чисел четверки S=(n–t)(m–k)+(n+k)(m–t)+(n+t)(m+k)+(n–k)(m+t). После упрощения получим S=4nm, а это значит, что центральное число равно среднему арифметическому чисел четверки.

 Именно это свойство лежит в основе доказательства того, что среднее арифметическое чисел, составляющих любой квадрат с нечётной стороной, равно значению его центральной клетки. Дело в том, что все клетки такого квадрата, кроме центральной, можно разбить на несколько четверок, поэтому центральное число квадрата равно среднему арифметическому всех чисел квадрата.
Если взять квадрат с нечётной стороной и выделить по его периметру рамку, и раскрасить клетки в поочередно в два цвета, то сумма всех чисел в желтых клетках будет равна сумме чисел в зеленых клетках. Например: 8+12+16+32+48+36+24+16= 10+14+24+40+42+30+20+12 <рисунок5>.
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Если в таблице Пифагора все числа заменить суммой их цифр (если эта сумма больше 9, то найти её сумму цифр), то в преобразованной таким образом таблице будут наблюдаться интересные свойства, а именно:
· первое число каждой строки является номером этой строки, иначе быть не может, ведь сумма цифр числа, состоящего из одной цифры, равна этому числу;
· в каждой строке, (за исключением строк с номером кратным 3), все цифры различны, то есть каждая цифра встречается только один раз; 
· преобразованная таблица обладает выше названными свойствами таблицы Пифагора;
· Числа преобразованной таблица расположены симметричны. Это наглядно можно увидеть, если клетки с одинаковыми числами закрасить одним цветом. Чтобы раскраска не была слишком пестрой, я употребил только пять цветов вместо девяти. Одним цветом закрашены числа, сумма которых равна 9 <рисунок5>.
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Отмечу также, что можно рассматривать не только стандартную таблицу умножения размером 9×9, но и таблицы умножения произвольных размеров n×n. Большинство выше перечисленных свойств при этом останутся верными, некоторые нужно скорректировать в зависимости от размеров таблицы, но и появятся новые свойства.   
В заключении хожу выразить надежду, что познакомившись с несколькими свойствами удивительной таблицы Пифагора, вы начнёте по другому относиться к ней, а поиск новых свойств станет для Вас увлекательным занятием.я Вас увлекательным занятием.мма которых равна 9.о пять цветов вместо девяти. адрата.ерокта. 
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