Методы решения уравнений и неравенств с модулем

Цели. Целью моей работы является классификация методов решения уравнений и неравенств, содержащих переменную под знаком модуля (абсолютной величины). Данное исследование возникло из необходимости обобщить все знания по этой теме для проникающего повторения при подготовке к Единому Государственному Экзамену в 10 – 11 классах. В результате исследования мне удалось выделить три основных метода, которые являются универсальными для решения уравнений (неравенств) своего типа, а так же, были выявлены частные случаи этих методов, упрощающие общую схему решения.

Считаю, что данная работа будет полезна ученикам 11-х классов.

Типы уравнений (неравенств) и методы их решения:

 I. Простейшие – уравнения и неравенства вида 
 |f(x)| = a, |f(x)| < a,  |f(x)| > a, где а – любое число.

При решении простейших уравнений и неравенств исходим из определения модуля, как расстояния от нуля до числа, выраженного в единичных отрезках.
1. Рассмотрим уравнения  вида  | f(x)| = a:
а). Если а < 0, то решений нет, т.к. |f(x)| 
[image: image132.jpg]


0; 
б). Если а = 0, то |f(x)| = 0 и  f(x) = 0.
[image: image1.wmf]³


в). Если |f(x)| = a,   
[image: image2.wmf]Û
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(рис.1)                                                                                                                                                                                              

 2. Рассмотрим неравенства вида  | f(x)| < а (
[image: image4.wmf]()
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):

а). Если а < 0, то неравенство примет вид |f(x)| < а < 0. Решений нет, т.к. |f(x)| 
[image: image5.wmf]³

0;

б). Если а = 0, то |f(x)| < 0. Решений нет, т.к. |f(x)| 
[image: image6.wmf]³
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                         (Если неравенство |f(x)|
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£

, то |f(x)| = 0, т.к. |f(x)| 
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в). Если a > 0:                                                                                                          
    (рис. 2)                                                                                                                                              

Решение неравенства – множество значений f(х) «между» числами а и – а:
 двойное неравенство - a < f(x) < a или 
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(если  f(x) – сложно задана!).
3. Рассмотрим неравенства вида |f(x)| > а (
[image: image10.wmf]()
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):

а). Если а < 0, то неравенство примет вид |f(x)| 
[image: image11.wmf]a
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, а < 0. Решение: 
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, т.к. |f(x)| 
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0 > a;

б). Если а = 0, то |f(x)| > 0. Тогда 
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, т.к. |f(x)| 
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  в). Если a > 0:    
(рис. 3)
|f(x)| > a 
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Решение неравенства: множество значений х «за» числами а и – а.
Примеры.

1.| x+2| = 3 
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Ответ: -5; 1.    
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Ответ: x = 3, x = -1.

3.
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 EMBED Equation.3  [image: image34.wmf]3
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  Ответ: (-∞;1
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4. | x2 +5x | ≥ 6, 
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   Ответ: (-∞;-6]
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Частные случаи.  
· |f(x)| = f(x)
[image: image54.wmf]Þ

 f(x) ≥ 0          Решение уравнения – решение неравенства.
· |f(x)| = - f(x)
[image: image55.wmf]Þ

 f(x) ≤ 0.
· |f(x)|=|g(x)|   
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[image: image57.wmf]ê

ë

é

-

=

=

).

(

)

(

),

(

)

(

x

g

x

f

x

g

x

f

                            
Примеры.

1.
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 EMBED Equation.3  [image: image63.wmf]ê

ê

ê

ë

é

=

=

=

Û

.

3

,

1

,

3

x

x

x



 EMBED Equation.3  [image: image64.wmf]Þ

x = 1, x =3.
Ответ: x =3, x =1.
2.| x2 – 1| = (x – 1)(x + 1),
   | x2 – 1| = x2  - 1, 

   x2 – 1 ≥ 0,
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  Ответ:  (-∞; - 1] 
[image: image66.wmf]È
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II. По определению модуля.
Если в уравнении или неравенстве один модуль и функция (|f(x)| * g(x)), то решаем по определению модуля:
            |f(x)|= 
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Для этого нужно рассмотреть два случая, раскрывая модуль, в зависимости от знака подмодульного выражения  Изменения происходят только в части, содержащей модуль.
Примеры:
1. 2|x +1|>x+4,  
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Ответ: 
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2. 
[image: image75.wmf],

4

2

1

7

+

=

-

x

x



[image: image76.wmf]ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

î

í

ì

+

=

+

-

<

-

î

í

ì

+

=

-

³

-

.

4

2

1

7

,

0

1

7

,

4

2

1

7

,

0

1

7

x

x

x

x

x

x



 EMBED Equation.3  [image: image77.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image78.wmf]ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

î

í

ì

=

+

<

î

í

ì

=

-

³

.

0

3

9

,

1

7

,

0

5

5

,

1

7

x

x

x

x



 EMBED Equation.3  [image: image79.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image80.wmf]ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

-

=

<

ï

î

ï

í

ì

=

³

.

3

1

,

7

1

,

1

,

7

1

x

x

x

x



 EMBED Equation.3  [image: image81.wmf]Þ

 
[image: image82.wmf]1,

1

.

3

х

х

=

é

ê

ê

=-

ë


Ответ: x = 1, x = - 
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Частные случаи.  
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Данное равенство возможно, только если 
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 Только для уравнений, в которых g(x) проще f(x).
Пример:
1. 
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Ответ: x = 1, x = 6.
III. Метод интервалов
А)  В случае, когда в уравнении или неравенстве сумма (разность) нескольких модулей.
Примеры:

1.
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1.Приведем подмодульные выражения к виду ax + b, где a > 0, по свойству 
[image: image94.wmf]a
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2.Найдем нули модулей: х = - 1, х = 4.
3.Отметим нули модулей на числовом луче и выделим числовые промежутки.
4.Заполним таблицу и расставим знаки, используя свойство линейной функции y = kx + b при k>0 (возрастающая функция, при переходе через ноль знак меняется с « - » на « + »).
                                                           - 1                     4                                 
	X
	X < - 1
	 –1 ≤ X ≤ 4 
	X > 4

	X + 1
	–
	       +
	+

	X – 4
	–
	       – 
	+


5.  Решим уравнения (неравенства) на каждом из участков, раскрывая модуль с учетом знака подмодульного выражения.
1.
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 EMBED Equation.3  [image: image107.wmf]       x>5.
Объединяем решения всех случаев, тогда x
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Ответ: (-
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2.Существуют уравнения этого типа (в тестах!), условие которых позволяет сократить количество рассматриваемых случаев, но для этого надо внимательно исследовать подмодульные выражения.
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[image: image112.wmf]22

675916

ххххх

-++-+=+-

, т.е. когда 
[image: image113.wmf]22

6767

хххх

--=-++

, 
[image: image114.wmf]5959

хх

-=-

. 

Значит, 
[image: image115.wmf]2

670

хх

--£

 и  
[image: image116.wmf]590.

х

-³


Тогда рассматриваем только один случай: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image121.wmf]1,87.
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Ответ: 
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Частные случаи.  
| f(x) |*| g(x) |

Так как обе части уравнения (неравенства) - неотрицательные числа, то можно возвести обе части в квадрат. Тогда получим: 
f2(x)  *  g2(x) или  f2(x)  - g2(x)  * 0 – это разность квадратов, можно разложить на множители.
(Очень эффективно, когда функции сложно заданы!)
· | x2  - 3x + 2| ≥   | x2  + 3x + 2|,  

           (x2  - 3x + 2) 2 -  (x2 + 3x + 2) 2 ≥ 0, 

          (x2  - 3x + 2 -  x2  - 3x – 2)∙(x2  - 3x + 2 + x2  + 3x + 2) ≥ 0,
         - 6x∙(2x2 + 4) ≥ 0, т.к. 2x2 + 4 > 0, то получим:
         - 6x  ≥ 0,

            x ≤ 0.

Б). Произведение  или частное сравнивается с нулем.
· x∙
[image: image123.wmf]0
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1.Найдем нули всех множителей: х =0, х = - 1.
2.Учтем, что ноль модуля не является знакоменяющей точкой, т.к. 
[image: image124.wmf]0
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(«лепесток»).

3.Расставим в промежутках знаки, чередуя их, и в лепестках тоже, начиная с самого правого (рис. 4).
[image: image130.png]



4.Выберем промежутки соответственно знаку неравенства: «больше» -  c « + », 
«меньше» -  с « - ».
Ответ: {- 1}
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Нули числителя: x=0 (●).
Нули знаменателя: x=1, «лепесток» (○).
(рис.5)
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Ответ: 
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Заключение:
      Проделанная мной работа позволила мне привести в систему мои знания по этой теме, что необходимо каждому старшекласснику для успешной сдачи Единого Государственного Экзамена. Кроме того, я открыла для себя новые схемы решения уравнений и неравенств с модулями, которые значительно облегчают процесс решения и позволяют сократить время, требуемое для выполнения задания. Расширила знания по работе с компьютерной программой Microsoft Word, выходящие за рамки простого набора текста, что необходимо каждому современному человеку.
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