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Введение
      В наш 21 век новых технологий очень важной и  нужной является, по-моему, тема, которую я защищаю «Паркеты из правильных и неправильных многоугольников». В век глобального строительства, капитального ремонта не обойтись без точного расчёта необходимого материала, который потребуется для облицовки стен, потолков, покрытие полов.

Каждому из нас хочется, чтобы было не только прочно, но оригинально и красиво, поэтому без многоугольников ни один дизайнер не обойдется, ни один человек, который  собирается сделать ремонт. Я думаю, что эти знания могут понадобиться мне, когда мы дома будем проводить ремонт. 

Я заинтересовалась этой темой, после того как в 8 классе мы всем классом разрабатывали проект на тему «Паркеты из четырёхугольников».
Я поставила перед собой две главных задачи:                                                      

1) Узнать какими правильными и неправильными п-угольниками можно  замостить всю плоскость без пропусков и наложений, т.е. построить паркет. Какие именно и сколько их должно быть?

2)Узнать  встречаются ли эти паркеты в природе и применяются ли они в жизни человека. 

В работе над проектом я  использовала сведенья из книг, в которых говорилось о паркетах, об их создании и об их  построении. Особенно меня заинтересовал, такой факт. В энциклопедическом словаре юного математика было написано, что существует  всего 11 паркетов, которые состоят из одинаковых узлов правильных п - угольников, но доказательства этого факта не было, не нашла я его и в других источниках. Я доказала это сама с помощью уравнений с несколькими целыми переменными, используя приёмы решения диофантовых  уравнений.       

 Паркеты являются  своеобразными орнаментами. В строительном деле паркеты – это настил пола из твёрдых пород дерева, обработанного в виде дощечек разных форм. Над  созданием паркетов – орнаментов трудились многие  поколения мастеров, подчас создавая истинные шедевры красоты.

Простейшие паркеты были открыты пифагорейцами  около 2500тысяч лет назад. Они установили, что вокруг одной точки могут лежать либо шесть правильных  треугольников, либо четыре квадрата, либо три шестиугольника.

В восточных орнаментах  встречаются более сложные паркеты в комбинации правильных восьмиугольников и  квадратов.

Паркеты- орнаменты могут быть естественного происхождения, данными от природы, или искусственными, рукотворными. Некоторые из них используются как украшения, другие имеют более  практическое значение – например, кирпичная кладка стены, дома или облицовка здания.

   Работу над проектом я начала  с главного вопроса:

 Какими многоугольниками можно замостить плоскость? 

Вспомогательные вопросы            

1)Из  каких   правильных   одноимённых  многоугольников  можно  составить  паркет?


2)Из  каких  правильных  разноимённых   многоугольников  можно  составить  паркет?

             3)Можно  ли  сложить  паркет  из  неправильных  многоугольников?       
Цель работы:

1)Замостить всю  плоскость  правильными  многоугольниками.

2)В  каких  случаях полученные паркеты  применяется  в  жизни  и  природе.

Вопрос №1 

Из  каких   правильных   одноимённых  многоугольников  можно  составить  паркет?
План работы

1) Гипотеза, т.е. предложение,  догадка.

2)Изучение  по  учебнику  темы: «Правильные  многоугольники». Определения, формулы, теоремы.

3)Определение  паркета. Условия  для  возможности   составить  паркет.

4)Исследование  этих  условий  для  правильных 

 п –угольников, где п=3;4;5;  и т.д.

5)Вывод.

6)Паркет  из  одинаковых  правильных  многоугольников  в  жизни, в природе?
7)Приложения: таблицы, фото, модели, чертежи.
Паркет - покрытие  плоскости  многоугольниками  без  пропусков  и наложений, т.е. два  многоугольника  имеют  общую  вершину, либо общую  сторону  или  совсем  не  имеют  общих  точек.
Начиная работать над первым вопросом, я предположила, что правильные паркеты получатся  из квадратов, шестиугольников и треугольников.
Паркет из квадратов встречается почти везде. И я представляю , как они выглядят, из шестиугольников паркет я тоже видела в пчелиных сотах. Но из треугольников паркетов я не видела, но правильные шестиугольники  состоят из  правильных треугольников. Значит, я думаю, из правильных треугольников тоже существуют. Осталось только доказать то, что  из  правильных: треугольников, квадратов и шестиугольников можно составить правильный паркет. И выяснить, из каких ещё правильных многоугольников можно составить паркет.  
Правильными паркетами называются те  паркеты, которые состоят из правильных многоугольников.
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    В  природе  и  в  жизни  человека  паркеты   встречаются  часто. Например: шахматная  доска  и  пчелиные  соты. Все  эти  предметы  состоят  из  многоугольников  с  равными  углами  и  равными сторонами. Эти  многоугольники  называются  правильными. На шахматной  доске паркет состоит из правильных четырехугольников, а пчелиные  соты из правильных шестиугольников.  

    А  из  каких   правильных  многоугольников ещё  можно  составить  паркет?
      Чтобы  ответить на этот вопрос  я  изучила тему в  учебнике: «Правильные  многоугольники».  Формулы  записали в таблицу. 

                         правильные многоугольники

	У правильного  п - угольника  
	п


	 3  
	4
	 5
	6
	 7
	8
	  9
	10

	
	формулы    
	
	
	
	
	
	
	
	

	Сумма внутренних углов
	Σ=1800(п-2)
	1800
	3600


	5400
	7200
	9000
	10800
	12600
	14400

	Величина внут-реннего угла
	α =1800(п-2):п
	600
	900
	1080
	1200
	128,50
	1350
	1400
	1440

	Сумма внешних углов 
	3600
	3600
	3600
	3600
	3600
	3600
	3600
	3600
	3600

	Величина  внешнего угла
	β = 3600 : п
	1200
	900
	720
	600
	51,40
	450
	400
	360

	Величина центрального угла
	β = 3600 : п
	1200
	900
	720
	600
	51,40
	450
	400
	360

	Сторона
	ап= 2R sin(180 :п)
	R√3
	R√ 2
	1,17R
	R
	1,56R
	1,4R
	1,28R
	0,6R

	Периметр
	Pn = n · ап
	3R√3
	4R√2
	5,87R
	6R
	10,92R
	11,2R
	11,52R
	6R

	Площадь
	Sn=пR2sin(360:п) :2
	
	2R2
	
	3R2
	
	
	
	


	
	Sn=( r · Pn):2
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	a2√3
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Главное условие, необходимое для построения паркетов.
Сумма углов многоугольников в узле паркета ( в общей вершине n-угольников)  360 градусов.

Используя данные выделенной строчки таблицы «Правильные многоугольники» выясняем, для каких же правильных многоугольников выполняется это условие. Оказывается,  что  хороший  паркет  получится  в  трех случаях: из  правильных треугольников, правильных четырехугольников, правильных шестиугольников.

Доказательство:

Вычислить количество n-угольников около общей вершины можно    по    формуле m ═ 3600:α0
где:   m - количество n-угольников,  α – величина внутреннего  угла в градусах.

1. при n=3, то m=3600:600=6 треугольников в узле.

2. при n=4 ,то m=3600:900=4 четырёхугольника в узле

3. при.n=5, то  т=3600:1080=3,333333…

Количество п-угольников  не  может быть дробным числом, число многоугольников -   число  натуральное.

4. при п=6,то  т=360 :120=3 (шестиугольника)

При п>7  внутренние углы  правильных  п-угольников больше 1200. Кроме того внутренние углы правильного многоугольника всегда меньше1800 .

1200<α<1800

 Из двух дробей с одинаковыми числителями та дробь больше,  у которой знаменатель меньше. Поэтому,

                                3600:1200  >  3600:α  > 3600:1800 ,

                                           2 < 3600:α  <3,

                                                  2<т<3,

Отсюда следует, что т =2,….  т.е количество п-угольников  число  не  натуральное, но оно должно быть целым.  

Итак,  для п > 7  не существует   правильных многоугольников для которых бы выполнялось главное условие. Значит, паркет из этих многоугольников (  п > 7   )  построить нельзя!

 Вывод: мы,  изучив  материал ,доказали и убедились в  том ,

что  паркет можно  построить  из:

правильных  треугольников , правильных шестиугольников, правильных четырехугольников.

[image: image166.wmf]x

p

+

4

[image: image167.wmf]g

  [image: image168.emf]  



«Странные общественные привычки и геометрические дарования пчел, не могли не привлечь внимание и не вызывать восхищения людей, наблюдавших их жизнь и использовавших плоды их деятельности»   

                                                                   -Герман ВЕЙЛЬ-

 Пчелиные соты представляют собой прямоугольник, покрытый правильными шестиугольниками. На них пчелы наращивают из воска ячейки, представляющиеся в виде шестиугольных призм. В них пчелы откладывают мед, а затем снова строят соты и делают следующий слой шестиугольных ячеек из воска и т. д. Почему пчёлы выбрали шестиугольник? Во-первых, нежным тельцам пчёл удобнее покоиться в ячейке, имеющей форму с большим числом затупленных углов, которая приближается к сфере, чем в кубе с его небольшим числом сильно выступающих вершин.

 Среди фигур правильной формы шестиугольник имеет наибольшую площадь. (Доказательство этого факта представлено ниже, стр. 10) Пчёлы стремятся строить как можно более вместительные соты, чтобы запасти побольше меда - это во-вторых. Почему же не строят круглое гнездо, ведь оно имело бы большую вместительность?

 Любая ячейка в сотах окружена шестью другими ячейками, каждая из которых имеет с ней по одной общей стенке. Объём работы сократится, если две пчелы всегда будут возводить одну общую стенку, в-третьих. Кроме того, плоские перегородки обладают большой прочностью и позволяют сотам оставаться в целости, чем отдельные круглые ячейки, которые легко раздавать.

 В-пятых, между круглыми ячейками оставались бы зазоры, через которые может проникнуть холод. Ай да, умницы! 

 Донышко пчелиной ячейки состоит из 3-х одинаковых ромбиков. С помощью дифференциального исчисления (изучается в 11 классе) можно установить, что площадь поверхности этих ромбиков наименьшая, если тупой угол ромбиков = 110. Это значение несущественно отличается от данных, полученных при измерении реальных пчелиных сот (чаще всего 108). Действительно, пчелы-    удельные архитекторы!

   «Далее этой ступени совершенства в архитектуре естественный отбор не мог вести, потому что соты пчел абсолютно совершенны с точки зрения экономии труда и воска.»

-Чарльз Дарвин-
Рассмотрим  правильные треугольник, четырёхугольник и шестиугольник, периметр каждого из  них, равен Р. Требуется сравнить площади  этих многоугольников

1) Шестиугольник.        

[image: image169.wmf]x

p

+

4


[image: image10.wmf]6

6

Р

а

=

                  
[image: image11.wmf]6

Р

                     
[image: image12.wmf]144

3

6

24

3

2

3

36

3

2

3

3

2

2

2

2

6

Р

Р

Р

а

S

=

=

×

=

=


                                      
[image: image13.wmf]6

Р

                
[image: image14.wmf]6

Р




                                               
[image: image15.wmf]6

Р


[image: image170.wmf]x

p

+

4

.                                               
[image: image16.wmf]4

Р


2) Квадрат.                  
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3) Треугольник.                             
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     Да, действительно площадь правильного шестиугольника    наибольшая из этих  трёх  многоугольников.
Вопрос №2 
Из  каких   правильных   разноимённых  многоугольников  можно  составить  паркет?
План работы

1)  Предположение, догадка.  

2)Повторение  по  учебнику  темы: «Правильные  многоугольники». Определения, формулы, теоремы.
3)Определение  паркета. Условия  для  возможности   составить  паркет.
4)Решение уравнений:
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5)Вывод.

6) Правильные паркеты  в  жизни , в природе?
7)Приложения: таблицы, фото, модели , чертежи.

Я вырезала модели  правильных многоугольников из картона  и  из этого набора попыталась сложить паркеты. 
Паркеты    " Правильные, полуправильные."
	n / n
	α 1
	α 2
	α 3
	α 4
	α 5
	α 6
	Σ =α1+ α2+ ·······αп=3600

	1
	60
	60
	60                                
	60
	60
	60
	Паркет  из  треугольников

	2
	90
	90
	90
	90
	
	
	Паркет  из  квадратов

	3
	120
	120
	120
	
	
	
	Паркет  из  шестиугольников

	4
	600
	600
	600
	120
	
	
	Паркет  из  трёх треугольников  и шестиугольника

	5
	600
	600
	600
	900
	900
	
	Паркет  из трёх  треугольников  и  двух квадратов

	6
	600
	600
	1200
	1200
	
	
	Паркет  из  двух треугольников и двух  шестиугольников

	7
	135
	135
	90
	90
	
	
	Паркет  из 2 квадратов и 2 восьмиугольников.

	8
	30
	30
	30
	30
	120
	
	Паркет из 4 треугольников и шестиугольника.

	
	
	
	
	
	
	
	


 Но практически, правильные  многоугольники с большим количеством сторон точно построить трудно и даже невозможно, особенно на компьютере например, если п= 15, 20, 40… 

Поэтому нет уверенности, что я нашла подбором все паркеты. Тогда, зная, что в паркете сумма углов в общей вершине многоугольников равна 360 градусов, я составила  уравнения с несколькими неизвестными , где п–количество сторон многоугольников.
                                 ****
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Пусть в узле сходятся 4 правильных n – угольников (n = p;s;q;f)∑ углов сходящиеся в общей вершине равна 360°. Возьмём от каждого п. - угольника по углу, а величина внутреннего угла равна 180 (п - 2)/п.
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Будем считать, что p≤s≤q≤f  и p не меньше 3 (р≥3, потому что наименьшее число сторон многоугольников равно 3). Проверим, может ли р быть:

І равным 3

ІІ равным 4 

ІІІ равным 5 и т.д.

Если р = 3.
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      значит такой случай возможен
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Пусть s =3 т.к. наименьшее число сторон многоугольника равно 3.
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3f+3q=fq
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Например: 1)   q=4  значит,  f = 
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                    2) q=5 значит, f = 
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  число не целое, значит q ≠5.

 Получилось 3 набора из 4 чисел (3;3;4;12);(3;3;6;6;) и набор (3;3;12;4), но последний не удовлетворяет условию p≤s≤q≤f.

Пусть s=4.
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Получился набор (3;4;4;6).

q= 5
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Значит q≠5 тем более не подойдут числа q>5.

Для S=4 получили только 1 набор (3;4;4;6).

S=5.
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Значит,  s≠5, значит, не может быть s равным 6,7 и т.д. 

   Вывод: для р = 3 получается 3 набора (3;3;4;12);(3;3;6;6);(3;4;4;6)., что соответствует паркетам из 

А) правильных:2 треугольников, квадрата и двеннадцатиугольника

Б) правильных: 2 шестиугольников и 2 треугольников. 

В) правильных: треугольника, шестиугольника и 2 квадрата.

	s
	7      8    9  10  12   24  18   15

	f
	12  24  18  15  12   8     9     10


ІІ. р=4
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Значит, равенство [image: image67.wmf]1
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 выполняется только в одном случае, если р=s=q=f=4.

Набор Г) (4;4;4;4;)

ІІІ. Р=5.
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По условию, р не может быть равным 5, так как 
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 тем более р≠6

Вывод: в узле сходятся 4 правильных п – угольника в случаях, которые соответствуют наборам.

Паркету А) соответствуют 2 расположения многоугольников, но не один не достраивается до паркета. Паркет Б) в четвёрке Б) так же соответствуют 2 расположения многоугольников. В одном случае получается полуправильный паркет, а во втором случае паркет получается, но имеются узлы в которых другой набор многоугольников, а  именно 6 треугольников. Паркет В) представляет 2 возможности для устройства вершины, но до паркета можно достроить только один. Паркет Г) состоит из одинаковых квадратов. Это правильный паркет. 

Таким образом, существует 3 паркета у которых в каждой вершине примыкает 4 правильных многоугольника взятых, в одном и том же порядке.  

Пусть в узле сходятся 3 правильных п-угольников (n= p; s; f) ∑ углов сходящихся в общей вершине равна 360°. Возьмём от каждого прямоугольника по углу, а величина внутреннего угла равна 180 (n - 2)/п.
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После упрощения получается
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Будем считать, что p≤s≤f  и р не меньше 3, (р≥3, потому что наименьшее число сторон многоугольников равно 3). Проверим может ли р быть:

   І равным 3

   ІІ равным 4

   ІІІ равным 5 и т.д.

Если р = 3 
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;если р = s = f; р ≠  3, но если р<s<f возможно, что р = 3
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 EMBED Equation.3  [image: image75.wmf]              36


[image: image76.wmf]
Получилось 8 наборов из 3 чисел: (3;7;12);(3;8;24);(3;9;18);(3;10;15)4(3;12;12);(3;24;8);(3;18;9);(3;15;10), но последнее 3 не удовлетворяют условие: р<s<f.

Р=4.
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 EMBED Equation.3  [image: image78.wmf]т.е.  
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Получили 5 наборов(4;5;20);(4;6;12);(4;8;8;);(4;12;6);(4;20;5), но последние 2 не удовлетворяют известное нам условие.

Р=5.
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Наборы : (5;4;20);(5;5;10);(5;20;4), но 1- ый и 2 – ой наборы не соответствуют условию.

Р=6.
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            значит равенство 
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Выполняется только в одном случае, если p = s = f = 6.  (6;6;6).

Р=7.


[image: image90.wmf]1

7

6

7

2

7

2

7

2

<

£

÷

ø

ö

ç

è

æ

£

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

£

+

      значит р≠7 аналогично не подойдут, если р=8,9,10 и т.д.

Вывод: я получила 9 наборов, которые удовлетворяют равенству p ≤ s ≤f  и уравнению 
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Пусть в узле сходятся 5 правильных п – угольников (р,s, f, k, q) ∑ углов сходящихся в одной вершине равна 360°. Возьмём от каждого п – угольника по углу величина внутреннего угла = 180 (п-2)/n.
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  После упрощения получается :
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    отсюда следует 
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     будем считать, что р≤s≤f≤q≤k и p не меньше 3. (р≥3, потому что наименьшее число сторон многоугольников равно 3). Р=3.
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 отсюда следует, что при р=s=f=q=k=3 равенство 
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 не возможно, но р = 3 так как 
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Если р =4.
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 значит, р≠4 так как 
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тем более р≠5,6,7 и т.д.

И так, р = 3, аналогично можно доказать, что s и f равны 3. теперь можно найти значение k и q, значит 
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Получилось 3 набора из 5 чисел: (3;3;3;3;6);(3;3;3;4;4);(3;3;3;6;3), но              
последний не удовлетворяет условия р≤s≤f≤q≤k.

Пусть в узле сходятся 6 правильных п - угольников (n=p, s, f, k, g, q).∑  углов сходящихся в одной точке равна 360°. Возьмём от каждого п - угольника лов сходящихся в одной точке равна 360                  2k-4   2тся        10q-24












































 по углу, величина внутреннего угла =180 ( п-2 )/п 
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После упрощения получили  дроби


[image: image106.wmf]1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

=

+

+

+

+

+

q

g

k

f

s

p


будем считать, что р≤s≤f≤k ≤g<q и p не меньше 3. (р≥3, потому что наименьшее число сторон многоугольников равно 3). 

Р=3.
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 Значит, равенство выполняются только в одном случае, если  р=s=f=k =g=q=3.

Решив эти уравнения **** в натуральных числах, я нашла 17 решений, соответствующих 17 наборам из правильных многоугольников, сумма углов в общей вершине которых равна 360 градусов
Итог: я, таким образом, получила 17 узлов из разных правильных многоугольников.  

Фрагменты  правильных многогранников,

у которых  сумма углов  при общей вершине равна 360 0.
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В следующей таблице  приведены все решения  уравнений**** и соответствующие им наборы многоугольников. В последнем столбике(ОК?) отмечены те наборы из которых получаются правильные симметричные паркеты. 
. 
Приложение к проекту

	
	Решения уравнений
	α 1
	α 2
	α 3
	α 4
	α 5
	α 6
	В узле сходятся
	Ок?

	1. 
	(4,4,4,4)
	90
	90
	90
	90
	
	
	4 квадрата
	+

	2
	(3,3,6,6)
	60
	60
	120
	120
	
	
	2 треугольника,  2шестиугольника
	+

	3
	(3,3,4,12)
	60
	60
	90
	150
	
	
	2треугольника, квадрат,12угольник
	+

	4
	(3,4,4,6)
	60
	90
	90
	120
	
	
	Треугольник,2квад-рата,шестиугольник 
	+

	5
	(3,7,42)
	60
	128
	172
	
	
	
	Треугольник,семиуго-льник,42-угольник
	

	6
	(3,8,24)
	60
	135
	165
	
	
	
	Треугольник, восми-угольник, 24-угольник
	

	7
	(3,9,18)
	60
	140
	160
	
	
	
	Треугольник, девяти-угольник, 18-угольник
	

	8
	(3,10,15)
	60
	144
	156
	
	
	
	Треугольник, 10-уголь-ник, 15-угольник
	

	9
	(3,12,12)
	60
	150
	150
	
	
	
	Треугольник и 2 12тиугольника
	+

	10
	(4,8,8)
	90
	135
	135
	
	
	
	Квадрат и 2 8миугольника
	+

	11
	(4,6,12)
	90
	120
	150
	
	
	
	Квадрат, 6-тиугольник и 12-тиугольник 
	+

	12
	(4,5,20)
	90
	108
	192
	
	
	
	Квадрат, 5-тиугольник и 20-тиугольник
	

	13
	(3,3,3,4,4)
	60
	60
	60
	90
	90
	
	3треугольника и два квадрата
	++

	14
	(3,3,3,3 ,6)
	60
	60
	60
	120
	120
	
	4треугольника и  6тиугольник
	

	15
	(6,6,6)
	120
	120
	120
	
	
	
	Три 6-тиугольника
	+

	16
	(5,5,10)
	108
	108
	144
	
	
	
	Два 5-тиугольника и 10-тиугольник
	

	17
	(333333)
	60
	60
	60
	60
	60
	60
	6треугольников
	+


«Паркеты. Правильные, полуправильные и другие…»

Эти 11паркетов были построены с помощью чертёжных инструментов, приёмы построения основаны на свойствах многоугольников и свойствах движения на плоскости ( осевая и центральная симметрия, параллельный перенос, поворот вокруг точки ),  теоремах о правильном многоугольнике и окружности. 
Вопрос №3

Можно ли сложить паркет  из неправильных многоугольников ?

1..Попытатся замостить плитками в виде данного п- угольника разных размеров и одинаковых .

2.Изучение по учебнику темы." Свойства и  признаки четырёхугольников." Вывести формулы площади четырёхугольников и треугольников. 

3. Построение паркетов.

4.Выполнить вычисление для расчёта количества плиток.

5. Результат. 

Сначала попыталась составить паркет из одноимённых , но неравных  четырёхугольников : параллелограммов, прямоугольников, квадратов, ромбов, трапеций и просто 4х угольников, не имеющих параллельных  сторон, а после и других     п-угольников.  Вот какие паркеты получились (приложение№6).  Заказывать в мастерскую плитки, каждая из которых разного размера – дорогое занятие.
    Потом  попыталась составить паркет из одноимённых и равных  четырёхугольников: параллелограммов, прямоугольников, квадратов, ромбов, трапеций и  просто 4-угольников, не имеющих параллельных сторон, а после и других п- угольников.  

       Но и тут попытка не всегда приводила к успеху.

Тогда я изучила  по учебнику «Геометрия  6 –9» тему: «Четырёхугольники».Используя свойства четырёхугольников, я уже точно выясню, смогу ли я построить паркет из любых одинаковых  четырёхугольников.

	Ответьте на вопросы:  обладает, ли этот параллелограмм указанными ниже свойствами:  
	Парал-лелог-рамм общего  вида
	Прямо-уголь-ник общего                  вида
	Ромб 

общего

 вида 
	Квадрат 
	трапеция

	
	
	
	
	
	общего вида
	Равнобед- ренная

трапеция

	Две пары противолежащих параллельных   сторон
	+
	+
	+
	+
	одна
	одна

	Диагональ делит его на два равных треугольников  
	+
	+
	+
	+
	
	+

	Противолежащие стороны равны 
	+
	+
	+
	+
	
	

	Все четыре стороны равны 
	
	
	+
	+
	
	

	Противолежащие углы равны 
	+
	+
	+
	+
	
	

	Все внутренние  углы равны  
	
	+
	
	+
	
	

	Все внутренние углы прямые 
	
	+
	
	+
	
	

	Сумма углов прилежащих к одной стороне равна 1800
	+
	+
	+
	+
	+(к боковой)
	+(к боковой)

	Диагонали пересекаются под прямым углом 
	
	
	+
	+
	
	

	Диагонали пересекаются и в точке пересечения делятся пополам  
	+
	+
	+
	+
	
	

	Диагонали равны 
	+
	+
	
	+
	
	+

	 Диагонали  делят противолежащие углы пополам.
	
	+
	
	+
	
	

	Верно ли утверждение: «Этот четырёх угольник имеет только две оси симметрии».
	
	+
	+
	
	
	

	Верно ли, что это центрально симметричная фигура.
	
	+
	+
	+
	
	

	Площадь  этого 4-х угольника
	S=ah
	S=ah
	S=ah
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Свойства и признаки четырёхугольников.
Из любых одинаковых  четырёхугольников можно построить паркет.
Доказательство

Пусть дан 4-хугольник АВСД и его 4 копии. Копии примыкают к их общей вершине углами А, В, С, Д. А так как сумма внутренних углов 4-х угольника 3600, то эти четыре        угла  А, В, С, Д  в сумме дают 3600 и четыре копии расположатся вокруг общей вершины без пропусков и перекрытий. Такое построение  всегда возможно вокруг каждой вершины 4-хугольников, что и даёт паркет на всей плоскости.

Это означает, что и из трапеций, и из параллелограммов можно сложить паркет.

Договоримся  общую вершину называть узлом.

В каждом узле покрытия рассматриваем угол 3600 .
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Один из способов построения паркетов.
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Из треугольника и его копий всегда можно построить паркет. 

Пусть  6 копий треугольника АВС примыкают в их общей вершине углами А, В, С, А, В, С. Так как сумма этих углов равна 1800·2= 3600 , то такое построение  всегда возможно вокруг каждой вершины треугольника АВС, что и даёт паркет на всей плоскости .

Чтобы легче построить паркет на плоскости сначала строят сетку, а затем в каждую клетку  помещают повторяющийся элемент паркета.

   Задачи:
Четырехугольный паркет.

Задание:
Из каких одинаковых  четырехугольников можно сложить паркет?

Для паркета годятся любые одинаковые четырехугольники; сначала замостим всю плоскость параллелограммами, построенными на диагоналях данного четырехугольника как на сторонах, а затем в каждый параллелограмм поместим по данному  четырехугольнику, а остальные части плоскости автоматически окажутся такими же, но повернутыми четырехугольниками.

Треугольный паркет.
Задание:
Из правильных треугольников можно сложить паркет,

Т.е. замостить ими всю плоскость без наложений и дыр.

А можно ли сложить паркет из произвольных неправильных, но все же одинаковых треугольников? 

 РЕШЕНИЕ: Разобьём имеющееся треугольники на пары и сложим из них одинаковые параллелограммы, а затем замостим всю плоскость такими  параллелограммами.

Чтобы  вычислить количество плиток нужно знать площадь пола и площадь плитки. Поэтому далее изучила формулы площадей 4-х угольников.


1. квадрат.

S=а2
2. прямоугольник

S=аh

3.параллелограмм

S=аh

4.трапеция 

S=(а+в)h/2

                                      5.ромб
       S= d1 ∙ d2 /2     
После этого решили много задач на вычисление площадей. 
В 8 классе мы всем классом делали проект «Четырёхугольники». В нём  мы решали  различные вопросы. Из этого проекта меня заинтересовали два вопроса. Сколько паркетных плиток необходимо для настила пола в классе? Какой вид паркета  самый экономичный? 
Делаем   подсчёт:

1.Плитка  имеет  форму                                                             Площадь ее вычисляем  по формуле:

               

         а=

         h=

S=         

Площадь  пола  в комнате: 

           а=              

           h=

             S=         

      Количество  плиток:

                                 площадь    пола

            площадь  одной  плитки     

Результат  вычислительной  работы:

5. Вычислить     периметр :
6. Сравни  найденные    значения  периметра   и площади  многоугольника   у  своих    одноклассников.
7. Вывод: Периметры___________, а площади наибольшая у______________ , а наименьшая  у  ___________________ 
Делаем   подсчет:
1. Плитка имеет форму трапеции.

Площадь её вычисляет по формуле. 
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2.. Площадь пола в классе.

S=аh
а=780см

в=600см

S2=780
[image: image128.wmf]·

600=468000см2
3. Кол-во плиток. 

п=
[image: image129.wmf]=

=

190

46000

1

2

S

S

2463плиок=2500плиток

4.Для проекта нужно 2500п. т. е. 25пачек

1п.=100пл.

5. Р=23+15+11+11=60см

Делаем   подсчет:
1. Плитка имеет форму ромба.

Площадь её вычисляет по формуле. 
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2. Площадь пола в комнате.

S=аh
а=780см

в=600см

S2=780
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3. Количество плиток. 

п=
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Результат

4.Для проекта нужно 3100п. т. е. 31пачка.

1пачка = 100пл.

5. Р=60см
Делаем   подсчет:1.Плитка  имеет  форму  параллелограмма.                                                                 Площадь ее вычисляем  по формуле:
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2.Площадь  пола  в комнате:
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3. Количество  плиток:
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4.Результат  вычислительной  работы:

3200п. т. е. 32упаковки 

5. Вычислить     периметр :

Р= 16+14+16+14=60см.
Делаем   подсчет:
1.Плитка  имеет  форму квадрата                                                                      Площадь ее вычисляем  по формуле:
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2 Площадь  пола  в комнате: 
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3.Количество  плиток:
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4.Результат  вычислительной  работы:
 нужно 2100 плиток т.е. 21 пачек
5. Вычислить     периметр :  P = 60 см

6. Сравнила  найденные    значения  периметров  и  площадей  многоугольников   у  своих    одноклассников.
60=60=60=60=60=60
150<160<190<200<225
7. Вывод: Периметры одинаковые, а площадь наибольшая у квадрата. Строгое доказательство приведено ниже.
Я взяла периметры квадрата, ромба,  прямоугольника, параллелограмма и трапеции, которые равны p.

 Мне нужно узнать, из каких данных многоугольников удобней сложить паркет.

1) Квадрат.                                                                                          
S= а=
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2)Ромб.


 S = 
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3)Прямоугольник.                                                 
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4) Параллелограмм. 
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Таким образом, я доказала, что лучше всего паркет строить из квадратов т.к. у него больше площадь  при, равном, периметре, чем у прямоугольника, параллелограмма, ромба.

Результат:    Мы рассмотрели четырёхугольники с одинаковым периметром. На их обработку, вырезание каждого, нужно одно и тоже время:  сумма длин сторон одна и  та же. Всего выгоднее делать паркет из квадратов, т.к. из всех четырёхугольников с одинаковым периметром наибольшая площадь у квадрата.
     Иначе можно сказать, из всех четырёхугольников с одинаковым периметром наибольшая площадь у правильного  четырёхугольника.  Оказывается, из всех  п-угольников с одинаковым периметром  наибольшая  площадь  у  правильного  п-угольника (Смогу доказать после изучения производных).  Значит, из всех шестиугольников  с одинаковым периметром наибольшая площадь у правильного  шестиугольника. А из правильных треугольника, квадрата и шестиугольника  с одинаковым периметром наибольшая площадь – у шестиугольника (доказательство в первой части стр.10)      Природа  - лучший «вычислитель». Тому подтверждение  пчелиные соты, снежинки, кристаллы.

Заключение.
Я считаю, что я полностью справилась  с поставлиными мною задачами. Я доказала, что всегда можно составить паркет а) из любых одинаковых четырёхугольников, б) из любых одинаковых треугольников. Иногда получаются паркеты из других многоугольников, разных по форме и размеру. Но паркет производит приятное впечатление, если он достаточно симметричен, особенно, если он составлен из правильных многоугольников.

В свой работе я доказала, что существуют только 11 видов паркетов из правильных многоугольников. Все эти 11паркетов я построила. При этом использовала возможности компьютерных программ «Word», «Paint», сканер и принтер. Я провела классификацию паркетов в виде кругов Эйлера, которые представлены ниже.
Многие эти паркеты  встречаются в нашей жизни. Самый простой пример этого являются пчелиные соты. 

В дальнейшем  я планирую продолжить  изучение темы «Паркеты».
Хочу заняться изучением различными видами орнаментов т.к. паркет это своеобразный орнамент  и исследовать вопрос « Геометрические преобразования и правильные многоугольники, в том числе и в пространстве».  


Научное заключение.
От  простых  расчётов  к   «абстракции   2 – ой ступени»
Паркеты я строила с помощью геометрических преобразований плоскости:

1) Осевой симметрии,

2) Центральной симметрии,

3) Поворота на угол α(поворотная симметрия),

4) Параллельного переноса,

5) Скользящей симметрии.

Все эти преобразования плоскости – движения. Движение сохраняет расстояние между точками, фигуры получаются равными. Множество всех движений плоскости является группой. Группа – одно из основных понятий математики, фундаментально переменивших взгляд на математику, а также с помощью групп были сделаны открытия в физике, кристаллографии и других науках.

Получилось, что занимаясь простыми расчетами и построениями, заинтригована теперь паркетами, как результатом группы движений и научными объяснениями свойств и построений паркета с позиции группы движений.

Определение Группой называется множество G, на котором задана операция, обладающая следующими свойствами:

1) Ассоциативность;

2) Наличие нейтрального элемента;

3) Существование симметричного элемента.

Множество движений плоскости образует группу относительно операции композиции движений, так как эта операция обладает всеми этими свойствами:
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2) Существует движение е – тождественное преобразование, что 
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Вопрос: В чем польза от введения такой «абстракции 2-ой ступени» (отвлеченной от всяких реальных объектов) как группа? 

Ответ: Доказав на основе свойств 1-3 некоторую теорему теории групп, можно утверждать, что эта теорема будет справедлива для любого другого множества, являющегося группой.

    Понятие группы позволяет в точных терминах охарактеризовать симметричность той или иной геометрической фигуры. Чем больше преобразований содержится в этой группе, тем более симметричной является фигура F. Так, например, круг более симметричен по сравнению с квадратом. 

Но для ограниченной фигуры параллельный перенос и скользящая симметрия не являются ее симметриями. В частности, для многоугольников возможны  только три вида симметрий фигуры:1) поворот на угол [image: image150.png]
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);  2) центральная симметрия; 3) осевая симметрия. 

Отсюда следует, что всякая симметрия ограниченной фигуры имеет хотя бы одну неизменную  (инвариантную)  точку.
Наибольший теоретический и прикладной интерес представляет группа симметрий правильного  n-угольника, называемая диэдрической группой D(п). Элементами D(n) являются, во-первых, n поворотов вокруг центра многоугольника на углы [image: image154.png]


k = k [image: image155.png]


(2[image: image156.png]


/n), где k = 0,1, ..., (n-1), во-вторых, n осевых симметрий. Осями симметрии служат: в случае четного n - n/2 диагоналей, соединяющих противоположные вершины, и (n/2) прямых, соединяющих середины противоположных сторон; в случае нечетного n - n высот многоугольника . Других симметрий у многоугольника нет. Например, правильный пятиугольник не обладает центральной симметрией, но обладает поворотной симметрией порядка 5, так как при повороте вокруг точки O на угол 2[image: image157.png]


/5 он отобразится на себя и угол 2[image: image158.png]


/5 - наименьший из углов, обладающих таким свойством. Всё это я использовала в работе на интуитивном уровне и подбором.
[image: image159.png]



 Оси симметрий правильных многоугольников 
Используя группы симметрий, Е. С.  Фёдоров 1890 году решил задачу классификации правильных пространственных систем точек, являющуюся одной из основных задач кристаллографии. Существует всего 17 плоских федоровских групп, они были найдены непосредственно; пространственных федоровских групп - 230, и только теория групп позволила провести их исчерпывающую классификацию. Это был исторически первый случай применения теории групп непосредственно в естествознании. 
Особый интерес представляют правильные системы фигур на плоскости такие, в которых каждая фигура может быть совмещена с любой другой с помощью некоторого движения, совмещающего всю систему саму с собой. Особое значение правильных систем состоит в том, что они служат геометрическими моделями расположения атомов в кристаллах. 

На плоскости примером правильной системы может служить "паркет" - система равных многоугольников, покрывающих всю плоскость, прилегая друг к другу по сторонам. Паркеты из правильных многоугольников составляются только из треугольников, квадратов и шестиугольников. Я доказывала это  с помощью подсчета углов в узле). 
[image: image160.png]




 Паркеты из правильных многоугольников
«Симметрия  обозначает тот вид согласованности отдельных частей, который объединяет их в единое целое. Красота связана с симметрией».

Г.  Вейль
Симметричными паркетами  называются те паркеты, у которых в каждой вершине сходятся одни и те же многоугольники в одном и тоже порядке.

Правильными паркетами называются те паркеты, которые состоят из одноимённых правильных многоугольников.
Полуправильными паркетами называются те паркеты, которые состоят из разноимённых правильных многоугольников.
Классификацию паркетов можно изобразить     кругами Эйлера.
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Построение  паркета  из четырёхугольников  с    помощью  центральной симметрии
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