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Приложение №1 «Сборник задач для самостоятельного решения»
 
Приложение №2 Электронный учебник «Уравнения и неравенства с параметрами»
1. Введение.
Изучение многих физических процессов и геометрических закономерностей часто приводит к решению задач с параметрами. Некоторые ВУЗы так же включают в экзаменационные билеты уравнения, неравенства и их системы, которые часто бывают весьма сложными и требующими нестандартного подхода к решению. В школе же этот один из наиболее трудных разделов школьного курса математики рассматривается только на немногочисленных факультативных занятиях.

Работая над темой «Уравнения и неравенства с параметрами», я ставлю перед собой цель: расширить и углубить знания по данной теме.

Мои задачи:

- Выявить наиболее часто встречающиеся типы уравнений, неравенств и их систем и методы их решений;

- Разработать сборник задач для самостоятельного решения по данной теме;

- Создать электронный учебник «Уравнения и неравенства с параметрами».      
2. Основная часть.
2.1. Уравнения с параметрами.
2.1.1. Определение уравнения с параметрами.
       Уравнения  вида      
  f (а, b, c, ...,k, х) = φ(а, b, c, ..., k, х),    где а, b, c, …, k, х – переменные величины, 
 называются уравнениями с параметрами.
      Любая система значений переменных

              а = а0, b = b0, c = c0, …, k = k0, х = х0,

при которой обе части уравнения принимают действительные значения, называются системой допустимых значений переменных а, b, c, …, k, х.

     Пусть А – множество допустимых значений а, В – множество допустимых значений b, С – множество допустимых значений с, …, К – множество допустимых значений k, Х – множество допустимых значений х, т. е. а
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А, b 
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С, …, k 
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 К, х 
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Х. Если из каждого множества А, В, С, …, К выбрать и зафиксировать соответственно по одному значению а, b, c, …, k и подставить их в уравнение (неравенство), то получим уравнение (неравенство) относительно х, т. е. уравнение (неравенство) с одной переменной.

        Переменные а, b, c, …, k, которые при решение уравнения считаются постоянными, называются параметрами, а само уравнение называется уравнением, содержащим параметры.

       В дальнейшем будем параметры обозначать первыми буквами латинского алфавита: a, b, c, d, …, k, l, m, n,  а неизвестные – буквами x, y, z.
      В уравнении 
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m и n – параметры, а х – неизвестное.
     Допустимой является любая система значений m, n и х, удовлетворяющая условию
 m ≠ 3, n ≠ -1,  n ≠ 0, х ≠ 0.

 При m = 4, n = 1 получим уравнение 
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,       При m = 5,  n = 3 получим уравнение 
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   Решить уравнение – значит  указать, при каких значениях параметров существует решения и каковы они.

 
   Два уравнения, содержащие одни и те же параметры, называются равносильными, если:

   а) они имеют смысл при одних и тех же значениях параметров;

   б) каждое решение первое уравнение является решением второго и наоборот. 
            [7; стр.16]

2.1.2. Иррациональные  уравнения  с  параметрами.

Существует  несколько  способов  решения  иррациональных уравнений  с  параметрами. Познакомимся  с  ними, разобрав  следующий  пример.

    Пример. Решить  уравнение   х - 
[image: image9.wmf]2
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     Решение: Возведем  в  квадрат  обе  части  иррационального  уравнения  с  последующей проверкой  полученных  решений.

Перепишем  исходное  уравнение  в  виде:

                        
[image: image10.wmf]2
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При  возведении  в  квадрат  обеих  частей  исходного  уравнения  и  проведения  тождественных  преобразований  получим:  

2 х2 – 2х + (1 - а) = 0, D = 2а – 1.

Особое  значение: а = 0,5. Отсюда:

1) при  а > 0,5  х1,2 = 0,5 (1 ± 
[image: image11.wmf]1
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2) при  а = 0,5  х = 0,5;

3) при  а <0,5  уравнение  не  имеет  решений.

Проверка:

1) при  подстановке  х = 0,5  в  уравнение, равносильное  исходному, получим  неверное  равенство. Значит, х = 0,5  не  является  решением и 

2)         при   подстановке х1 = 0,5 (1 ± 
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-0,5 (1 + 
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 – (0,5 (1 - 
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      Так  как  левая  часть  равенства  отрицательна, то  х1  не  удовлетворяет  исходному  уравнению.

3) Подставим  х2  в  уравнение:
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Проведя  равносильные  преобразования, получим:

Если   
[image: image18.wmf]0
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, то  можно  возвести  полученное  равенство  в  квадрат:
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Имеем  истинное  равенство  при  условии, что
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Это  условие  выполняется, если а ≥1. Так  как  равенство  истинно  при а ≥1, а  х2  может  быть  корнем  уравнения  (6)  при  а > 0,5, следовательно, х2 – корень  уравнения  при а ≥1.
          [4; стр.275]

                            2.1.3.   Показательные  уравнения с параметрами.
           Уравнение вида 
                                       а
[image: image21.wmf](
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           где а > 0 и b> 0, будем называть элементарным показательным уравнением с параметром.
Например, уравнение 
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имеет смысл при а > 0. Областью определения его служит множество всех действительных чисел. Приведя его к виду 

                                       а
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заметим, что при а = 1 х – любое действительное число, при а > 0 х = 2(а ≠1).
       [1; стр. 65]

                   2.1.4.    Логарифмические уравнения с параметрами.

 Уравнения вида 
                             log a f (x) = log b φ (x),
   где а > 0 (а ≠ 1), b  > 0 (b ≠ 1), будем называть уравнения с параметрами. 

 Например,
                   а
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По смыслу задачи а > 0, b > 0. Если а = b = 1, то х – любое действительное число; если       а = 1 и b ≠ 1, то х = 3; при а ≠ 1 и b = 1 х = - 1. Пусть теперь а ≠ 1 и b ≠ 1, тогда 

                                    (х + 1) = (3 – х) log a b,

              и 

                                    (х + log a b) x = 3 log a b – 1/

 При  log a b + 1 = 0, т. е. при b = 
[image: image28.wmf]а
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 , правая часть полученного уравнения равна – 4, следовательно, при b = 
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При b ≠ 
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         [6; стр.54]
2.1.5.  Примеры решения  уравнений с параметрами.
         Пример 1: Решить уравнение с параметром                 

                         (а- 1)х = 2а² + а - 3

        Решение: Данное уравнение является линейным относительно х. Оно имеет смысл при любых действительных значениях параметра а. Приведем его к виду:

                  (а – 1)(а +1)х = (2а+3)(а -1).

        Если а =1,то уравнение примет вид 0*х =0,его решением является любое действительное число.

       Если а = -1,то уравнение примет вид 0*х = -2,это уравнение не имеет решений.

       Если а ≠ ±1,то уравнение имеет единственное решение  х =
[image: image32.wmf]1
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,т.е. каждому допустимому значению а  соответствует единственное значение х.

 Пример 2: При каких значениях параметра а уравнение  х² + 2(а+1)х + 9а – 5 = 0 имеет два различных отрицательных корня?
       Решение. Так как уравнение должно иметь два различных корня х1  и  х2,то D > 0.

      D = 4(а+1)² -4(9а – 5) = 4(а-1)(а-6)

            По теореме Виета х1 +  х2 = - 2(а+1), х1·х2 = 9а – 5.

Так как х1<0 и х2<0, то получим систему неравенств
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  Решая эту систему, получим:
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< а< 1, а > 6. 
         Ответ:
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   Пример 3: При каких а система уравнений 
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имеет единственное решении?

          Решение. Если коэффициенты при х и у не пропорциональны, то система имеет единственное решение. Следовательно, 
[image: image38.wmf]а
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, т.е. а² ≠ ± 4 система имеет единственное решение.

           Ответ: а ≠ ± 4. 
      [5; стр.78]
                                               2.2. Неравенства с параметрами.

2.2.1.Определение неравенства          
Неравенства вида:   f (а, b, c, …,k, х) > φ(а, b, c, …, k, х),

                                              f (а, b, c, …,k, х) ≥ φ(а ,b, c, …, k, х),
                                              f (a, b, c, …, k, x ) < φ (a. b, c, …, k, x)   

где a, b, c, …, k – параметры, а x – действительная переменная величина, называется неравенством с одним неизвестным, содержащим параметры.

    Система значений параметров a = a0, b = b0, …,  k = k0, при которой выражения 

                                 f (a, b, c, …, k, x)
            и
                                 φ (a, b, c, …, k, x)    

имеют смысл в области действительных чисел, называются системой допустимых значений параметров.
     Например, в неравенстве
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допустимой является любая система действительных значений m и n, удовлетворяющая условиям m ≠ 3 и n >-1.
При m > 3 и n ≤ -1 это неравенство не имеет смысла.       

    х = х0 называется допустимым значением х, если 

                                 f (a, b, …, k, х0)

и
                                 φ (a, b, c, …, k, x0)
принимают действительные значения при любой допустимой системе значений параметров.

    
Множество всех допустимых значений х называется областью определения неравенства.

   
 Например, областью определения неравенства 
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служит решение системы 
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где а ≥ 1.

      Действительное число х0 называется частным решением неравенства, если неравенство f (a, b, c, …, k, x) > φ (a, b, c, …, k, x0) верно при любой системе допустимых значений параметров.

    Множество всех частных решений неравенства называется общим решением этого неравенства.
       [3; стр.76]

                                2.2.2. Алгоритм решения неравенств.
1. Находим область определения данного неравенства.

2. Сводим неравенство к уравнению.

3. Выражаем а как х.

4. В системе координат хОа строим графики функций а = х для тех значений х, которые входят в область определения данного неравенства.

5. Находим множество точек, удовлетворяющих данному неравенству.

6. Исследуем влияние параметра на результаты.

7. Найдём абсциссы точек пересечения.

8. Зададим прямую а = const и будем сдвигать её от -∞    до +∞.
9. Записываем ответ. 
                [4; стр.292] 
2.2.3.Показательные неравенства с параметрами.

 Каждое из неравенств вида 

               а
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, где а > 0, мы будем называть элементарным показательным неравенством с параметрами. 
Например, решить относительно х неравенство с параметрами 
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  Решение. Приведем неравенство к виду 
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 и рассмотрим случай m = 1.

       При этом неравенство принимает вид: 
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  что верно при любых действительных значениях х.

         Пусть теперь m > 0 (m ≠ 1). Так как при этом m
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+ 1 > 0, то неравенство равносильно неравенству 

                                       ( m
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           Пусть m
[image: image59.wmf]х

 = z > 0. Тогда получим неравенство 

                                       (z
[image: image60.wmf]2

- 10) z + 15 - 3z (z + 1) < 0 
  или 

                                       (z - 1) (z + 3) (z – 5) < 0.

            Так как (z + 3)  > 0, то оно равносильно неравенству 

                                             (z - 1) (z – 5) < 0, 

   откуда 

                                                 1 < z < 5. 

 Итак, мы пришли к неравенству 

                                                  1 < m
[image: image61.wmf]х
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 Отсюда при m > 1, 0 < х < log m 5, при 0 < m <1 , log 5 < х < 0. 
Таким образом, мы получим ответ: 

при m = 1, х – любое действительное число;

при m > 1, х 
[image: image62.wmf]Î

(0; log m 5);
при 0 < m < 1, х 
[image: image63.wmf]Î

(log m 5; 0).
     [2; стр.98]
                          2.2.4. Логарифмические неравенства с параметрами.
    Каждое из неравенств вида 

      log a f (x) > log a φ (x), log a f (x) <  log a φ (x), log a f (x) ≥  log a φ (x), log a f (x)  ≤ log a φ (x),
будем называть элементарным неравенством с параметрами. 

             Например, решить относительно х неравенство 

                           log 2х + 3 (а – 2) < 1. 

              Решение. Неравенство имеет смысл при а  > 2. Значение х должно удовлетворять условию 2х + 3  > 0 (2х + 3 ≠ 1), т. е. х > - 1,5 (х ≠ - 1). 

              Переписав неравенство в виде 

                          log 2х + 3 (а – 2) <  log 2х + 3 (2x +3),
 заметим, что при 2х + 3 > 1, т. е. при х > - 1 оно равносильно неравенству х > 
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              Для выбора решения сравним числа 
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       0,5 (а – 3) > 0 при а > 3 и 0,5 (а – 3) ≤ 0 при а ≤ 3.

 Отсюда при 2 < а ≤ 3 получим 0,5 (а – 5) ≤ 1 и решением системы 
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  служит х  > - 1.

 При а > 3 получим 0,5 (а – 5) > - 1 и решением системы                                   
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служит х > 0,5 (а – 5).
     Найдем теперь те решения неравенства, которые удовлетворяют условию – 1,5 < х < -1.
При этом условии неравенства равносильно неравенству а – 2 > 2х + 3, т. е. х < 0,5 (а – 5).
Так как при 2 < а ≤ 3, 0,5 (а – 5) ≤ - 1, то решением системы 
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в этом случае служит (-1,5; 0,5 (а – 5)).

         При а > 3 получим 0,5 (а – 5) > - 1, следовательно, при этих значениях а решением системы 
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служит ( - 1,5; - 1).

             Таким образом, при 2 < а ≤ 3,  х 
[image: image72.wmf]Î

(- 1,5; 0,5 (а – 5 )) U (- 1;  + ∞); при а > 3, 

 х 
[image: image73.wmf]Î

(- 1,5; - 1) U ( 0,5 (а – 5); + ∞).  
         [6; стр. 65]                                                                                                                                                                                                                                                      

                                                           3. Заключение
                Итак, мы рассмотрели иррациональные, показательные, логарифмические уравнения и неравенства с параметрами, выявили  наиболее рациональные методы их решения, быстро приводящие к ответу. 
Кроме того, составили сборник задач для самостоятельного решения уравнений  и неравенств с параметрами, с указанием ответов.  Создали электронный учебник «Уравнения и неравенства с параметрами».
                 Надеюсь, что знания, полученные мной в процессе работы, помогут мне при сдаче экзаменов и при поступлении в ВУЗ, а наш сборник задач и электронный учебник пригодится моим сверстникам при подготовке к экзаменам.
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