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1.Введение.
Российский математик XIX в. П.Л. Чебышев говорил, что «особенную важность имеют те методы науки, которые позволяют решать задачу, общую для всей практической деятельности человека: как располагать своими средствами для достижениями наибольшей выгоды». С такими задачами в наше время приходится иметь дело представителям самых разных специальностей: инженеры-технологи стараются так организовать производство, чтобы выпускалось как можно больше продукции; конструкто​ры пытаются разработать прибор для космического корабля так, чтобы масса прибора была наименьшей; экономисты стараются спланировать связи завода с источниками сырья так, чтобы транспортные расходы оказались минимальными, и т. д.

Задачи подобного рода носят общее название — задачи на оптимизацию (от латинского слова optimum — «наилучший»), В самых простых задачах на оптимизацию мы имеем дело с дву​мя величинами, одна из которых зависит от другой, причем на​до найти такое значение второй величины, при котором первая принимает свое наименьшее или наибольшее, (наилучшее в дан​ных условиях) значение.
Я выбрал эту тему не случайно. Задачи на оптимизацию встречаются в ЕГЭ и вызывают затруднения у учащихся. Я решил подробно изучить эту тему для того, чтобы как следует подготовиться к экзамену и помочь понять эти задачи моим одноклассникам.
2.1. ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ.
Задачи на оптимизацию решают по обычной схеме из трех этапов математического моделирования: 1) составление матема​тической модели; 2) работа с моделью; 3) ответ на вопрос зада​чи. Прежде чем переходить к конкретным примерам решения задач на оптимизацию, дадим некоторые рекомендации методи​ческого плана.

Первый этап. Составление математической модели.
1) Проанализировав условия задачи, выделите оптимизируе​мую величину (сокращенно: О. В.), т. е. величину, о наибольшем или наименьшем значении которой идет речь. Обозначьте ее буквой у (или S, V, R, t  — в зависимости от фабулы).

2) Одну из участвующих в задаче неизвестных величин, че​рез которую сравнительно нетрудно выразить О. В., примите за независимую переменную (сокращенно: Н. П.) и обозначьте ее буквой x (или какой-либо иной буквой). Установите реальные границы изменения Н. П. (в соответствии с условиями задачи), т. е. область определения для искомой О. В.

3) Исходя из условий задачи, выразите у через х. Математи​ческая модель задачи представляет собой функцию у = f(х) с областью определения X, которую нашли на втором шаге.

Второй этап. Работа с составленной моделью. На этом этапе для функции у = f(х), х ∊ Х найдите [image: image2.png]Veraun.



 или  [image: image4.png]Visan6.



 в зависимости от того, что требуется в условии задачи. При этом используются теоретические установки, которые мы получили в п. 1 данного параграфа.

Третий этап. Ответ на вопрос задачи.
Здесь следует дать конкретный ответ на вопрос задачи, опи​раясь на результаты, полученные на этапе работы с моделью.
Часто спрашивают, так ли обязательно при оформлении решения разбивать его на этапы. Формально этого никто не требует. Однако, решение будет легче записать и значительно легче проверить (что, согласитесь, немаловажно), если оно разум​ным образом структурировано, проще говоря, разбито по шагам.
Пример 1. Прочность балки прямоугольного сечения про​порциональна произведению ее ширины на квадрат высоты. Ка​кое сечение должна иметь балка, вытесанная из цилиндрическо​го бревна радиуса R, чтобы ее прочность была наибольшей?

Решение. Первый этап. Составление математической модели.
[image: image1.png]Veraun.



1) Оптимизируемая величина (О. В.) — прочность балки, по​скольку в задаче требуется выяснить, когда прочность балки бу​дет наибольшей. Обозначим О. В. буквой у.
2) Прочность зависит от ширины и вы​соты прямоугольника, служащего осевым сечением балки. Объявим независимой пе​ременной (Н. П.) ширину балки, обозначим ее буквой х. Поскольку осевое сечение представляет собой прямоугольник, впи​санный в окружность радиуса R (рис. 1), то [image: image6.png]


 (при [image: image8.png]


 и при [image: image10.png]


 прямоугольник «вырождается» в отрезок, равный диаметру окружности) — таковы реальные границы изменения независимой переменной: [image: image12.png]


.    
 3) Высота h прямоугольника связана с его шириной соотноше​нием [image: image14.png]x® + h* = 4R*



 (по теореме Пифагора). Значит, [image: image16.png]


    Прочность балки у пропорциональна произведению [image: image18.png]


, т. е. [image: image20.png]



 (где коэффициент k — некоторое положительное число). Значит,

[image: image22.png]=
=kx(4R* — x7)
y =



, где [image: image24.png]x € [0;2R]




Математическая модель задачи составлена. Второй этап. Работа с составленной моделью.
На этом этапе для функции [image: image26.png]y = kx(4R* — x*),x € [0; 2R]



 надо найти [image: image28.png]Visan6.



.Воспользуемся алгоритмом из п. 1.      Имеем:


[image: image30.png]




[image: image32.png]kR? — 3kx?





Критических точек нет. Найдем стационарные точки. Приравняв производную нулю, получим
[image: image33.png]4kR* —
3kx® =





[image: image34.png]Faid
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Заданному отрезку [image: image36.png][0; 2R]



 принадлежит лишь точка [image: image38.png]



Осталось вычислить значения функции [image: image40.png]y = kR*x — kx*?



 в точ​ке [image: image42.png]


 и на концах отрезка, т. е. в точках 0 и 2R:
[image: image43.png]fO =0 fRRY=0, flx)= f(() >0




Значит,      [image: image45.png]Vaans. = [ C2)




Третий этап. Ответ на вопрос задачи.
В задаче спрашивается, какое сечение должна иметь балка наибольшей прочности. Мы выяснили, что ширина х прямо​угольника, служащего осевым сечением наиболее прочной балки, равна [image: image47.png]2R



.  Найдем высоту:

[image: image48.png]



Значит, [image: image50.png]a8



 , а потому [image: image52.png]



Ответ. Сечением балки должен служить прямоугольник, у которого отношение высоты к ширине равно [image: image54.png]



Замечание. Квалифицированные мастера приходят к такому же результату, опираясь на свой опыт, но, разумеется, они принимают указанное отношение равным 1,4 (приближенное значение иррацио​нального числа [image: image56.png]


 как раз равно 1,4).

Пример 2. Бак, имеющий вид прямоугольного параллелепи​педа с квадратным основанием, должен вмещать V литров жид​кости. При какой стороне основания площадь поверхности бака (без крышки) будет наименьшей?

Решение. Первый этап. Составление математической модели.
1) Оптимизируемая величина (О. В.) — площадь поверхности бака, поскольку в задаче требуется выяснить, когда эта площадь будет наименьшей. Обозначим О. В. буквой S.
2) Площадь поверхности зависит от измерений прямоуголь​ного параллелепипеда. Объявим независимой переменной (Н. П.) сторону квадрата, служащего основанием бака; обозначим ее буквой х. Ясно, что[image: image58.png]


. Других ограничений нет, значит, [image: image60.png]0<x < +oo



 . Таковы реальные границы изменения независимой переменной: [image: image62.png]


.

3) Если h — высота бака, то [image: image64.png]V =x%h



, откуда находим [image: image66.png]



На рис. 2 изображен прямо​угольный параллелепипед, каза​ны его измерения. Поверхность бака состоит из квадрата со сторо​ной [image: image68.png]


 и четырех прямоугольников со сторонами [image: image70.png]


 и  [image: image72.png]


. Значит, [image: image74.png]S=x>+4x—x
Frx=xt+ T



.
Итак, [image: image76.png]S =22+ 4% 7,180 x € (0;+00)




[image: image462.jpg]=xz+lx§y1<x<4. 24.y= 2




Математическая модель зада​чи составлена.

Второй этап. Работа с составленной моделью. На этом этапе для функции , [image: image78.png]S =22+ 4% 7,180 x € (0;+00)



 надо найти [image: image80.png]Verzmre



. Для этого нужна производная функции:
[image: image81.png]v
S'=2x—4x—
X






                 [image: image83.png]



На промежутке (0; +∞) критических точек нет, а стационар​ная точка только одна: S’=0 при [image: image85.png]


.

Заметим, что при [image: image87.png]x < Y2V



 выполняется неравенство [image: image89.png]§'<0



, а при [image: image91.png]x > Y2V



 выполняется неравенство [image: image93.png]§'=0



 . Значит, [image: image95.png]


 — единственная стационарная точка, причем точка минимума функции на заданном промежутке, а потому, соглас​но теореме из п. 1, в этой точке функция достигает своего наи​меньшего значения.
Третий этап. Ответ на вопрос задачи. В задаче спрашивается, какой должна быть сторона основа​ния, чтобы бак имел наименьшую поверхность. Мы выяснили, что сторона квадрата, служащего основанием такого бака, равна [image: image97.png]



Ответ:  [image: image99.png]



2.2. ЭКОНОМИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ.

Задача 1.   Для монтажа оборудования необходима подставка объемом 1296 [image: image101.png]A



 в форме прямоугольного параллелепипеда. Квадратное основание подставки будет вмонтировано в пол, а ее задняя стенка — в стену цеха. Для соединения подставки по ребрам, не вмонтированным в пол или стену, используется сварка. Определите размеры подставки, при которых общая длина сварочного шва будет наименьшей.

Решение.

1) В основании подставки лежит квадрат. Пусть [image: image103.png]


 длина его стороны, а [image: image105.png]


 -

высота подставки. Тогда ее объем равен [image: image107.png]


  и [image: image109.png]


1296, т.е.  [image: image111.png]



2) Сварить надо 3 ребра верхнего основания и 2 ребра грани, параллельной стене. Значит, общая длина [image: image113.png]


 сварки равна [image: image115.png]3x + 2y



, т.е.

[image: image116.png]1296
L) =3x+2x=—, x>0,




3) Найдем производную [image: image118.png]



 Поэтому [image: image120.png]0o x3-1728=0 © x3 =12 ox =12,




т.е. функция [image: image122.png]L(x)



 при [image: image124.png]x>0



 имеет единственную критическую точку х = 12.
4) Если  [image: image126.png]0<x<12,100<x*<1728 u L'(x) > 0



. Значит, x=12 является точкой минимума и [image: image128.png]Lezme = L(12)



. Тогда высота подставки равна [image: image130.png]12%6

12%6
1ad



 
 Ответ: 12 дм, 12 дм и 9 дм.
Замечание. Возможно, но маловероятно решение без производных. Для этого используем неравенство [image: image132.png]a+b+c=3xiabe



 о среднем арифметическом и среднем геометрическом для трех неотрицательных чисел.

[image: image133.png]129 3 3 2592
X T

%33 x216="54.

L)

3x+2s





При этом равенство достигается, только если все три слагаемых равны между собой, т.е.
   [image: image135.png]1296

12



.
Задача 2. Стальной бак без верхней крышки должен иметь форму прямоугольного параллелепипеда с квадратным основа​нием и объем 108 дм3. При каких размерах бака на его изготов​ление пойдет наименьшее количество стали?
Решение. (Представьте, что персонально вы отвечаете за выполнение заказа по выпуску баков такой конфигурации, а сталь закупаете на свои собственные деньги.)
1) Пусть х — сторона основания, а у — высота бака в дециметрах. Тогда объем V  равен 
Sосн. ∙ у = х2у, т. е. х2у = 108, [image: image137.png]


.
Поверхность бака состоит из квадратного основания и четырех боковых граней, т. е. 

S = х2 + 4ху = х2 +[image: image139.png]108




2) Найдем критические точки функции S = х2 +[image: image141.png]432



, x>0

S’=2x - [image: image143.png]


.
3) Если x < 6, то S’ < 0, а если x > 6, то S' > 0. Точка х0 = 6 — единственная критическая точка, и она есть точка минимума функции   S = х2 +[image: image145.png]432



, x>0 . Значит, £наим. = S(6), т. е. наименьшее количество стали пойдет на бак размером 6 дм х 6 дм х 3 дм.
Ответ: основание — квадрат со стороной 6 дм, высота равна 3 дм.
Задача 3. Стальной бак без верхней крышки должен иметь форму прямоугольного параллелепипеда с квадратным основанием и объем 108 дм3. При каких размерах бака на его изготовление пойдет наименьшее количество стали, если дополнительно известно, что сторона основания не должна превышать 4 дм?
Решение.
1) Пусть х — сторона основания, а у — высота бака в дециметрах. Тогда объем V  равен 
Sосн. ∙ у = х2у, т. е. х2у = 108, [image: image147.png]


.
Поверхность бака состоит из квадратного основания и четырех боковых граней, т. е. 

S = х2 + 4ху = х2 +[image: image149.png]108




2) Найдем критические точки функции S = х2 +[image: image151.png]432



, x>0
S’=2x - [image: image153.png]


.
3) Так как 0 < х ≤ 4, то S' < 0, и, значит, функция S = х2 +[image: image155.png]232




убывает на (0; 4]. Поэтому Sнаим = S(4), т. е. наименьшее количество стали
 пойдет на бак размером 4 дм х 4 дм х [image: image157.png]~oe



 дм.
Ответ: основание — квадрат со стороной 4 дм, высота равна 6,75 дм.
Задача 4. Невысокий стальной поддон без верхней крышки должен иметь форму прямоугольного параллелепипеда с квадрат​ным основанием и объем 256 дм3, а его высота не должна превы​шать 1 дм. При каких размерах поддона на его изготовление пой​дет наименьшее количество стали?
Решение.
1) Пусть х — сторона основания, а у — высота бака в дециметрах. Тогда объем V  равен 
Sосн. ∙ у = х2у, т. е. х2у = 108, [image: image159.png]


.
Поверхность бака состоит из квадратного основания и четырех боковых граней, т. е. 

S = х2 + 4ху = х2 +[image: image161.png]1024




2) Найдем критические точки функции S = х2 +[image: image163.png]432



, x>0

S’=2x - [image: image165.png]1024 _ 2(x*-512)




.
3) Так как у ≤ 1, то 256 = х2у ≤ х2, 256 ≤ х2, х ≥ 16. Произ​водная S' > 0, т. е. S возрастает на [image: image167.png][16;+o0)



. Поэтому Sнаим. = S(16), т. е. наименьшее количество стали пойдет на поддон размером 16 дм х 16 дм х 1 дм.
Ответ: основание — квадрат со стороной 16 дм, высота рав​на 1 дм.
Задача 5. Участок имеет форму прямоугольной трапеции, меньшее основание которой равно 1 и находится на неогороженном берегу реки.
Забор, установленный вокруг участка на суше, имеет длину 7.
Найдите наибольшую площадь такого участка.
[image: image168.jpg]



Решение.
1)
Пусть х — высота трапеции, а у > 1 — ее большее основание (рис. 3). Если х ≥ 3, то боковая сторона больше 3 и забор
длиннее 7. Значит, 0<х<Зи[image: image170.png]x+y+F+ @y -1=7.




 
2)
[image: image172.png]Vei+ (o -1D?

) =48-14,y

=7—(x+y),x2+y? -2y +1=49-14(x +y) +x? +y? + 2xy,2y(6 —
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Площадь трапеции равна произведению высоты на полусумму оснований, т. е. 

[image: image173.png]g X+ l) xar—/xr6-x) xS
T2 2(6—x) 6—x

0<x <3,




3) Исследуем S = S(x) с помощью производной:   

[image: image174.png](15—8x)(6 —x) —x(15—4x)(—1)
(6—x?
_ 8x?—4x? —48x—15x +15x + 90 _ 4x” —48x + 90
- (6—x)? T (6—x)?





[image: image175.png]12+3V6
S'= 0 2x? - 24x +45 =0 x,, = ———— =6+ 156,




[image: image177.png]x, =6+ 1,56 = 3,



   
4)  Ветви параболы [image: image179.png]y =2x> —24x +45



 направлены вверх, при переходе через меньший корень знак меняется с плюса на минус. Значит, [image: image181.png]12-3J6
Xy =
1.5(4-VB)(15-24+6vE) _ (4=vE}3.(2E-3) _ 3(113E-24) _ ,, _

T = = =S nVE
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Ответ: [image: image183.png]33 — 12+/6.




2.3. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ.
Задача 6.  Пусть x — сторона основания параллепипеда, а у его высота. 
[image: image184.png]v =iy =125=y =0
P2k




[image: image185.png]=2 2242
Snomn = 247 +dxy = 227+




[image: image186.png]x





Таким образом, минимальное значение площади полной поверхности достигается при         х =5, у = 5 и равно [image: image188.png]Smoms = 2x° +4xy =2 %25 + 4% 25 = 150(cm?)



 
Ответ: 150 [image: image190.png]e’




Задача 7. Основание пирамиды - правильный треугольник, одно из боковых ребер совпадает с высотой пирамиды, длины двух других боко​вых ребер равны l. При какой длине высоты пирамиды её объём будет наибольшим? Вычислить этот объём.
[image: image191.jpg]



□ Пусть ТАВС - пирамида по условию зада​чи, ТА ⊥ABC ,
ТВ = ТС = l (рис. 8.1).
Пусть АТ = х.      SABC=[image: image193.png]


AB-AD. 
Из △АТВ=>  АВ = [image: image195.png]VT]
‘B2 — AT?



 = [image: image197.png]


.


AD = [image: image199.png]


.



V=[image: image201.png]



[image: image202.jpg]



Для определения значения х, при кото​ром объём пирамиды принимает наибольшее значение, найдем производную функцию V(х) и её критические точки.
V'(х) = [image: image204.png]


= [image: image206.png]2 _3x2)



 . Приравняв производную нулю, найдем, что х2 = [image: image208.png]


 , x= [image: image210.png]


.
Покажем, что точка [image: image212.png]


 - точка максимума функции V(x). Очевидно, что V'(х) при переходе через х = [image: image214.png]


 меняет знак с плюсана минус, тогда V(х) = V [image: image216.png]


=[image: image218.png]B _B)L_r
12 3/v3 1



.
Ответ: [image: image220.png]


(кв.ед.). 

Задача  8. Длина диагонали боковой грани правильной треугольной призмы равна d. Какова должна быть высота призмы, чтобы её объём был наибольшим? Вычислить этот объём.
              [image: image221.jpg]


      
□ Пусть [image: image223.png]ABC, By C,



 - правильная треуголь​ная призма, [image: image225.png]BC,



= d (рис. 8.2).Пусть  высота призмы [image: image227.png]AA,



 = х.               

V  =[image: image229.png]SascAA



. Найдем площадь △АВС.                                                                                  
Из △[image: image231.png]BC,C



⇒BC=[image: image233.png]


=[image: image235.png]


, тогда                                                                                        

[image: image237.png]=
Sussc =3 BC*AD



 = [image: image239.png]RES
PR
2




=                                                                           
[image: image241.png]GRS



.      V= [image: image243.png]2@ - 2%



.                                                                                                     

Для определения значений д:, при которых объём призмы наиболь​ший, найдем производную функцию V(x) и её критические точки:
V’(x)= [image: image245.png]


. 
Приравняв производную нулю найдем,что [image: image247.png]


 [image: image249.png]


=[image: image251.png]


., Покажем, что точка [image: image253.png]


  - 
точка       максимума функ ции V(x). 
[image: image254.jpg]



Очевидно, что V'(x) при переходе через х = [image: image256.png]


  меняет знак с плюса
на минус. Тогда  [image: image258.png](( 777’ ?




.
[image: image259.png]



Задача 9. В конус с радиусом основания R и высотой h вписан ци​линдр. Вычислить линейные размеры цилиндра, при которых его объём наибольший.
□ Пусть SCD - данный конус (рис. 8.3), OD = CO = R, SO = h; 
требуется найти МО, КО.
Пусть МО = АК = х, AM = КО = у, тогда SK = h - y.
[image: image260.jpg]



    △SAK ∼ △SCO: [image: image262.png]AB _ SK
co  so




, т.е. [image: image264.png]


,
    [image: image266.png]Rh—hx
)

hx=Rh—Ry =71y =Rh—hx,y =



.
Выразим объём цилиндра Vu через х:
[image: image268.png]s MO**KO = mx

2 Rh—hx



.

Для определения значений х, при которых объём цилиндра принимает наибольшее значение, 
Найдем производную функции [image: image270.png]


  и её критические точки:


[image: image272.png]V'(x) = ";”(sz— x3)’ ";”(zkx— 3x%)



;
[image: image273.jpg]



V'(x) = [image: image275.png]0, 2Rx—3x%=0, x(3x —2R)





[image: image277.png]x#0=3x =2R,x




.

Покажем, что точка [image: image279.png]


 - это точка максимума.
V'(x) меняет знак в этой точке с плюса на минус. При [image: image281.png]


 функ​ция V(х)
 достигает наибольшего значения. Найдем соответствующее
значение высоты цилиндра:  [image: image283.png]_ Bh-C/a)rr _h



.[image: image284.png]



Ответ:[image: image286.png]


.
                                 [image: image287.jpg]



Задача 10. Дан шар радиусом R. Вычислить ра​диус основания и образующую вписанного в него цилиндра, имеющего наибольшую площадь боко​вой поверхности.
□ Обозначив радиус основания цилиндра через х, а длину образующей через  l, найдем условие существования цилиндра: х∊(0;R), l ∊(0;R).
Выразим площадь боковой поверхности ци​линдра через функцию радиуса основания х.
Из △[image: image289.png]00, A



 (рис. 8.4) => (l/2)2 = R2 - х2, т.е. l =[image: image291.png]


.
Подставив значение l в формулу площади боковой поверхности ци​линдра, получим  [image: image293.png]2mx = 2VR% 4nxVR?




.
Для определения значений х, при которых площадь боковой поверх​ности цилиндра принимает наибольшее значение, найдем производную
функцию S(x)= [image: image295.png]4m;




 и её критические точки: 
[image: image297.png]x(—2x)
S'() = 4 (VR =27 +



, 
[image: image299.png]


.

Очевидно, что точка [image: image301.png]


 - это точка максимума функции S(x).
Найдем соответствующее значение образующей цилиндра: 
L = [image: image303.png]


.
Ответ:[image: image305.png]


.
Задача 11. Основанием пирамиды служит прямоугольник со сторона​ми а и 2а. Все боковые ребра равны [image: image307.png]10v5



 . Через диагональ основания параллельно боковому ребру проведено сечение. Найти значение а, при котором площадь сечения является наибольшей.
▫ Найдем условия существования пирамиды (рис. 8.5а).
Из △DBC=> DB ≤ DS + SB, Так как DO = OB и DS = SB, то OD ≤ DS . Следовательно, для существования пирамиды необходимо, чтобы её боковое ребро было не меньше половины диагонали основания, т.е. [image: image309.png]10v5



 ≥ АО, где 
АО =[image: image311.png]


 ;тогда a ≤ 20.
[image: image312.jpg]



                       [image: image313.jpg]



Для построения сечения по условию задачи проведем ОЕ || AS и △DEB - искомое сечение, и причем SE = ЕС . Не следует считать ОЕ в △BDE высотой на BD. Ведь ОС не ⊥ BD .
Построим эту высоту, проведя перпендикуляры ЕР и РМ. Тогда по теореме перпендикулярности плоскостей ЕМ ⊥ BD .
[image: image315.png]


.
Для вычисления [image: image317.png]M = VEPZ — PM?



 покажем основание в нату​ральную величину (рис. 8.5 б). Проведем вспомогательную линию CN.
Из △OCN⇒PM= [image: image319.png]


.

Из [image: image321.png]



Из [image: image323.png]450C=EP = Taxxax 50 = [100+




, то
[image: image463.jpg]BazanHOMy oTpesKy [0; 2R] npUHALIEIKUT JUIMIE TOYKA X;.

2
Ocraysoch BHIYUCAUTE 3HAYEHUSA QYHKIUU y = ER°x — kx3 B Tou-
Ke X; M Ha KOHIaX OTpe3Ka, T. e. B Toukax 0 u 2R:

f(0)=0, f(2R)=0, flx,) = f(%l) >0.

2R
SHAYHAT, Yyuuus. = f<_3)
Tperuit aran. Omeem Ha éonpoc 3adaiu.
B sajaue cmpammBaercs, Kakoe CedeHWe NOJKHA MMeThb Gaika
HauGospIreif mpouyHoCcTH. MBI BBIACHHJIM, YTO INMDUHA X TNIPAMO-
YrOJMILHUKA, CIIYXKAallero OCeBbIM CeYeHHeM Haubosee MPOYHOM Gas-

KU, PaBHA Z—R. Haiinem BricOTY:

2 2
he= 4R y2= 4R - 4F -8R

. 2RYZ B
3Hayur, h = W—, a moromy — = '|/§'

Omeem. CeuenueM Ganky JOJIKEH CIYXKUTh NPAMOYTOJBHUK, Y

KOTOpPOr'o OTHOLIIEHHEe BBICOTHI K IIIMPDHHE PABHO J/ 2.

Bamevanne. Ksamupunuposanuble MacTepa NPHXOAAT K TAKOMY Ke
pesyJibTaTy, ONMpasCh HA CBOM ONBIT, HO, PAsyMeeTcs, OHM NPUHUMAIOT
yKasaHHOE OTHOIIeHWe paBHBIM 1,4 (IpHGIMIKEeHHOe 3HAYEHMe HMPPANnMO-

HAJBLHOTO yncya /2 Kak pas pasHo 1,4).

IIpumep 5. Bak, umeromui BAA NPAMOYrOJbHOIO IapaJjeseny-
mefia ¢ KBaJPATHBIM OCHOBAHMEM, HOJIXKEH BMemaTh V JIUTPOB UM~
koctu. Ilpn Kako# cTOpoHe OCHOBAHHMA ILIOIIAJHL MOBEPXHOCTH Gaka
(6e3 kpeImIky) Gyzer HauMeHbIIEeH ?

Pemenue. IlepBuiit sran. Cocmaeénenue mamemamuyeckoil
Mmodenu.

1) Ontumusupyemas sesuuuna (0. B.) — miomans moBepxXHOCTH
6aka, IOCKOJNILKY B 3azadye TpebyeTcs BBIACHHTH, KOrJa aTa ILIOMAanb
6yner HaumeHnsbiueit. O6oznauum O. B. 6ykBoit S.

2) Ilnomans MOBEPXHOCTH 3aBUCUT OT M3MEpPeHUH IPAMOYIroJib-
HOro napasienenunena. O6basum HezaBucuMoit nepemennoi (H. IT.)
CTOPOHY KBaapara, CJIy»Kamero OCHOBaHWeM Oaka; 0603HAUMM ee
6ykBoit x. flcHo, uro x > 0. JIpyrux orpaHMYeHH# HeT, 3HAUMUT,
0 < x < 4+00. TakoBBI peajbHEIE IPAHUIBI NBMEHEHUS HE3aBHUCHMOM
nepemenHoi: X = (0; +00).

3) Ecau h — BeicoTa 6aka, To V = x2h, oTKyAa HaxomuM h = el
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Ha puc. 152 nsobparkeH mpaMo- I
YTOJBHBIA IapaJlIesenuie], yKasa-
HBEl ero wusamepeHus. IloBepxHOCTH
0aKa COCTOMT M3 KBaapaTa CO CTOPO-
HOH X ¥ 4YeTHIPEX NPAMOYTOJIbHU-

\4
KOB CO CTOPOHAMH X B —5 . 3Hauur,

x2 R e

S=x2+4-12-~x=x2+ﬂ- :
x x *

HUraxk, x

8= x2+4-z, rae x € (0; +00).
e Puc. 152

MaremaTnyeckass MOAeab 3aja-
YM cOCTaBJIeHa.

Bropoii aran. Pa6oma ¢ cocmaéienHol modervio.
Ha srom srame ans ¢GyExmum S = x2 + 4~¥, x €(0; +o0) Hamo

HAUTA Y.+ JJIA BTOTO HY’KHA IPOU3BOAHAA DYHKIMM:
¥
§'=2x-4—,
X

S = 2(x3—2V)‘

¥a

Ha npomesxyTke (0; +00) KPUTHYECKUX TOYEK HET, & CTal(MOHap-
HasA TOYKa TOJNbKO ofHa: S’ = 0 npu x = W

3amMeruM, 4TO IpH X < %/W BhHINIOJIHAETCA HepaseHcTBO S’ < 0,

W opun’ x> ?/27 BhIMIOTHAETCH HepaseHcTBo S’ > 0. 3maumr,

= %/W — eNMHCTBeHHAS CTAMOHADHAS TOYKA, IPUYEM TOYKAa
MAHEEMYMa QYHKIUHM Ha 3aJaHHOM IPOMEXYTKe, 8 IOTOMY, corjiac-
HO Teopeme M3 I. 1, B 8TOi TOYKe (PYHKIUA JOCTUraeT CBOEro Hau-
MEeHBIIero 3HaYeHus .

Tperuit sran. Omeem na éonpoc 3adayu.

B szamaue cmpammBaeTcsi, KaKOH AOJKHA ObITH CTOPOHA OCHOBA-
HusA, 9ToObI 6aK MMes HAMMEHbITYIO MOBEPXHOCTh. MBI BBIACHWIIH,
YTO CTOPOHA KBAZpAaTa, CHY’KAINero OCHOBAHMEM Takoro 6axa, paBHA
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Из △EMP⇒EM=[image: image325.png]



Искомая площадь
[image: image464.jpg]MH)KEHEDLI-TEXHOJIOTH CTAPAIOTCA TAK OPrAHH3OBATH NDOMGBOACTSO,
UTOGK BLIYCKAOC KAK MOXKHO GOMbINe TPOAYKIMM; KOHCTPYKTo-
PI IILITAIOTCA PaspaGoTaTS NPUGOP ANS KOCMHYECKOro KOpatas Tax,
uTO6hl Macca mpHOopa Gkiia HauMeHbIeli; SKOHOMMCTH! CTApAIOTCS
COJIHAPOBATL CBA3M 3aBOJA ¢ WCTOUHMKAMH CHIDBA TaK, WTOGH!
TPAHCTIOPTHEIE PACXOAL! OKASATHCH MHHHMATLHEIMH, 1 T. .

Bazaus NOKO6HOrO poxa HocAT obmee HassaHHe — 3adavu Ha
OnMUMU3aYUI (OT ABTHHCKOTO CIOBA optimum — eHamTyuIIHs).
B cambiX MPOCTAIX 3a1a¥aX Ha ONTHMHM3AIMIO MBI HMeeM ZeN0 ¢ ABY-
M#A BeMYHHAMM, OHA M3 KOTOPIX 3ABHCHT OT ApYrofi, IpHYeM Ha-
Ao HAWlTH TaKoe 3HAUEHHe BTOPOH Be;UMHEI, IPH KOTOPOM epBas
IPHRHMAET CBOE HAMMeHbIlee WM HAHGOMbIIce, (HAMTYIIIeE B AaH-
HLIX YC/I0BUAX) SHAvueRWe.

Bajaun Ha ONTHMM3ALWIO emaloT MO OGMMHOM cXeMe M3 Tpex
TAIOB MATEMATHYECKOro MORE/HDOBAHKS: 1) COCTABNEHNe MaTeMa-
THYECKOH Mofieln; 2) pabora ¢ MoZensio; 3) oTBer Ha BompoC 3aza-
un. TIpexcie uem NepeXoXHTH K KOHKDETHAIM NpHMepaM pemeHis
3a1ad Ha ONTHMHIAIMIO, NAJMM HEKOTOLIe PEKOMEHAIMA MeTOTH-
wecKoro niana.

Uepsutit oran. Cocmasaenue mamemamuvecioii xoden.

1) Hpoananuanposas yenoBus 3axaun, BLZETHTE ORMUNUIUPYe-
Myro eeauvuny (coxpamenno: O. B.), T. e. Benuummy, o HAHGOTBILIEN
WM HAMMEHbIIeM SHAWEHHH KOTOPof WEeT peus. OGosHawbTe ee
OyKsoit y (wmu S, V, R, t — B saBucHMOCTH o1 (aby.rsi).

2) Oauy 3 yuacTBYIOUWX B 3a%aue HeHIBECTHLIX BEHIMH, Ue-
Pea KoTopylo cpaBHMTeIbHO HETPyHO Bhipasuts O. B., mpuMure aa
Hesasucumyo nepexennywo (coxpamenro: H.IL) n obosmauste ee
OykBoit x (wnn kaxoli-nuGo wolt GykBof). YeranosmTe peasubie
zpanuypi n ma H. I (3 ¢ ye  3agaun),
. . 06]IACTS ONpeaeNeRus AN HoKoMof O. B.

3) Hexons us yenosuit aagaun, shipasute y wepes x. Maremarn-
WecKan MOZeNh 3aiaum mpefcTaBisier cobolt GyHKIEI y — f(x)
© obacTLIo onpesenens X, KOTOPYIO HAULIH Ha BTOPOM mare.

Bropoit oran. Padoma ¢ cocmasennoi modesio.

Ha orom orane mist pynxmmm y = f(x), x € X nalignre Yiusen, WIH
Yuans. B 3ABHCHMOCTH OT TOTO, 4TO TPeGYeTcs B yCNOBHM dagauu.
TIpu srom uenomsayiotes TeopeTHueckme YCTAHOBKH, KoTOHIe Ml
moMywaH B 1. 1 gamEOro maparpada.

Tperuit oran. Omeem na sonpoc sadav.
3flech CleNyeT AaTh KOHKETHALI OTBeT HA BOIPOC 3AXAWH, OMH-
PAsCh HA PeayILTaTHY, NOJyueHHSIe Ha oTane PAGOTH ¢ MOKEH 0.
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Tipumep 4. TIpousocTs GATKH OPAMOYTOTBHOO CeveRHA mpo-

A o ee 1 Ha KBAXpT BhicoTH. Ka-

Koe cegene Mers Ganxa, e wecko-
10 6pessa pamuyca R, 4TOGM ee IONHOCTS Ghina HAHGOLIIeH?

Pemenme. Ilepsutli oran. Cocmaerenue Mamemamuneckoi
Modexu.

1) Onrnmmonpyemas sexwauna (0. B.) — npowsoors Garxs, no-
CKONBKY B 387A%e TDE6YETCR BIACHHTS, KOTAR IPOYHOCTH GATKH Gy-
Aer mauGosmei, OSoanawmm O. B. Oyxsof y.

2) TIpouHOCTS 3ABMCHT OT MIMDHEM i BH-
COTH NDAMOYTOMBENKS, CIYKAIIETO OCEBMIM

cevenmen Gakn. OGBABIM me- 2=
pememoi (H. I1.) mupmny ek, o6osnatm
ee Gyksok x. IIocKOTEKY OceBoe cewemie A

npefcTaBiser coGoR NDAMOYTONBHMK, BI-
camRi B OKpYyHOCTS paguyca R (pac. 151),
70 0<x<2R (upu x=0 u mpu x=2R £
IPAMOYTONBHAK ¢BHPOXKIAETCH» B OTPEIOK, T
PABLUE [MAMETPY OKDYHOCTH) — TAKOBBI R
PeaTLHe IPARMIIN M3MEHEHNS HeaaBMCHMOM 3
mepemenroii: X = [0; 2R].

3) Buicora h IPAMOYTOLEMKA CBASAA ¢ ero MMPHHOH COOTHOME-
muen x? + h? = 4R” (mo reopeme IIndparopa). 3naunr, h? = 4R’ — x2,

TIpouHOCTS GAMKH y NPONOPIMOKATEEA IPOMIBEACRMIO Xh?, T. €.
¥ = kxh? (e osbHuHenT k — HeXOTOPOE HOJOMHTENHOE Wi~
ci0). BEawwuT,

y = kx(4R* - x?), rze x €[0; 2R].
MaremaTieckas MOZeTs 381aWH coCTABIERA.
Bropoit oram. Padoma ¢ cocmasnennoii xodexsio.
Ha orom orame g1 dymkumn y = kx(4R*—x2), x€[0;2R]
BAZO HANTH Yyyys,. BOCTOMBIyeMES AMTOPHTMOM W3 . 1.
Mmeen:
y = 4kR’x — kx%;
y' = 4kR* - 3kx?.
Kpuruuecxmx Tovex mer. Haiifem crammomapue rowki. Ilpi-
PABHSB NDOMIBORKYIO HYIO, TOTYSHM

4kR’ - 3k22 = 0;
o AR
e





Для отыскания критических точек функции S(a) найдем производ​ную и приравняем её нулю:
[image: image327.png]


;
[image: image329.png]100
ENE




.

Очевидно, что при [image: image331.png]a €(057)



 функция S(a) возрастает. Тогда и
при [image: image333.png]a € (0;20) c (




 функция s(a) также возрастает, и достигает
наибольшего значения при а = 20 , т.е.
[image: image465.png]



 О т в е т: 20.
Задача 12. В правильную четырехугольную пирамиду с высотой Н и стороной основания [image: image335.png]


 вписана правильная четырехугольная призма, нижнее основание которой лежит в плоскости основания пирамиды. Другая призма, подобная первой, расположена так, что её нижнее осно​вание лежит в плоскости верхнего основания первой призмы, а вершины другого основания принадлежат боковым ребрам пирамиды. При какой высоте первой призмы объём второй призмы будет наибольшим? Вы​числить этот объём.
□ Пусть SAPFB - правильная четырехугольная пирамида (рис 8.6а): AP = PF = b, SO = H .
Объём призмы [image: image337.png]Zc «h
3



, где h - высота призмы.
[image: image338.png]ACsp~anso; 2 5D €D _H-x—h,
40750 bv2 H
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[image: image341.png]€O H—-—x—h
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[image: image342.jpg]



                             [image: image343.jpg]h





Из условия подобия призм делаем вывод, что
   [image: image345.png]£
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Тогда

[image: image348.png]br(ﬂl Hx — Hx +x7) ;{,(H—x)’





[image: image349.png]2 N
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[image: image350.png]1 b%2 (H-xx _b*
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[image: image351.png]'z
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[image: image352.png]



 V'(x) при переходе через точку [image: image354.png]ol



 меняет знак с «+» на «-», значит это точка максимума на отрезке [image: image356.png][0; H]



.
[image: image357.png]



Ответ:  [image: image359.png]b*H
(6.
. en
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Задача 13. В правильную треугольную пирамиду вписа​ны два шара. Первый шар ра​диуса [image: image362.png]


 касается основания пи​рамиды и ее боковых граней. Второй шар касается первого шара внешним образом, а так​же боковых граней пирамиды. Вычислить радиус второго ша​ра, если объем пирамиды при данных условиях является ми​нимально возможным.
□ Пусть [image: image364.png]


 - сторона ос​нования, h - высота пирамиды, OF = [image: image366.png]00,



 = [image: image368.png]


.
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Найдем [image: image376.png]1,



второго шара из подобия треугольников:
[image: image377.png]O/ _TO; n r—n
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Из первого решения [image: image379.png]


 , [image: image381.png]


 , тогда [image: image383.png]


 .
Ответ: [image: image385.png]


.
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
1.
В правильной треугольной призме расстояние от одной из сторон
основания до наиболее удаленной от этой стороны вершины призмы
равно d. При какой высоте призмы её объём будет наибольшим? Вычис​
лить этот объем.
2.
Длина диагонали  боковой   грани  правильной  шестиугольной
призмы равна d. Какова должна быть высота призмы, чтобы её объём
был наибольшим? Вычислить этот объем.
З.В правильную треугольную пирамиду со стороной основания а и высотой h вписан цилиндр. При какой высоте цилиндра его объём будет наибольшим? Вычислить этот объём.
4. Сфера радиусом г вписана в конус. При какой высоте конуса
площадь его боковой поверхности будет наименьшей? Вычислить эту
площадь.
5. В правильной треугольной пирамиде, вписанной в сферу, рас​
стояние от центра сферы до боковой грани равно d, а боковое ребро в
два раза больше высоты основания. Между сферой и пирамидой распо​
ложен цилиндр, одно из оснований, которого лежит в плоскости боковой
грани, а окружность другого основания принадлежит сфере. Какой наи​
больший объем может иметь этот цилиндр?
Ответы:  [image: image387.png]2d” h mah
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6. Самоходная баржа должна доставить сельскохозяйственную продукцию от речной пристани А к пристани B, расположен​ной от А ниже по течению реки на 49 км, а затем из В долж​на пройти вверх по течению к пристани С за новой партией груза. Расстояние между пристанями В и С равно 25 км. Собственная скорость баржи 18 км/ч. При какой ско​рости течения реки время движения баржи будет наименьшим?

7. Расстояние от песчаного карьера до кирпичного завода, рас​положенного на прямолинейной автомагистрали, равно 30 км. Песчаный карьер удален от магистрали на 24 км. Строительный кооператив взял подряд на строитель​ство подъездной дороги от карьера до автомагистрали. На ка​ком расстоянии от кирпичного завода должна находиться развилка дорог, чтобы время доставки грузов от карьера до завода было наименьшим, если известно, что автомашины могут развивать на магистрали скорость 52 км/ч, а на подъ​ездной дороге 20 км/ч?

8. Вездеход, находящийся на пересеченной местности в 27 км от прямолинейной шоссейной дороги, должен доставить гео​логов в населенный пункт, расположённый на шоссе. Рассто​яние от точки шоссе, ближайшей к вездеходу, до населенного пункта равно 45 км. По пересеченной местности вездеход двигается со скоростью 44 км/ч, а по шоссе — 55 км/ч. На каком расстоянии от населенного пункта вездеход должен выехать на шоссе, чтобы время движения было наименьшим?

9. Для расфасовки растворимого кофе используются металли​ческие банки цилиндрической формы объемом 126л см3. При каких размерах банки на ее изготовление потребуется наи​меньшее количество металла? (Расходами металла на швы можно пренебречь.)

10. Для упаковки печенья используются картонные коробки, имеющие форму прямоугольного параллелепипеда. Объем коробки 900 см3, ее высота 4 см. Какими должны быть раз​меры основания коробки, чтобы на ее изготовление потребо​валось наименьшее количество картона? (Расходами карто​на на швы при склеивании можно пренебречь.)

11. Для перевозки овощей требуется изготовить ящики без кры​шек, имеющие форму прямоугольного параллелепипеда. Объем каждого ящика 40,5 дм3, высота равна 2 дм. Какими должны быть размеры основания ящика, чтобы на его изго​товление потребовалось наименьшее количество материала?

12. При изготовлении консервной банки цилиндрической формы заданной вместимости V требуется металл двух видов: на бо​ковую поверхность — I сорта, на основания — II сорта, стои​мость которого в 2 раза меньше, чем стоимость I сорта. При каком отношении высоты банки к радиусу ее основания за​траты на металл будут наименьшими?

13. На изготовление бака заданного объема V требуется железо двух сортов: на боковые стенки и верхнее основание — желе​зо II сорта, на дно— I сорта, стоимость которого в 3 раза больше, чем стоимость II сорта. Бак имеет форму прямо​угольного параллелепипеда с квадратным основанием. При каком отношении высоты бака к стороне его основания за​траты на металл будут наименьшими?

14. Ученики отправляют выращенную ими на пришкольном уча​стке клубнику в детский сад в коробках, имеющих форму правильной четырехугольной призмы, периметр боковой гра​ни которой равен 72 см. Какими должны быть размеры ко​робки, чтобы ее вместимость была наибольшей?

15. При проектировании цеха по переработке плодоовощной продукции планируется строительство нескольких одинако​вых холодильных камер, каждая из которых имеет форму правильной четырехугольной призмы объемом 144 м3. Для об​лицовки боковых стенок камеры используется материал, це​на которого 15 тыс. р., для облицовки основания — 20 тыс. р. за 1 м2. При каких размерах холодильной камеры стои​мость ее облицовки будет наименьшей? 
16. Из трех резисторов составлена цепь. Найдите сопротивления резисторов, при которых сопротивление цепи будет наибольшим, если известно, что R1 : R2=3 : 5 при последовательном соединении этих резисторов сопротивле​ние цепи равно R. 
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Вариант 1. (30 минут.)
Рассматривают прямоугольные параллелепипеды с квадрат​ным основанием. Найдите зависимость V = V(x) объема паралле​лепипеда от х, если:
1. периметр боковой грани равен 10, х — сторона основания;
2. периметр боковой грани равен 10,  — высота паралле​лепипеда;
3. сумма площадей граней, за исключением верхней и одной боковой, равна 363, х — сторона основания;
4. длина диагонали параллелепипеда равна 12, а х — высота;
5. площадь сечения, проходящего через диагонали противо​положных боковых граней, равна [image: image390.png]


, х — сторона основания;
6. периметр боковой грани равен 2, х — половина площади полной поверхности.
(Не забудьте указать промежуток изменения аргумента xl)
Вариант 2. (50 минут.)
Найдите наибольшее и наименьшее значения функций на ука​занных промежутках.
7. у = х3 - Зх, -1,   5[image: image392.png]


0.  8. [image: image394.png]X—4x,0<x=25





9. [image: image396.png]



10. у = х4 - 4х3 + 6х2 - Ах - 9, 0≤ х ≤ 4.
11. у = х2 - 4х + 5 + |1 - х│, 0≤ х ≤ 6.
Вариант 3. (60 минут.)
12. Найдите наибольший объем параллелепипеда в задаче 2.
(Сравните с решением по формуле из задачи 1.)
13. Найдите наибольший объем параллелепипеда в задаче 5.
14. На графике функции [image: image398.png]


 найдите точку, ближайшую к точке (9,5; 0).
15. Найдите наименьшее значение суммы длин всех ребер прямоугольного параллелепипеда, площадь поверхности которо​го равна 208, а периметр одной из граней на 8 больше периметра другой грани.
Вариант 4. (30 минут.)
Выпуклый пятиугольник разбит на прямоугольник и равно​бедренный прямоугольный треугольник, которые имеют общую сторону, являющуюся гипотенузой треугольника. Найдите зави​симость S = S(x) площади полученного пятиугольника от х, если:
16. площадь прямоугольника равна 100, а x: — площадь тре​угольника;
17. катет треугольника равен 3, а х — площадь прямоугольника;
18. периметр пятиугольника равен 40, а х — общая сторона прямоугольника и треугольника;
19. длина диагонали прямоугольника 12, а х — сторона, пер​пендикулярная гипотенузе треугольника;
20. площадь треугольника равна 25, а х — диагональ прямо​угольника;
сторона, перпендикулярная гипотенузе треугольника, рав​на 2, 2х — угол
Вариант 5. (50 минут.)
Найдите наибольшее и наименьшее значения функций на ука​занных промежутках.
22. у = [image: image400.png]V2x+10-x, —5<x<3



.
[image: image466.png]1




_
   24. [image: image402.png]



25. у = х4 + 8х3 + 24х2 + 32х + 21, -3 ≤ х ≤ 0.
25. у = х2 + 6|х| + 5,  -2 ≤ х ≤ 3.
Вариант 6. (60 минут.)
Найдите наибольшую площадь пятиугольника в задаче 18.
27. Пятиугольник составлен из прямоугольника площади 16 и треугольника, как в задачах 16—21. Найдите наименьший периметр такого пятиугольника.
28. На графике функции у = х2 найдите точку, ближайшую к точке (0; 16,5) и лежащую во второй четверти.
29. Сумма площадей граней [image: image404.png]BBy C;CuAA BB



 прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1Dl равна 288, а периметр грани [image: image406.png]


B1C1Dl на 12 больше периметра грани [image: image408.png]AA:BB



. Найдите наибольшее значение объема такого параллелепипеда.
Вариант 5. (50 минут.)
Найдите наибольшее и наименьшее значения функций на ука​занных промежутках.
22. у = [image: image410.png]V2x+10-x, —5<x<3



.
_
   24. [image: image412.png]



25. у = х4 + 8х3 + 24х2 + 32х + 21, -3 ≤ х ≤ 0.
26. у = х2 + 6|х| + 5,  -2 ≤ х ≤ 3.
Вариант 6. (60 минут.)
Найдите наибольшую площадь пятиугольника в задаче 18.
30. Пятиугольник составлен из прямоугольника площади 16 и треугольника, как в задачах 16—21. Найдите наименьший периметр такого пятиугольника.
31. На графике функции у = х2 найдите точку, ближайшую к точке (0; 16,5) и лежащую во второй четверти.
32. Сумма площадей граней [image: image414.png]BBy C;CuAA BB



 прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1Dl равна 288, а периметр грани [image: image416.png]


B1C1Dl на 12 больше периметра грани [image: image418.png]AA:BB



. Найдите наибольшее значение объема такого параллелепипеда.
Решение задач.

 Вариант 1.
1.
Пусть у — высота параллелепипеда. Тогда
2х + 2у = 10, у = 5 - х > 0 и V = х2у = х(5 - х), 0 < х < 5. 

Ответ: V= х2(5 - х), 0< х < 5.
2.
Пусть у — сторона основания параллелепипеда. Тогда
2х + 2у = 10, у = 5 - х > 0 и V = у2х = (5 - х)2х, 0 < х < 5.
Ответ: V =(5 - х)2х, 0 < х < 5.
3.
Пусть у — высота параллелепипеда. Тогда
[image: image419.png]N 363 —
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[image: image420.png]= 0<x<V363=11V3





Ответ: [image: image422.png]L, 0<x<11V3





4.
Пусть у — сторона основания параллелепипеда. Тогда диагональ основания равна [image: image424.png]


, а диагональ параллелепипеда равна [image: image426.png]V2y? +x°



. Значит,
[image: image427.png]27 +xP=144, y= >0n




[image: image428.png]



Ответ:   V = 0,5х(144 - х2), 0 < х < 12.
5. Пусть у — высота параллелепипеда. Тогда диагональ боко​вой грани равна[image: image430.png]


, а площадь сечения [image: image432.png]- x/xT+y?



. Значит,[image: image434.png]



[image: image436.png]0<x<2+{3uV V48 —x%0<x <213




 
Ответ: [image: image438.png]V=xV48—x% 0<x <243




6. Пусть а — сторона основания, а b — высота параллелепи​педа. Тогда 2а + 2b = 2,  b = 1 - а > 0, 0 < а < 1. Кроме того,
2a2 + 4ab = 2х, а2 + 2а(1 - a) = х, a2 - 2а + х = 0, a1,2 = 1 ± [image: image440.png]1—x



. Так как а < 1, то а =[image: image442.png]


,  b = 1 - а = [image: image444.png]1—x



 , 0 < x < 1.

[image: image446.png]=a’h=(1-V1-x)?x/1—x



, 0 < х < 1.
Ответ: [image: image448.png]=(1-V1-x)%*V1-x



, 0 < х < 1.
Вариант 2.
7. у' = Зх2 - 3 = 3(x - l)(x + 1). Производная — квадратичная функция, ветви графика которой направлены вверх, нули — точки х = -1 и х = 1. На отрезке -1,5 ≤ х ≤ 0 лежит только х = -1. Вычис​ляем значения в найденной критической точке и в концах отрезка.
y(0) = 0, у(-1) = -1 + 3 = 2, у(-1,5) = (-1,5)3 + 3 ∙ 1,5 = 1,5(3 - 1,52) = 1,5 ∙ 0,75.
Ответ: 2 — наибольшее, а 0 — наименьшее значение.
  8. [image: image450.png]


 На промежутке 0 < х ≤ 25 — одна критическая точка х = 4. Если 0 < x < 4, то y’ < 0, а если 4 < х ≤ 25, то y’ > 0. Значит, на (0; 4] функция убывает, а на [4; 25] возра​стает, и х = 4 — точка минимума. Поэтому  yнаим. = у(4) = -4. Если 0 < x < 4, то y= х- 4[image: image452.png]


 = [image: image454.png]


([image: image456.png]


) < 0. Поэтому унаиб. = y(25) = 5.
Ответ: 5 — наибольшее, а 4 — наименьшее значение.
9. у(0) = 0, а если х > 0, то и у > 0. Значит, 0 — наименьшее значение.
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Так как [image: image459.png]3(x°+1)
e




и [image: image461.png]1+x>0



, то знак производной совпадает со знаком линейной функции у = 1 - х. В точке х = 1 произ​водная меняет свой знак с + на -. Значит, это точка максимума, yнаиб.= y(1)= 0,25.
Ответ: 0,25 — наибольшее, а 0 — наименьшее значение.
10.
у' = 4x3 – 12x2 + 12x - 4 = 4(х3 - Зх2 + Зх - 1) = 4(х - 1)3.
На отрезке 0 < х < 4 есть единственная критическая точка х = 1.
Вычисляем значения функции в ней и в концах отрезка:
y(0) = -9, у(1) = 1-4 + 6-4-9 = -10,

y(4) = 256 - 256 + 96 - 16 - 9 = 71.
Ответ: 71 — наибольшее, а -10 — наименьшее значение.
11.
1) Пусть 0 ≤ х ≤ 1. Тогда
у = х2 - 4х + 5 + |1 - х│ = х2 - 4х + 5 + 1 - х = х2 - 5х + 6.
Ветви параболы у = х2 - 5х + 6 направлены вверх, абсцисса вершины равна 2,5. Значит, при 0 < х < 1 наибольшее значение y(0) = 6, а наименьшее у(1) = 2.
2) Пусть 1 < л: < 6. Тогда
y = х2 - 4х + 5 + |1 - х│ = х2 - 4х + 5 + х - 1 = х2 - Зх + 4.
Ветви параболы у = х2 - Зх + 4 направлены вверх, абсцисса вершины равна 1,5. Значит, при 1 ≤ х ≤ 6 наименьшее значение равно у(1,5) = 1,75, а наибольшее значение равно большему из чисел y(1) = 2  и  y(6) = 22.
Ответ: 22 — наибольшее, а 1,75 — наименьшее значение.
Итак, если требуется с помощью производной найти наиболь​шее (наименьшее) значение функции у = у(х) на отрезке [a;b], то для начала стоит попробовать известный алгоритм: сравнить зна​чения у(а), у(b) и значения функции во всех ее критических точ​ках. Если такое сравнение технически затруднительно или если исследуемая функция рассматривается на интервале (а; Ъ), полу​интервале (а; b], луче [a; +∞) и т. п., то приходится находить знаки производной на промежутках вне критических точек и ис​следовать функцию на монотонность.В подавляющем числе текстовых задач на наибольшее (наи​меньшее) значение функции у = у(х) множественное число «кри​тические точки» не слишком уместно. Как правило, критиче​ская точка единственна, хотя, конечно, возможны и исключения. Наконец, подчеркну, что исследование квадратичной функции с помощью производной — вещь, как правило, совершенно излиш​няя: вполне хватает обычных сведений о поведении парабол.

3. Заключение.
Благодаря этой работе, я научился решать задачи на отыскание наименьших и наибольших значений функций. Я убедился, что подобные задачи не так сложны, если как следует изучить материал. Эти знания помогут мне со сдачей экзамена по математике, так же я помог моим одноклассникам понять эту тему. Я увлёкся этой темой и хочу узнать больше о них. Экстремальные задачи используются в самых различных сферах нашей жизни: транспорт, фабричное производство, судостроение и т. д.
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4. Варианты ЕГЭ прошлых лет. 
1.
В правильной треугольной призме расстояние от одной из сторон
основания до наиболее удаленной от этой стороны вершины призмы
равно d. При какой высоте призмы её объём будет наибольшим? Вычис​
лить этот объем.
2.
Длина диагонали  боковой   грани  правильной  шестиугольной
призмы равна d. Какова должна быть высота призмы, чтобы её объём
был наибольшим? Вычислить этот объем.
З.В правильную треугольную пирамиду со стороной основания а и высотой h вписан цилиндр. При какой высоте цилиндра его объём будет наибольшим? Вычислить этот объём.
6. Сфера радиусом г вписана в конус. При какой высоте конуса
площадь его боковой поверхности будет наименьшей? Вычислить эту
площадь.        
7. В правильной треугольной пирамиде, вписанной в сферу, рас​
стояние от центра сферы до боковой грани равно d, а боковое ребро в
два раза больше высоты основания. Между сферой и пирамидой распо​
ложен цилиндр, одно из оснований, которого лежит в плоскости боковой
грани, а окружность другого основания принадлежит сфере. Какой наи​
больший объем может иметь этот цилиндр?
1. В правильной треугольной призме расстояние от одной из сторон
основания до наиболее удаленной от этой стороны вершины призмы
равно d. При какой высоте призмы её объём будет наибольшим? Вычис​
лить этот объем.
2.
Длина диагонали  боковой   грани  правильной  шестиугольной
призмы равна d. Какова должна быть высота призмы, чтобы её объём
был наибольшим? Вычислить этот объем.
З.В правильную треугольную пирамиду со стороной основания а и высотой h вписан цилиндр. При какой высоте цилиндра его объём будет наибольшим? Вычислить этот объём.
8. Сфера радиусом г вписана в конус. При какой высоте конуса
площадь его боковой поверхности будет наименьшей? Вычислить эту
площадь.
9. В правильной треугольной пирамиде, вписанной в сферу, рас​
стояние от центра сферы до боковой грани равно d, а боковое ребро в
два раза больше высоты основания. Между сферой и пирамидой распо​
ложен цилиндр, одно из оснований, которого лежит в плоскости боковой
грани, а окружность другого основания принадлежит сфере. Какой наи​
больший объем может иметь этот цилиндр?
1.
В правильной треугольной призме расстояние от одной из сторон
основания до наиболее удаленной от этой стороны вершины призмы
равно d. При какой высоте призмы её объём будет наибольшим? Вычис​
лить этот объем.
2.
Длина диагонали  боковой   грани  правильной  шестиугольной
призмы равна d. Какова должна быть высота призмы, чтобы её объём
был наибольшим? Вычислить этот объем.
З.В правильную треугольную пирамиду со стороной основания а и высотой h вписан цилиндр. При какой высоте цилиндра его объём будет наибольшим? Вычислить этот объём.
10. Сфера радиусом г вписана в конус. При какой высоте конуса
площадь его боковой поверхности будет наименьшей? Вычислить эту
площадь.
11. В правильной треугольной пирамиде, вписанной в сферу, рас​
стояние от центра сферы до боковой грани равно d, а боковое ребро в
два раза больше высоты основания. Между сферой и пирамидой распо​
ложен цилиндр, одно из оснований, которого лежит в плоскости боковой
грани, а окружность другого основания принадлежит сфере. Какой наи​
больший объем может иметь этот цилиндр?
