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Введение

Модуль - одна из самых интересных и многогранных тем в математике. В школьной программе встречаются задания, содержащие модуль как задания повышенной сложности. Но на письменном экзамене за курс средней школы и  на экзаменах в форме ЕГЭ содержатся задания, содержащие знак абсолютной величины. И практически все вступительные экзамены в ВУЗы содержат задания с модулем – это уравнения, неравенства и графики.

  Следовательно, мы должны быть готовы к встрече с такими заданиями. Поэтому необходимо научиться решать уравнения, неравенства, системы уравнений и неравенств, содержащих переменную под знаком модуля. А мы знаем, что любое из этих заданий можно решить и графическим способом.

  Для построения графиков функций используем:

1. Определение модуля;

2. Четность функции f(x) = f(-х) т.е. график четной функции симметричен относительно оси ординат;

3. Узловые точки (точки, в которых значения переменной, при которых выражения, стоящие под знаком модуля, обращаются в нуль).

4. Метод интервалов.

5. Геометрическое преобразование графиков функции относительно координатных осей.

  Предлагаем вашему вниманию некоторые приемы и способы построения графиков функций, содержащих знак модуля видов: у = f(|x|), у = |f(x)|, ...

  Полученные графики на рисунках изображены сплошными линиями.

Глава 1. Построение графиков функции

Прежде всего, для построения графиков функции, аналитическая часть которых содержит знак абсолютной величины нужно знать определение модуля.

Приложения 1 и 2
1.1. Построение графика функции вида y=f(|x|)
Рассмотрим построение графика функции вида y=f(|x|). По определению модуля график этой функции состоит из двух графиков. График функции y=f(x) в правой полуплоскости и графика функции y=f(-x) в левой полуплоскости.

Функция y=f(|x|) – четная, так как |х|=|-х|, то f(x)=f(-x). График этой функции симметричен относительно оси ординат. 

Следовательно, достаточно построить график функции y=f(x) для положительных х, а затем достроить его левую часть, симметрично правой части относительно оси ординат.

Рассмотрим несколько примеров.

1. y=|x|
а) Строим график функции у=х для х ≥ 0; 

б) Строим для х < 0 часть графика, симметричную построенной относительно оси Оу.

Приложение 3.

2. у=2|х|-2 – линейная функция.

а) Строим прямую у=2х-2 для х≥0;
б) Отобразим симметрично относительно оси Оу

Приложение 4. 

3. у=1/4х2 -|х|-3 – квадратичная функция.

а) Строим параболу по всем правилам для х ≥ 0; 

б) Отобразим симметрично относительно оси ординат.

Приложение 5.

4. у=1/|х| - функция обратной пропорциональности.

Строим гиперболу для х > 0 и отразим симметрично оси Оу.

Приложение 6.

5. у=(|х|-2)/|х| - функция обратной пропорциональности.

Приложение 7.

6. у=
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 – степенная функция.

а) Строим ветвь параболы для x ≥ 0; 

б) Зеркально отражаем построенный график относительно оси ординат. 

Приложение 8.

7. у=sin|x| - тригонометрическая функция, графиком является синусоида.

Приложение 9.

8. y=tg|x| 
Приложение 10.

9. y=2|x| - показательная функция.

Приложение 11.

1.2. Построение графика функции вида  у=|f(x)|
Рассмотрим построение графика функции вида  у=|f(x)|. Чтобы построить график таких функций, надо сначала построить график функции y=f(x) для всех х из области определения, затем участки графика, лежащие выше оси абсцисс и на оси Ох, оставить без изменения, а участки, лежащие ниже оси абсцисс, зеркально отразить относительно оси Ох.

Таким образом, графики данных функций расположены только в верхней полуплоскости.

Примеры.

1. у=|х-3|
а) Строим прямую, график функции у=х-3;

б) Часть графика нижней полуплоскости отобразим симметрично относительно оси Ох.

Приложение 12. 


2. y=|x2-x-6|  Приложение 13
3. у=|х3|  Приложение 14
4. у=
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 или у=|1-х|  Приложение 15
5. у=|sinx|  Приложение 16
6. y=|tgx|  Приложение 17
1.3. Построение графика функции вида y=|f(|x|)|
Для построения графиков таких функций поступаем так:

  а) Строим график функции y=f(x) для x ≥ 0; 

  б) Отобразить построенную часть графика симметрично относительно оси  ординат;

  в) Участки полученного графика, лежащие ниже оси абсцисс, зеркально отразим относительно этой оси.

Таким образом, так как  у ≥ 0 график расположен только в верхней полуплоскости (рис.1).
Примеры.

1. y=|2|x|-3| - линейная функция
          а) Строим прямую y=2x-3 для х ≥ 0;

          б) Полученный график отразим зеркально относительно оси ординат;

          в) Участки нижней полуплоскости отразим симметрично оси Ох.

Приложение 18
2. y=|1-1/|x|| - функция обратной пропорциональности
Приложение 19
3. у=|х2-5|х|| - квадратичная функция
Приложение 20
4. у=||х3|-2| - степенная функция
Приложение 21
5. у=
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, у=||х|+2|  Приложение 22
6. у=|cos|x|| - синусоида
Приложение 23
1.4. Построение графика функции вида |у|=f(x) при f(x) ≥0
Рассмотрим построение графика функции вида |у|=f(x) при f(x) ≥0. По определению модуля у=-f(x) и y=f(x), где f(x)≥0.

Строго говоря, у=-f(x) и y=f(x) нельзя назвать функцией от х, так как каждому значению аргумента х соответствуют два значения «функции»: f(x) и –f (x).

Чтобы построить график данной функции, надо:

  а) Установить, для каких х выполняется условие f(x) ≥ 0;
  б) На найденных значениях х построить график функции у= f(x); 

  в) Осуществить зеркальное отражение графика относительно оси Ох.

Таким образом, графики таких функций расположены в верхней и нижней полуплоскостях (рис.2).
Примеры
1. |у|=1/2х+1 – линейная функция
Приложение 24
2. |у|=х2+1 – квадратичная функция
Приложение 25
3. |у|=sinx Приложение 26
4. |у|=tgx Приложение 27
1.5. Построение графика функции вида |y|=|f(x)׀
Так как у=±|f(x)|,график «функции» будет симметричен относительно оси абсцисс.

Значит, строим график функции у=|f(x)| по плану и отразим симметрично относительно оси Ох. 

Таким образом, график таких функций располагаем в верхней и нижней полуплоскостях (рис.3)
Примеры
1. |у|=|х| Приложение 28
2. |у|=|х2-2х| Приложение 29
3. |у|= 
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Приложение 30
4. |у|=6/|х| Приложение 31
5. |у|=|cosх| Приложение 32
6. |у|=|log|x|| Приложение 33
1.6. Построение графика функции вида y = |||x ­a| ­ b|­c|
Для построения графика таких функций, используем способ, связанный с геометрическим преобразованием графиков функции.
На рисунке 4 проиллюстрировано, как это можно сделать на примере функции y = |||x ­2| ­1| ­2|.

Укажем последовательность построения графика этой функции: 

а) y =|x|,  x=0. Графиком является «уголок».

б) y =|x-2|, x=2. «Уголок» движется вправо на два единичных отрезка. 

в) y =|x-2|-1, «уголок» опускается вниз вдоль оси Оy на один единичный отрезок.

г) y = ||x ­2| ­1, участки графика, лежащие ниже оси абсцисс, зеркально отражаем относительно оси Оx.

д) y = ||x ­2| ­1| ­2, весь график опускается вниз вдоль оси Оy на два единичных отрезка.

е) y = |||x ­2| ­1| ­2|, участки графика, лежащие ниже оси абсцисс, зеркально отражаем относительно оси Оx.

1.7. Построение графика функции вида y = |x – x1 | + |x – x2 | +…+ |x – xn |
Рассмотрим построение графиков функций вида y = |x – x1 | + |x – x2 | +…+ |x – xn |  на примере функции y = |x – 1| + |x - 2|. 
1) Найдем точки «перелома» или «узловые точки», т.е. значения переменной, при которых выражения, стоящие под знаком модуля, обращаются в нуль (x – 1=0, x - 2=0, x=1, x= 2).

2) Рассмотрим далее функцию на каждом из полученных промежутков. В данном примере их три: (-∞,1]; [1; 2]; [2;+∞).
а) x€[2;+∞). Так как оба слагаемых неотрицательны, то на этом промежутке  графиком функции будет прямая, выраженная уравнением y=2x-3.
б) x € [1; 2]. Первое слагаемое на данном промежутке неотрицательно, второе- отрицательно, и поэтому графиком будет прямая  y=1.

в) x€(-∞,1]. Оба слагаемых отрицательны , и поэтому графиком будет прямая y=-2x+3.
График функции изображен на рисунке 5.

Аналогично строим и график функции  y=|x – 1| + |x - 2|+|x – 3| + |x - 4|+|x – 5|.

(рис. 6).
1.8. Построение графика функции вида, аналитические выражения которых содержат знак модуля, выраженных неявно

Рассмотрим графики функций вида, аналитические выражения которых содержат знак модуля, выраженных неявно. 

Например, ||у|-|х||=2
По определению модуля |у|=±2+|х|
График можно построить различными способами. Один из способов дан на рисунке 7.

Укажем последовательность построения графика функции:

1) |у|=|х|-2  и     |у|=|х|+2 (построение по плану 1.5).

2) у=|х|-2,  у=|х|+2, у=-(|х|-2) и  у=-(|х|+2).

Существует и другой способ построения графика.

График данной функции симметричен как относительно оси Оx, так и относительно оси Оy. Поэтому строим его лишь для первой координатной четверти, а затем посредством двух зеркальных отражений получим график данной функции.
Графиком неявной функции |||х|-2|+|у|-2|=2 является линия на рисунке 8.

По определению абсолютной величины |х|-2|+|у|-2=±2, |у|=2-||х|-2|±2
Так как график «функции» симметричен относительно двух осей. Построим сначала для первой координатной четверти, т. е. при x≥0, y≥0, при этом уравнение «функции» примет вид |x - 2|+ y=4, |x - 2|+ y=0.

Уравнению |x - 2|+ y=0 удовлетворяет только одна пара значений x =2, y=0.

Рассмотрим первое уравнение: 

а) при о≤ x ≤ 2 и x-2≤ 0, тогда – x+2+ y=4, y= x+2;

б) при x >2, x-2 >0 и тогда x-2+ y=4, y= 6-x.

Строим графики полученных прямых в первой четверти. Далее осуществляем последовательное двукратное зеркальное отражение графиков относительно оси Оx , а затем оси Оy.

Глава 2. Применение рассматриваемых способов

 и методов построения графиков функций с модулем

        Существенной характеристикой числа является понятие его абсолютной величины (модуль). Это понятие широко применяется не только в различных разделах школьного курса математики, но и в курсе высшей математики, изучаемом в вузе. Например, в математическом анализе понятие абсолютной величины числа содержится в определениях таких основных понятий, как предел, ограниченная функция и другие.

         В теории приближенных вычислений используется понятие абсолютной погрешности.

         В механике, в геометрии изучается понятие вектора, одной из характеристик которого служит его длина (модуль вектора).

          Задачи, связанные с абсолютными величинами, часто встречаются на математических олимпиадах и на вступительных экзаменах в вузы.

Рассмотрим более сложные примеры неравенств с двумя переменными и их систем.
2.1. Решение уравнений с параметром и модулем

Задача из ЕГЭ (рис.9)

Рассмотрим графический способ решения уравнений. Графический способ особенно уместен, когда надо не решить уравнение, а указать сколько решений оно имеет в зависимости от параметра.

Пример 1. Сколько корней имеет уравнение ||x|­2|=а при различных значениях параметра а ? 

Построим график функции y=||x| ­2| в три этапа:

1) y=x ­2,

2) y=|x| ­2,
3)y=||x| ­2|.

При а= 0 прямая  y=а не пересекает график функции y=||x| ­2|.

Ответ: корней нет при а=0, два корня при а=0 и а=2, три корня при а=2, четыре корня при 0=а=2.

Пример 2. Рассмотрим более сложный пример: |x+2|=аx+1. 

Аналитический способ решения этой задачи приводит к достаточно длительным рассуждениям, так как много ветвлений. Графический способ здесь более удобен, он короче и красивее.

а) Построим графики функций y=|x +2| и y=аx +1. График первой функции получается сдвигом графика функции y=|x| на две единицы влево по оси абсцисс. Графиком второй функции является прямая, проходящая через точку с координатами (0; 1), угловой коэффициент которой равен а. Рассматривая график функции y=аx +1 при различных числовых значениях параметра а, получаем пучок прямых, проходящих через точку (0; 1).

       Если угловой коэффициент а (], (1), т. е. прямые проходят в области 1, то они пересекают правую ветвь (x=-2) графика функции y=|x +2| и уравнение имеет одно решение.

       Если а (-1;0,5), то прямые проходят в области 2, и графики функций пересекаются в двух точках, т. е. уравнение имеет два решения.  

        При а =(0,5; 1], прямые расположены в области 3. В этом случае графики не пересекаются, т. е. уравнение решения не имеет.

Ответ: при x(-1](1) {0,5} уравнение имеет одно решение;

                      при x=(-1;0,5) уравнение имеет два решения;

                      при x= (0,5;1) уравнение решений не имеет  (рис.10) 
2.2. Решение неравенств с модулем

Когда требуется дать геометрическую интерпретацию множества решений более сложного неравенства, содержащего одну или обе переменные под знаком модуля, воспользуемся определением модуля числа, освободимся от знака модуля. При этом неравенство заменяем равносильной ему совокупностью неравенств или систем неравенств, а множество точек координатной плоскости, задаваемое им, находим как объединение множеств точек, которые задают неравенства или системы неравенств, входящие в эту совокупность.

        Пример 1. На координатной плоскости отметить множество точек, для которых  |у|+|х|≤ 4.

Рассмотрим, что является графиком неравенства в каждой из четвертей. 

             В I четверти:  х+ у≤ 4, у≤ 4- х;

             во II четверти:  – х+ у≤ 4, у≤  х+4;                                          
             в III четверти:  – х- у≤ 4, у≥ -х-4;                                  

             в IV четверти:  х- у≤ 4, у≥ х-4.

Используя это получим рисунок 11.

       Пример 2. Выясним, что представляет собой множество точек плоскости, координаты которых удовлетворяют неравенству х2 +у2-4|х|-6|у|≤ 23.

Найдем сначала, какое множество точек задает на координатной плоскости неравенство х2 +у2-4х-6у≤ 23, принадлежащее первой координатной четверти.
         Неравенство (х-2)2 +(у-3)2 ≤36 задает круг с центром в точке (2; 3) и радиусом, равным 6. Отсюда получаем на координатной плоскости часть этого круга, расположенную в первом координатном углу.

          Аналогично находим, что неравенство  х2 +у2+4х-6у≤ 23 задает часть круга  с центром (-2; 3) и радиусом 6, принадлежащую второму координатному углу.

           Неравенство  х2 +у2+4х+6у≤ 23 задает часть круга с центром (-2;-3) и радиусом 6, принадлежащую третьему координатному углу.

           Неравенство  х2 +у2-4х+6у≤ 23 задает часть круга с центром (2;-3) и радиусом 6, принадлежащую четвертому координатному углу.

           Объединение множества точек, заданных этими четырьмя неравенствами, и представляет собой ту фигуру, которую задает на координатной плоскости неравенство х2 +у2-4|х|-6|у|≤ 23.

        На рисунке 12 эта фигура показана штриховкой.

        Заметим, что из неравенства  х2 +у2-4|х|-6|у|≤ 23 ясно, что заданная им фигура симметрична относительно каждой из осей координат. Поэтому, изобразив часть фигуры, расположенную в первом координатном углу, мы можем построить другую ее часть, расположенную во втором координатном углу, воспользовавшись симметрией центров окружностей относительно оси у. Последовательно используя симметрию относительно осей координат мы построим другие части фигуры.

Пример 3.  2|х-1|+|у|≤ 3.    Приложение 34.

2.3.Решение систем неравенств с модулем
Рассмотрим теперь системы, в которые входят неравенства с двумя переменными, содержащие переменные под знаком модуля. Если требуется дать геометрическую интерпретацию множества решений  более сложной системы, содержащей одну или обе переменные под знаком модуля, используя  определение модуля числа, освободимся от знака модуля, заменяя при этом систему равносильной ей системой или совокупностью систем неравенств.

         Пример 1. Выделим на координатной плоскости множество точек, которое задает система неравенств.  

а)   х2 +у2 ≤6|х|,(1)  Приложение 35

      у2  -|х|≥0.(2)

б)   х2 +у2 ≤9,(3)     Приложение 36

      |х|+|у|≥3,(4)

      у≥0,5 х2 .(5)

Выясняем какое множество точек задает на координатной плоскости каждое неравенство систем:

(1) –круги,

(2) –ветви параболы,

(3) –квадрат,

(4) –круг,

(5) –парабола.

Следовательно, множество точек, которое задает каждая система неравенств является пересечение множества точек (1) и (2); (3), (4) и (5).
Заключение



Таковы наиболее важные и интересные, с нашей точки зрения, типичные случаи функций, аналитическое выражение которых содержит знак абсолютной величины, и графики  которых надо строить на практике так:

1. Освободиться от знака модуля, используя его определение;

2. Находить критические («узловые», точки «перелома») точки, в которых, выражения, стоящие под знаком модуля, обращаются в нуль;

3. Разбить область допустимых значений переменной на промежутки, на каждом из которых выражения, стоящие под знаком модуля сохраняют знак;

4. На каждом из найденных промежутках строить график функции.

Как показывают результаты нашей исследовательской работы, применение знаний на практике по построению графиков функции, содержащих знак модуля, дает хорошую возможность сочетать «алгоритмический» подход с творческим поиском и анализом, что развивает все виды мышления.


Умение строить графики с модулем позволяют решать любые задачи, содержащие модули и параметры.

Рассмотрим одну из задач ЕГЭ:

Сколько корней имеет уравнение || х | - 2| = а при различных значениях параметра а.


Решим графически: у = || х | - 2| и у = а.

Графики изображены на рисунке 9.

Ответ: если а < 0, то корней нет;

                   если а = 0 и а > 2, то два корня;

                   если а = 2, то три корня;

                   при 0 < а < 2, то четыре корня.
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