Использование свойств функции при решении иррациональных уравнений.
Для изучения данной темы, потребуются основные определения:
· Зависимость переменной у от переменной х называется функцией, если каждому значению х соответствует единственное значение у.

· Все значения, которые принимает независимая переменная, образуют область определения функции; все значения, которые принимает зависимая переменная, образуют множество значений функции. 

· Функция f, заданная на множестве Х, называется чётной, если для любого х
[image: image87.png]


Х верно равенство f(х)=f(-х).

· Функция g , заданная на множестве Х, называется нечётной, если для любого х
[image: image2.wmf]Î

Х верно равенство g (-х)= - g (х).

· Функция f называется возрастающей на множестве Х, если большему значению аргумента из этого множества соответствует большее значение функции.

· Функция f называется убывающей на множестве Х, если большему значению аргумента из этого множества соответствует меньшее значение функции.

· Функция f, называется ограниченной на множестве Х, если существует такое число с>0, что для любого значения аргумента х
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Х выполняется равенство 
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1. Область определения функции.

Решение уравнений с использованием свойств функции: области определения, ограниченности, чётности, монотонности.

Пример 1 Решите уравнение
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Решение: В области определения данного уравнения должны одновременно выполняться неравенства 
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 что возможно только при 
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 Проверкой убеждаемся, что это – корень.
        Ответ:2



Пример 2. Решить уравнение
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[image: image1.wmf]Î



Решение: О.Д.З.
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Проверкой убеждаемся, что 
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 корень уравнения
Ответ: 1

2. Ограниченность функций.

                  Пример 3  Имеет ли корни уравнение 
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Решение: Основная идея – аналитическое обоснование рисунка. Перепишем уравнение в виде 
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 и нарисуем                                                                                                             графики левой и правой частей 
у
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Разобьём область определения корня на две части:

[image: image21.wmf]х
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1) При 
[image: image23.wmf]х
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<3 левая часть последнего уравнения неотрицательна, а правая – отрицательна, значит, решений нет.

2) При 
[image: image24.wmf]3

³

х

 левая часть не меньше 
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    То есть не больше 1. Решений нет опять.

Ответ: не имеет


Пример 4. Решите уравнение
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Решение: Перепишем уравнение:
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       Пусть t
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 Наибольшее  значение подкоренного выражения достигается при 
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 Наименьшее значение правой части исходного уравнения достигается также при 
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 и тоже равно 4. При 
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 левая часть (когда она уже существует) меньше правой.

Ответ:-1

И, ещё один пример, в решении которого мы воспользуемся свойством суммы двух взаимно обратных  положительных чисел: 
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 , причём равенство достигается лишь при 
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Пример 5 Решите уравнение
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Решение: Пусть t = 
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 EMBED Equation.3  [image: image41.wmf]>0. Левая часть уравнения, равна 
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Поэтому равенство возможно только при 
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. Проверкой убеждаемся, что 
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 - корень уравнения.
           Ответ:2
3. Монотонность функций.
   
Пример 6.  Решите уравнение
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 Решение: Это уравнение можно попытаться решить возведением в квадрат (трижды!). Однако при этом, во-первых, получиться уравнение четвёртой степени и, во-вторых, его коэффициенты будут ужасны. Попробуем угадать корень. Это сделать нетрудно: х=1. Теперь заметим, что левая часть уравнения – возрастающая функция, а правая убывающая. Но, это значит, что больше одного корня такое уравнение иметь не может. Итак, х = 1 – единственный корень уравнения.
            Ответ: 1

Вообще в случае (это относиться не только к иррациональным уравнениям), если уравнение имеет вид         f (х) = 0, где f (х) возрастает (убывает), или f (х)=g(х), где функции f (х) и g(х) «встречно монотонны», т.е. f (х) возрастает, а g(х) убывает, то такое уравнение имеет не более одного корня. Если вам удалось заменить это или привести уравнение к такому виду и если вы сможете угадать корень, то он и будет решением данного уравнения. 

И ещё один любопытный пример.

Пример 7.  Решите уравнение
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Здесь после освобождения от радикалов получиться полное уравнение 4-й степени, так что поищем какой – нибудь другой путь решения.


Решение: Пусть f (х)=
[image: image50.wmf]х
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. Наше уравнение имеет вид
                   f (f (х))=х.                                                                    (**)
Заметим, что функция f (х) возрастающая, и докажем, что уравнение (**) равносильно уравнению   f (х)=х                 (***)

Для этого заметим, что всякий корень уравнения (***) есть корень уравнения (**). Пусть х0 – корень уравнения (**), причём f (х)
[image: image51.wmf]0
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. Тогда либо f (х0)>0, но при этом 


 f (f (х0)) = х0 > f (х0), противоречие; либо f (х0)<х0 , но в этом случае х0 = f (f (х0)) < f (х0), т.е. х0< f (х0), что также невозможно. Утверждение доказано. Чтобы завершить решение, достаточно решить уравнение х=
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            Ответ: 
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Пример 8.  Решите уравнение
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Решение: Запишем данное уравнение в виде 
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Покажем, что левая и правая части представляют собой взаимно – обратные функции.

  Пусть f(х) = (х – 1)3 – 5, тогда (х – 1)3= f(х)+ 5;

            х – 1 = 
[image: image56.wmf]3

,

5

)

(

+

х

f

 или х = 
[image: image57.wmf]3

,

5

)

(

+

х

f

+1, т.е. g(х)= 
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Таким образом, имеем f (х)=g(х),
Так как f (х) является монотонно возрастающей функцией, то f (х)=х, так как известно, что, «если функция f (х) возрастает, то уравнения         f (х)=g(х), и  f (х)=х – равносильны». В этом и заключается идея решения.
Итак, 
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Заметим, что х = 3 – корень уравнения, т.е. 
[image: image62.wmf],

0

)

3

(

2

)

3

(

2

=

-

+

-

х

х

х

 или 
[image: image63.wmf]0

)

2

)(

3

(

2

=

+

-

х

х

, откуда х = 3.


Уравнение 
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 не имеет действительных корней, т. к. 
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Ответ:  3
4. Чётность и монотонность функции.


Пример 9.  Решите уравнение
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       а)   
 Рассмотрим функцию f(t) = t(
[image: image68.wmf])
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              Д(f) = R.  т.к. f(-t)= - f(t), то функция у = f(t)- нечётная.
       б)    
f 
[image: image69.wmf]/
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, на всей области определения. Значит , функция f(t)

              возрастающая.



f(х – 1)=(х - 1)(
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f(2х)= 2х(
[image: image72.wmf])
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f(х – 1)= - f(2х), т. к. у = f(х) – нечётная,


f(х – 1)=  f(-2х), т. е. х – 1 = - 2х; х=
[image: image73.wmf]3
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Ответ:  
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Уравнения для самостоятельного решения.
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