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 I. КОЕ-ЧТО ИЗ ПРОШЛОГО ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

    Ещё первобытный вождь понимал, что у десятка охотников вероятность поразить копьём зубра гораздо больше, чем у одного. Поэтому и охотились тогда коллективно.
   Неосновательно было бы думать, что такие древние полководцы, как Александр Македонский или Дмитрий Донской, готовясь к сражению, уповали только на доблесть и искусство воинов.

   Несомненно, они на основании наблюдений и опыта военного руководства умели как- то оценить вероятность своего возращения со щитом или на щите, знали, когда принимать бой, когда уклоняться от него. 
    Они не были рабами случая, но вместе с тем они были ещё  очень далеки от теории вероятностей.

   Позднее, с опытом, человек всё чаще стал взвешивать случайные события, классифицировать их исходы как невозможные, возможные и достоверные. Он заметил, что случайностями не так уж редко управляют  объективные закономерности. Вот  простейший опыт - подбрасывают монету. Выпадение герба или цифры, конечно, чисто случайное явление. Но при многократном подбрасывании обычной монеты можно заметить, что появление герба происходит примерно в половине случаев.
    Кто и когда впервые проделал опыт с монетой, неизвестно. Французский естествоиспытатель Ж.Л.Л. Бюффон(1707 - 1788) в восемнадцатом столетии 4040 раз подбрасывал монету – герб выпал 2048 раз. Математик К. Пирсон в начале нынешнего столетия подбрасывал её 24000 раз – герб выпал 12012 раз. Лет 20 назад американские экспериментаторы повторили опыт. При 10000 подбрасываний герб выпал 4979 раз. Значит, результаты бросаний монеты, хотя каждое из них и является случайным событием, при неоднократном повторении подвластны объективному закону.
   Рассмотрим другой, более сложный пример – эксперимент с так называемой доской Гальтона. 
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    Доска размещена вертикально. Из верхнего резервуара стальные шарики катятся (на отдельных участках падают) вниз и накапливаются в нижних гнёздах. Каждый шарик, встретив на своём пути очередном препятствие, отклоняется или влево или вправо, а затем падает вниз. Шарик, конечно, может попасть в любое из гнёзд. Между тем правильное расположение шариков ( симметричное , при котором в центральных гнёздах их много, а в крайних мало), повторяющее от эксперимента к эксперименту, убедительно свидетельствует о существовании объективного закона их распределения.

   Итак, случайности могут подчиняться относительно простым и более сложным закономерностям. Но, спрашивается, где же математика, где математические задачи?
    Наиболее интересные для начинающих задачи теории вероятностей возникли в области азартных игр. Этому, по– видимому, способствовало наличие таких «наглядных пособий», как монета или игральная кость. Формированию основ теории вероятностей  способствовали также выяснение длительности жизни, подсчет населения, практика страхования. Мы начнём, естественно, с простых задач. 

    К азартным играм относили бросание шестигранных игральных костей.
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     Слово «азар»  по – арабски означает « трудный» Так, арабы называли азартной игрой комбинацию очков, которая при бросании нескольких костей могла появиться лишь единственным способом. Например, при бросании двух костей трудным («азар») считалось появление в сумме двух или двенадцати очков.

   В 1494 году итальянский математик  Л. Пачиоли (1454 – 1514) опубликовал энциклопедический труд по математике, где разбирал  следующую ситуацию.
   Два игрока договорились играть в кости до момента, когда одному из них удаться выиграть m партий. Но игра была прервана после того, как первый выиграл a (a<m),  а второй b (b<m) партий. Как справедливо разделить ставку?
    Сам Пачиоли верного решения не нашел. Он предлагал разделить ставку в отношении a:b, не учитывая числа партий, которые нужно ещё выиграть, чтобы получить свою ставку.
Спустя без малого 50 лет другой итальянский математик Д. Кардано (1501–  1576) поверг рассуждения Пачиоли справедливой критике, но и сам предложил ошибочное решение.
      Прошло ещё 100 с лишнем лет, и в 1654 году задача была наконец решена в ходе переписки между двумя выдающимися французскими математиками Б. Паскалем (1623- 1662) и П. Ферма (1601- 1665).

     Посмотрим, как решил Б. Паскаль задачу в случае m=3,a=2 и b=1.

     Допустим, что игра прервана, когда у игрока А две выигранные партии, а у игрока В одна. Как делить ставку пока неясно. Но всё упростилось бы, если бы игроки сыграли ещё одну партию. В самом деле: 

1) если эту партию выигрывает игрок А, то он как набравший заветное число m=3 выигрышей получает всю ставку;

2) если партию выиграет игрок в, то справедливо разделить всю ставку пополам, так как у каждого по две выигрышные партии. 

Возможности у каждого из этих исходов одинаковы.

Таким образом, А может выиграть всю ставку или 1/2ставки, т.е. в  среднем
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      ставки.

    У В возможности поскромнее: он может или ничего не выиграть, или выиграть 1/2ставки, т.е. в среднем
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ставки. Поэтому ставка должна быть разделена в отношении 3:1(а не 2:1, как предлагал Пачиоли).

  Здесь мы сталкиваемся впервые с математическим ожиданием случайной величины. О том, что это такое, рассказывается в конце книги.

  В 1718 году в Лондоне вышла в свет книга со странным по тем временам названием «Учение о случаях». Её автор - французский математик А. Муавр   ( 1667- 1754). Самое  большое его достижение – открытие  закономерности, которая очень часто наблюдается в случайных явлениях. Он впервые заметил и теоретически обосновал роль  распределения, которое позднее было названо нормальным. А.Муавру также принадлежит слава введения понятия независимости событий, открытия теоремы умножения вероятностей.

   Муавр измерил рост у 1375 случайно выбранных женщин. Результат схематически изображен на рисунке. Колоколообразная кривая, которая приближенно « накрывает» диаграмму распределения роста, похожа на смещенный направо график функции

                            у =
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       где                  

                             e=lim (1+ 1/n) n= 2,71828…
  Закон нормального распределения имеет важное практическое значение. Оказывается, что так распределяется скорость газовых молекул, вес новорожденных и много других случайных событий физической и биологической природы.

   Впервые основы теории вероятностей были изложены последовательно французским математиком П. Лапласом(1749- 1827) в книге « Аналитическая теория вероятностей».
  В предисловии автор писал: « Замечательно, что наука, которая началась с рассмотрения азартных игр, обещает стать наиболее важным объектом человеческого знания…Ведь по большей части важнейшие жизненные вопросы являются на самом деле лишь задачами теории вероятностей».

   П. Лаплас не мог предусмотреть, что пройдёт несколько десятилетий и интерес к теории вероятностей снизится. А так на деле и случилось. Во второй половине XIX века и  в начале XX века некоторые математики перестали  интересоваться теорией вероятностей как математической дисциплиной.

  Чем объясняется такое   безразличие некоторых математиков к теории вероятностей? Причин много. Но здесь мы раскроем только некоторые.
    Вероятность события была определена Лапласом так:

                                        P(A)= 
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где n- общее число равновозможных событий, а m-число тех событий, когда происходит нужный исход («благоприятствующее событие»). Например, пусть следует вычислить вероятность события  А - «при бросании двух костей выпало 8 очков».

  При бросании двух костей могут получиться следующие равновозможные результаты:
	   I     II
	     I   II
	   I    II
	    I   II
	    I    II
	   I   II

	  1      1
	    2    1
	   3   1
	    4   1
	    5     1
	   6   1

	  1      2
	    2    2
	   3   2
	    4   2
	    5     2
	   6   2

	  1      3
	    2    3
	   3   3
	    4   3
	    5    3
	   6   3

	  1      4
	    2    4
	   3   4
	    4   4
	    5    4
	   6   4

	  1      5
	    2    5
	   3   5
	    4   5
	    5    5
	   6   5

	  1      6
	    2    6
	   3   6
	    4   6
	    5    6
	   6   6


       Как видно, всего возможных вариантов 36. Специально выделяют те случаи, когда произошло событие А.Таких случаев 5- все они равновозможны. Если договориться вероятность события  А  обозначать Р(А), то, следуя Лапласу, будем иметь:
                                         Р (А)=
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Кажется, что все в порядке - к лапласовскому определению вероятности события никак не придраться. Но вот вопрос: когда и какие случайные события можно считать равновозможными?

  Рождается ребёнок. Мальчик или девочка, кажется, равновозможные события (одно из двух, как и при бросании монеты). Но оказывается, что статистика рождений не вполне согласуется с нашим «кажется».

  Она может быть, например, такой:

	
	Год
	Число родившихся детей
	Число родившихся мальчиков
	Число родившихся девочек
	Частота рождения мальчиков

	Польша
	1927
	958 733
	496 544
	462 189
	0, 518

	Швеция
	1935
	88 273
	45 682
	42 591
	0, 517


   Если в разное время в разных странах мальчиков рождается больше, чем девочек, значит, вероятности   рождения мальчика или девочки неодинаковы: вероятность события « родился мальчик» больше 1/2 .
     Вспомним о подбрасывании монеты. Откуда у нас уверенность, что вероятность выпадения герба равна ½?
    Факты, обнаруживающие, что объективная реальность необязательно совпадает с человеческим «кажется», послужили причиной сомнений и правомерности понятия « равновозможные события», Возникла потребность «перепроверять» вероятности, которые вычислялись по лапласовской формуле Р (А)=
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, экспериментами. 

    Эта «перепроверка» привела к следующей статистической оценке возможности появления события. Пусть в результате некоторого  опыта может произойти или не произойти событие А.В ходе l опытов событие А произошло  k раз. Тогда частотой события   А  называется

                               Рl {А}=
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  За вероятность события  А принимается постоянная величина, около которой группируются наблюдаемые значения частоты. Это определение вероятности называют статистическим.

   В 1846 году Петербургская академия наук издала книгу В.Я Буняковского (1804- 1889) под названием «Основания математической теории вероятностей». Это был первый русский  учебник вероятностей. По нему учился выдающийся русский математик П.Л.Чебышев (1821- 1894). Хотя он по теории вероятностей написал не так уж  много трудов, но все они сохраняют первостепенное значение вплоть до наших дней. Так называемое неравенство П.Л. Чебышева на веки веков вошло в сокровищницу математической науки.

   Ученик П.Л.Чебышева А.А.Марков (1856- 1922) развил труды своего учителя. Ему принадлежит слава открывателя важной области применения теории вероятностей – теории вероятностных, или стохастических, процессов.
   Наследие русских математиков получило развитие в работах советских математиков Е.Е.Слуцкого(1880-1948),С.Н.Бернштейна(1880-1968), А.Я.Хинчина (1894- 1959), Ю.В. Линкина (1904-  1972) и особенно академика А.Н.Колмогорова (1903-1987).Созданная А.Н.Колмогоровым советская школа теории вероятностей, среди представителей которой следовало бы отметить академика АН  СССР  Ю.В.Прохорова, академика АН  Украинской ССР Б.В. Гнеденко, академика АН  Узбекской ССР С.Х. Сираждинова, академиков АН  Литовской ССР   И. П. Кубилюса и В.А. Статулявичуса, профессоров А.А. Боровкова, В.Н.Золотарёва, Ю.А. Розанова, В.С. Королюка, А.Н. Ширяева, И.Н. Коваленко, В.И. Романовского и многих других , завоевала всеобщее признание и сегодня занимает ведущие позиции в мировой науке.
                     II.СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ
    1. Невозможные, достоверные и случайные события
   В жизни под событием понимают любое явление, которое происходит или не происходит. Событиями являются и результаты испытаний (опытов), наблюдений и измерений. Все события можно подразделить на невозможные, достоверные и случайные.
  Невозможным называют событие, которое в данных условиях произойти не может. 

    Приведём примеры невозможных событий:

     1)вода в реке замёрзла при температуре +25оС;

     2) при бросании игральной кости (т.е. кубика, на гранях которого отмечены очки от 1 до 6) появилось 7 очков.

   Достоверным называют событие, которое в данных условиях обязательно произойдёт.

   Например, достоверными являются события:

     1)после четверга наступила пятница;
     2)при бросании игральной кости выпало число очков, меньше семи.

   Случайным называют событие, которое в данных условиях может произойти, а может  и не произойти.

  Случайными являются, например, следующие события:

1) при телефонном звонке абонент оказался занят;

2) при бросании игральной кости выпало 2 очка.
 2.Совместные и несовместные события

  Два события, которые в данных условиях могут происходить одновременно, называют совместными, а те, которые  не могут происходить одновременно,- несовместными.

   Например, события «пошёл дождь» и «наступило утро» являются совместными. А события « наступило утро» и «наступила ночь»- несовместными. 

    Задача. Среди событий, связанных с одним бросанием игральной кости: 1)выпало 2 очка; 2) выпало 5 очков; 3) выпало более 2 очков; 4) выпало число очков, кратное двум,- найти пары совместных и пары несовместных событий.

   Решение. Число всевозможных  пар событий, составленных из четырёх имеющихся, равно 6. Из них совместными будут три пары: 1-е и 4-е( число 2 четное);  2-е и 3-е(5 очков больше, чем 2); 3-е и 4-е ( например, 4 очка). Несовместными будут события: 1-е и 2-е ( одновременно не могут выпасть 2 разных числа); 1-е и 3-е ( более 2 очков, т.е. 3, 4, 5 или 6 одновременно с 2 очками появиться не могут); 2-е и 4-е ( число не кратно 2).

3.Равновозможные события

   Рассмотрим группы событий:

1) «появление орла» и « появление решки» при одном бросании монеты;

2)»появление 1 очка», «появление 2 очков»,… «появление 6 очков» при одном бросании игральной кости;

3) «падение бутерброда маслом вверх» и «падение бутерброда маслом вниз»;

4) «изъятие из набора домино дубля» и «изъятие из набора домино костяшки с разными очками».

   В примерах 1 и 2 нет оснований полагать, что в наступлении одного из событий есть какое- то преимущество (если монета и кубик правильные). Такие события называют равновозможным. Часто равновозможность событий удаётся установить из соображений симметрии.
  Примеры 3 и 4 демонстрируют образцы неравновозможных  событий. Действительно, бутерброд чаще падает маслом вниз из-за того, что  после намазывая хлеба маслом центр тяжести бутерброда смещается из центра его симметрии в сторону слоя масла. Дублей в наборе домино  всего 7, а остальных костяшек 21.

     4. Вероятность события
  Встречаясь в жизни с различными событиями, мы часто оценку степени их достоверности. При этом произносим, например, такие слова:

  « Это невероятно!»- говорим о невозможном событии, например о том, что вода в холодильнике закипела.

   «Маловероятно, что сегодня будет дождь», - говорим, глядя на безоблачное небо летним утром.

   «Наверняка это случится!», «Я уверен, что это произойдет!» - говорим, например, о предполагаемой двойке за контрольную работу, если изучаемая тема не была усвоена.

   «Шансы равны», « Один к одному» или « Шансы пятьдесят на пятьдесят»- говорим, например, о возможности победы в соревнованиях двух одинаково подготовленных спортсменов или когда делаем ставку на орла или решку при подбрасывании монеты.
   Вопрос о возможности измерения степени достоверности наступления какого-либо события задавали себе еще в ХVII в. Французские ученые Блез Паскаль(1623-1662) и Пьер Ферма (1601-1665).  Наблюдая за игрой в кости, паскаль высказал идею измерения степени уверенности в выигрыше( шансы выигрыша) некоторым числом. Действительно, рассуждал паскаль, когда игрок бросает игральную кость, он не знает, какое из чисел1,2,3,4,5 и 6 имеет одинаковую долю успеха(равные шансы) в своем появлении. Игрок также знает, что появление одного из этих чисел в каждом испытании(броске)- событие достоверное. Если принять возможность наступления достоверного события за 1, то возможность появления, например, шестерки (равно как и любого другого числа очков ) в 6 раз меньше, т.е.  равна 1/6. 

    Долю успеха того или иного события математики стали называть вероятностью этого события и обозначать буквой Р (по первой букве латинского слова probabilitas - вероятность).
    Если буквой А обозначить событие « выпало 6 очков» при одном бросании игральной кости, то вероятность события А обозначают Р(А) и записывают Р(А)=1/6 (читается: « Пэ от А равно одной шестой» или «Вероятность события А равна одной шестой.).
        Задача 1. Поверхность рулетки разделена диаметрами на 4 равные части. Найти вероятность того, что раскрученная стрелка рулетки остановится на секторе 3.

Так как площади секторов поверхности рулетки одинаковы, то в одном испытании с раскручиванием стрелки существуют 4 равновозможных события( исхода испытания): она остановится :

1) на секторе 1;

2) на секторе 2;

3) на секторе 3;

4) на секторе 4.

   Достоверное событие- « стрелка остановится на каком-либо из секторов». Вероятность наступления достоверного события равна 1, а вероятность события А- «стрелка остановится на секторе 3», в 4 раза меньше, т.е. Р(А)=1/4.

    Ответ: ¼.
  Помимо рассмотренных выше элементарных событий, можно изучать и более сложные события. Например, такие: «выпадение четного числа очков ( 2, 4 или 6) при одном бросании игральной кости»; «остановка стрелки рулетки не на секторе 2» и т.д.
   Рассмотрим событие А – «выпало четное число очков», в результате одного бросания игральной кости. Это событие наступает в 3 случаях ( исходах)- когда выпадает или  2, или 4, или 6 очков. Говорят, что это благоприятствующие событию А исходы. Поскольку 3 благоприятствующих исхода составляют половину от всех возможных исходов испытания( их 6), то вероятность события А равна:

Р(А)=3/6=1/2.

  Если в некотором  испытании существуют n равновозможных попарно несовместных исхода и m из них благоприятствуют событию А, то вероятность наступления события А называют соотношение m/n и записывают  
  Р(А)=m/n.

    Задача 2. Найти вероятность появления при одном  бросании игральной кости числа очков, большего 4.

    Событию А- «появлению числа очков, большего4», благоприятствуют 2 исхода ( появление 5 и появление 6 очков), т.е. m =6, поэтому Р(А)=m/n=2/6=1/3.  Ответ:1/3.
   Задача 3.  Поверхность рулетки разделена на 8  равных секторов. Найти вероятность того, что после раскручивания стрелка рулетки остановится на закрашенной части рулетки.
   Существует 8 равновозможных исходов испытания: стрелка остановится на секторе 1, на секторе 2,…, на секторе 8, т.е. n=8. В закрашенную часть рулетки попадают 3 сектора (4, 5 и 6-й), т.е. число благоприятствующих исходов m=3. Тогда Р(А)=m/n=3/8. Ответ: 3/8.
  О вероятностях наступления достоверных, невозможных и случайных событий на основании формулы(1) можно рассуждать следующим образом:
  Если событие А достоверное, то ему благоприятствуют все возможные исходы испытания, т.е. m=n. Тогда Р(А)=m/n=1.
  Если событие А невозможное, то не существует исходов, благоприятствующих его появлению, т.е. m=0. Тогда Р(А)=0/n=0.

  Если событие А случайное, то число m  благоприятствующих его появлению исходов удовлетворяет условию 0<m<n. Тогда 0<Р(А)=m/n<1.

  Таким образом, для вероятности Р(А) любого события А справедливы неравенства  0 
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  Р(А)  
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 III.Комбинаторика-наука о подсчете числа комбинаций.
    Комбинаторикой называется область математики, в которой изучаются вопросы о том, сколько различных комбинаций, подчиненных тем или иным условиям, можно составить из элементов, принадлежащих заданному множеству. Иногда комбинаторику рассматривают как введение в теорию вероятностей, поскольку методы комбинаторики очень помогают в теории вероятностей осуществить подсчет числа возможных исходов благоприятных исходов в разных конкретных случаях.

      В теории вероятностей принято говорить не о комбинациях, а о выборах. Поэтому мы будем придерживаться термина «выборка». 

      В комбинаторике рассматриваются виды выборок – перестановки, размещения, сочетания. Как увидим дальше, выборки могут в отличие от множеств включать повторно тот или иной элемент. 

1. Общие правила комбинаторики.

      Рассмотрим два общих правила, с помощью которых решается большинство задач комбинаторики, - правило суммы и правило произведения.

       Допустим, в ящике имеется n разноцветных шариков. Произвольным образом вынимаем один шарик. Сколькими способами можно это сделать? Конечно, n. Теперь эти n шариков распределены по двум ящикам: в первом – m шариков, во втором – k. Произвольными способами можно это сделать? Из первого ящика шарик можно вынуть m разными способами, из второго – k разными способами. Всего n = m + k способами.

       Если некоторый объект А можно выбрать m способами, а объект В – k способами (не такими, как А), то объект «либо А, либо В» можно выбрать m + k способами.

       Это так называемое правило суммы.

       Перейдем к правилу произведений. Рассмотрим следующую задачу.

       Задача. Сколько можно записать двухзначных чисел в десятичной системе счисления?

        Поскольку число двузначное, число десятков может принимать одно из девяти значений: 1,2,3,4,5,6,7,8,9. Число единиц может принимать те же значения и может, кроме того, быть равным нулю.

        Если цифра десятков 1, цифра единиц может быть 0,1,2, … - всего 10 значений. Если цифра десятков – 2, то вновь цифра единиц может быть равна 0,1,2, … . Всего получаем 90 двузначных чисел.

         Обобщим полученный результат. Пусть данное множество из n = m + k  элементов разбито на два подмножества, состоящие соответственно из m и k элементов. Пусть из подмножества, содержащего m элементов, выбирается один элемент и независимо из подмножества, содержащего k  элементов, выбирается один элемент. Спрашивается, сколько различных пар элементов при этом образуется?

         Ответ на поставленный вопрос дает таблица.

                                                                                                              m строк
a1b1; a1b2; a1b3; …; a1bk

a2b1; a2b2; a2b3; …; a2bk
…………………….

amb1; amb2; amb3; …; ambk

k пар в каждой строке.

        Таким образом, если общее число всевозможных пар обозначим  N, то 

N = mk.

         Сформулируем теперь правило произведений.

         Если объект А можно выбрать т способами, а после каждого такого выбора другой объект В можно выбрать (независимо от выбора объекта А) k способами, то пары объектов А и В можно выбрать mk способами.

2.Выборки элементов

        Пусть имеем некоторое множество из n элементов  a1, a2, a3, …, an. Из этого множества можно образовать разные выборки, каждая  из которых имеет r элементов

(0 < r  ≤ n).

         Выборки могут быть упорядоченными – размещениями. Например, из элементов a, b и с можно образовать такие выборки – размещения по 2 элемента:

ab,     ba,     ca,

ac,     bc,     cb.

         Этих выборок 6, и они  одна от другой отличаются либо элементами, либо их порядком.

         Попробуем из 4 элементов a, b, c и d образовать подобные выборки по 3. Вот они:

                                                    abc,     bac,        cab,     dab,

                                                    abd,     bad,        cba,     dba,
                                  acb,     bca,        cad,      dac,
                                  adb,     bda,        cda,     dca,
                                  acd,     bcd,        cbd,     dbc,
                                  adc,     bdc,        cdb,     dcb.

Всего 24 выборки. В обоих примерах мы имеем дело с выборками, которые называются размещениями. В первом случае мы имеем дело с размещениями из 3 элементов по 2, во втором – из 4 по 3.

             Размещениями из п элементов по т называются такие выборки, которые, имея по т элементов, выбранных из числа данных п элементов, отличаются одна от другой либо составом  элементов, либо порядком их расположения.

          Числом размещений из п элементов по  т договоримся обозначать  Аnm. Попробуем определить это число. 

           Пусть имеем п элементов. Первый элемент можно выбрать п способами. Второй приходится выбирать из оставшихся  п-1 элементов, поэтому второй элемент можно выбрать п-1способом. Тогда по формуле N = mk Пары двух элементов можно образовать п(п-1) способами. Третий элемент придется отбирать из числа оставшихся п- 2 элементов. Это можно сделать  п- 2 способами. Тогда опять по формуле N = mk тройки элементов можно образовать п(п-1)(п-2) способами. Аналогично четверки можно образовать п(п-1)(п-2)(п-3) способами, а размещения по т элементов п(п-1)(п-2)…(п - (т  - 1)) способами. Таким образом,

Аnm =  п(п-1)(п-2)…(п - т  + 1)

            С помощью этой формулы решим следующую задачу.

             Задача.  Допустим, в высшей лиге по футболу 18 команд. Борьба идет за золотые, серебряные и бронзовые медали. Скольким способами медали могут быть распределены между командами?

              Ясно, что нужно найти число размещений А183. Тогда по формуле получим

А183 = 18 ·  17 · 16 = 4896.

             Если кто-то вначале сезона, не зная, как укомплектованы и подготовлены команды, ручается, что золотые медали будут у киевских динамовцев, серебряные – у араратовцев, а бронзовые – у московских спартаковцев, то он смельчак – называет одну комбинацию из 4896 возможных.  (Возможны случаи, когда команды делят места.)

            Если в формуле  Аnm =  п(п-1)(п-2)…(п - т  + 1) т т =  п, то Апп – число таких размещений, которые отличаются только порядком расположения элементов, но не самими элементами. Такие размещения называются перестановками. Их число по формуле 

Аnm =  п(п-1)(п-2)…(п - т  + 1)

Апп = п(п-1)(п-2) ...3·2·1 = п! = Рп.


Рп = Апп = п!

            Число п может принимать не только натуральное значения, оно может также равняться нулю. Например, если в полуфинале первенства России по шахматам участвуют 20 шахматистов, а в финал из них попадут только трое, то участнику безразлично (если им не руководят соображения престижа), какое из первых трех мест занять. Ведь были случаи, когда занявший третье место в полуфинале в финале был первым.

             Если требуется установить, сколькими способами  может образоваться финальная тройка, то надо посчитать только те выборки из 20 элементов по 3,  которые одна от другой отличаются хотя бы одним элементом.

              Вы, конечно, узнали в неупорядоченных выборках сочетания.

              Напомним, что число сочетаний из п элементов по т обозначается

                 Cmn =       Аnm     =             п!
                                         Pm            (n – m)! m!.

               Применяя эту формулу для решения задачи о шахматистах, получим число возможных финальных троек

               С155 =  20 · 19 · 18   =   1140
           3 · 2 · 1 
3.Выборки с повторениями 

           Из букв с, т, е, н, а можно образовывать Р5 = 5! = 120 разных слов. Сколько разных слов можно образовать из букв слова «гамма»? Столько же? Оказывается, нет! Только 30. Знакомая формула числа перестановок в данном случае бессильна, ибо элементы в «перестановках» повторяются: в слове «гамма» при перестановке местами букв а и м никаких изменений не происходит – остается то же самое слово. Мы ввели новый вид выборок – перестановки с повторениями.

          Пусть даны k элементов. Построим выборку из этого множества элементов. Первый элемент повторим n1 раз, второй n2  раз, …, k – й повторим  nk  раз:  n1 +  n2 + … +  nk =  n. Если бы все элементы были различными, то по формуле  Рп = Апп = п! у нас получилось бы п! перестановок.

           Но так как некоторые элеме6нты в выборки повторяются и при их перестановке новой перестановки не получим, то понятно, что число перестановок с повторениями меньше  п!, но во сколько раз меньше?
            Пусть имеется выборка

aaa … a   bbb … b … lll … l.
                                            n1                       n2               nk
             Элементы, а можно переставить Рп1 = (n1)!  Способами, элементы b – Pn2 = (n2)! Способами, …,  элементы Рnk = (nk)! способами, но число перестановок с повторениями меньше числа перестановок без повторения в n1! n2! …  nk! раз. Поэтому число перестановок с повторениями 

Pn1, n2, …, nk  =              n!

                                         n1!n2! … nk! .

          В примере с выборкой букв из слова «гамма» п = 5, п1 = 1, п2 = 2, 
п3 = 2. Поэтому, как мы уже убедились, можно образовать

                    5!        =  30

1! 2! 3!   

разных слов (не все они имеют смысл).

            Рассмотрим следующую задачу.

          Задача. В гастрономе имеются конфеты трех наименований.

Конфеты упакованы в коробки трех видов – для каждого наименования своя коробка. Сколькими способами можно заказать набор из пяти коробок?

          Здесь необходимо установить число выборок, которые составляются из пяти элементов и отличаются (хотя бы одним элементов). В составе каждой выборки непременно будет повторение элементов.

          Каждый заказ зашифруем теперь нулями и единицами. Сначала напишем столько единиц, сколько заказали коробок конфет первого наименования. Потом напишем нуль. Дальше напишем столько единиц, сколько заказали коробок конфет второго наименования. После этого опять нуль и столько единиц, сколько заказали коробок конфет третьего наименования. Если конфет второго или третьего наименования совсем не заказали, то этот факт в нашей шифровке окажется, отмечен двумя нулями. Если не заказаны конфеты первого или последнего наименования, пишем один нуль.

          Например, событие «заказано 2 коробки конфет первого наименования, 1 – второго наименования, 2 – третьего наименования» зашифруем так:

1101011,

событие «заказано 2 коробки конфет первого наименования и 3 - третьего»:

1100111,

событие «заказано 4 коробки конфет второго и 1 – третьего»:

0111101.

           Нетрудно заметить, что каждый зашифрованный заказ представляет комбинацию пяти единиц и двух нулей. Это перестановки с повторениями, где 1 повторяется 5 раз, нуль – 2 раза.  Применяя формулу  

Pn1, n2, …, nk  =              n!

                                         n1!n2! … nk! , 

устанавливаем число возможных наборов конфет:

                                                                            7!

                        Р5,2  =          5! 2!       =  21
              Встретившись в рассмотренной задаче выборки, составляемые из элементов одного и того же множества, не отличаются по своему объему, но отличаются по составу  (хотя бы одним элементов). Такие выборки называются сочетаниями с повторениями.
               Подсчитаем теперь число сочетаний C-kn  c повторениями, если объем каждой такой выборки равен k, а множество, из которого строятся выборки, содержит п элементов.

               На основании проведенных рассуждений получаем:

                                       (k+n-1)!    
               C-kn = Pk, n-1 =        k!(n-1)!   ;

                   (k+n-1)!            (k+n-1) (k+n-2) … (n+1) n (n-1)!  

 так как       k!(n-1)!    =                             k!(n-1)!  

                                 (n+k-1) (n+k-2) … (n+1) n
                     =                             k!                         =   Ckn+k-1, то
               C-kn =  Ckn+k-1.

               Теперь решим такую задачу.
               Задача.  Сколько разных трёхзначных  чисел можно составить из цифр 1, 2, 3, 4 и 5, если одна и та же цифра может повториться несколько раз?

                Если бы не было повторений, то задача нам уже известна – пришлось бы вычислять А35. Но в данном случае элементы могут повторяться. Значит,  мы имеем размещения с повторениями.
               Первую цифру трехзначного числа мы можем выбрать пятью способами: одну из цифр 1, 2, 3, 4 и 5. Вторую – также пятью способами. Тогда по формуле N = mk двузначное число можно образовать 5 · 5 = 52 = 25 способами. Третью цифру опять можно выбрать пятью способами, и поэтому трехзначное число может быть образовано 5 · 5 · 5 = 53 = 125 способами.

               Аналогичные рассуждения помогут нам определить число размещений с повторениями и в общем случае. 

               Пусть данное множество содержит п элементов, из которых необходимо образовать размещения по k  элементов с повторениями, то есть в одном размещении тот же самый элемент может повториться 2, 3, …, k раз. Сколько таких размещений?

               Первый элемент какого – нибудь из упомянутых размещений мы можем выбрать п способами. Тогда в силу формулы   N = mk пару элементов можно образовать п · п = п2 способами. Третий элемент опять можем выбрать п способами, четвертый также и т. д. Понятно, что в таком случае размещения из  п элементов можем образовать  п · п · …·п = пk  способами. Если договоримся число размещений с повторениями обозначать A-kn, то A-kn =  пk.
                         4.Сложная комбинаторика.

         Рассмотренные нами примеры комбинаторики позволяют решать немало разных задач, если удается  правильно определить вид выборок, о которых идет речь в той или иной задаче. Мы советуем каждый раз строить из элементов данного множества несколько  конкретных выборок  соответственно условиям задачи. Обзор таких выборок помогает раскрыть принадлежность их к определенному типу выборок и, следовательно, подводит к формуле, которой надлежит воспользоваться.

          Упрощенная схема рассуждений приведена на рисунке.

           Когда в задаче фигурируют выборки разных видов, недостаточно их обнаружить. Необходимо установить связи между ними, характер математических закономерностей, которым они подчиняются, их логическую и комбинаторную природу. По-  видимому, невозможно представить всевозможные ситуации одной схемой или с помощью одной общей задачи. Поэтому мы не можем предложить универсальный ключ, который помог бы легко найти путь решения любой комбинаторной задачи, но, тем не менее, разбор некоторых сложных задач раскроет некоторые способы рассуждений. Надеемся, что это поможет читателю ориентироваться при  решении и других задач повышенной сложности.

   






        


Пример. Сколькими способами можно расставить п нулей и k единиц так, чтобы никакие две единицы не стояли рядом?

              Эта задача имеет смысл только при k ≤ n + 1.
             Убедимся в этом.

              Между п нулями имеется п -1 одноместное «гнездо» для единицы. Но единица еще может занять одно место впереди всех нулей и одно место за всеми нулями. Таким образом, для k единиц имеем         п – 1 +  1 + 1 = п + 1 одноместных «гнезд». Задача сводится к такой формулировке: «Сколькими способами можно k одинаковых «шариков» распределить по п + 1  одноместным «гнездам», что равносильно: «Сколькими способами из п + 1 элемента можно образовать выборки по k  элементов, когда их порядок не существен?»
О т в е т: разумеется, Сkn+1 способами.

                                             Задачи.

1. В кружке юных математиков 25 членов. Необходимо избрать председателя кружка, его заместителя, редактора стенгазеты и секретаря. Сколькими способами можно образовать эту руководящую четверку, если одно лицо может занимать только один пост?

2. Сколько разных трехзначных  чисел можно составить из цифр 1, 2, 3, 4 и 5 при условии, что ни одна цифра не повторяется?

3. В одной арабской сказке речь идет о такой задаче. Вокруг костра сидят 12 разбойников. Каждый из них смертельно ненавидит двух ближайших соседей. С целью спрятать награбленное необходимо выделить пять разбойников. Сколькими способами атаман может назначать пятерых так, чтобы между ними не было распри?

4. В колоде 32 карты. Раздаются 3 карты. Сколько может быть случаев появления одного туза среди розданных карт?

5. Сколько разных слов можно образовать при перестановке букв слова «математика»?

6. Сколько пятизначных чисел можно образовать из цифр 1, 2, 3,  если допускается повторение этих цифр?

7. Сколько пятизначных чисел можно образовать из цифр 0 и 1?

8. Четыре ученика сдают экзамен. Сколько может быть вариантов распределения оценок, если известно, что так или иначе все они экзамены сдали?

9. Сколько разных по стоимости браслетов может составить ювелир из набора в 18 камней, если у него имеются 5 одинаковых по стоимости рубинов, 6 одинаковых по стоимости алмазов и 7 одинаковых по стоимости кусков янтаря?

10. Сколько чисел, меньших миллиона, можно записать с помощью цифр 1, 2, 3 и 4?
             IV. Интересные задачи 
                       (немножко странно, но интересно)     
Задача 1. Преступление раскрыто.

    В отдел уголовного розыска поступило сообщение о том, что 5 неизвестных лиц взломали сейф кассы и похитили крупную сумму денег. Свидетели успели заметить. Что грабители сели в автобус, следующий по маршруту в соседний город. Об этом сразу же была поставлена в известность милиция. Как только автобус остановился на автовокзале, к его дверям подошел инспектор уголовного розыска и запретил кондуктору открывать дверь автобуса. Тот сообщил инспектору, что в автобусе 40 пассажиров. Обыск может привести к значительной задержке автобуса. Инспектор успокоил кондуктора: «Мне достаточно проверить человек 6 пассажиров, и можете ехать дальше». Он предложил шестерым наугад выбранным пассажирам зайти в кабинет начальника вокзала.
      Один преступник был сразу обнаружен - в его кармане нашли пачку денег. Он назвал сообщников, и дело было закончено.

       Что руководило инспектором: риск или расчет? К этому вопросу мы вернемся после решения следующей задачи.
      Путь в ящике имеется n  шаров:  m  белых  и  n -  m  черных. Какова вероятность  того, что среди  r  наудачу вынутых шаров окажется  k белых?

       Среди  r шаров окажется  k белых и  r - k  черных. Поскольку белых шаров m, то k белых наугад может быть отобрано Сkm способами. Соответственно из  n-m черных r-k черных шаров может быть отобрано Сrn-km способами. Число выборок, благоприятствующих исследуемому событию, равно Сkm* Crn – km .
Поскольку из  n элементов группы  по  r элементов могут быть образованы Сrn способами, то по формуле Р=m/n
       Р(« среди  r  шариков  k белых ») = Сkm* Crn – km/ Сrn . 
Это так называемое гипергеометрическое распределение. Использование его поможет объяснить действия инспектора по раскрытию преступления. Пусть событие А- «среди случайно вызванных 6 пассажиров есть хотя бы один преступник». Пусть событие Аi- « среди случайно вызванных 6 пассажиров есть i преступников» ( i=1,2,3,4,5). Тогда А=А1
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А5.
Ясно, что 
                Р(А)=Р(А1)+Р(А2)+Р(А3)+Р(А4)+Р(А5).

По формуле    Р = Сkm* Crn – km/ Сrn         

                     Р (А1) 
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                     P (A2) 
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                     Р (А3) 
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                     Р (А4) 
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                     Р (А5) 
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   Значит Р(А)
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0,5734. Вероятность, что среди 6 пассажиров окажется по крайней мере один преступник, оказывается больше1/2.

     По-видимому, инспектор умел пользоваться в необходимых случаях теорией вероятностей.

      Гипергеометрическое распределение может с успехом использоваться во многих практических ситуациях: при исследовании распространения инфекционных заболеваний, при контроле качества изделий и т.д.

Задача 2. В гости к дедушке.
      В городе имеется 24 квартала. Вводим буквенные обозначения:

S-вокзал, B- студенческое общежитие  и  D- дом дедушки. Из вагона вышел выпускник средней школы, мечтающий стать студентом вуза. Город ему незнаком, но он знает, что следует идти только вперед и повернуть можно только направо, тогда он попадет либо в общежитие, либо в дом дедушки. И в том и в другом случае ночлег обеспечен.

     Какова вероятность того, что  по пути к дедушке он пройдет и мимо общежития, если с одинаковой  вероятностью может пойти прямо либо направо?

     Решим задачу в общем виде.

     Пусть в городе nk кварталов. Общежитие  в плане города находится на перекрестке m-й горизонтали и l-й вертикали. Если событие А- «юноша нашел общежитие», то 
                                                 Р(А)=
[image: image25.wmf]b

a


где b-число всевозможных маршрутов, по которым юноша может добраться до дедушкиного дома, а- число маршрутов, которые проходят мимо общежития.

    Какой бы путь ни избрал наш знакомый, все равно ему придется пройти n+k перекрестков (включая точку S, но не включая D). На каждом перекрестке он решает, идти ему прямо или повернуть направо. Те перекрестки, от которых он идет прямо, закодируем цифрой 1, а те,  от которых направо,- цифрой 0. Тогда любой из маршрутов будущего студента будет закодирован выборкой из k единиц  и  n  нулей. Указанному маршруту соответствует выборка

                                        0110001100.

    Число маршрутов от S до D- число перестановок с повторениями

                                    b=Рk,n=
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    Число маршрутов, проходящих мимо общежития, равно произведению числа маршрутов от S до B и числа маршрутов от  B до D.

Тогда 

     a=Рl,m*Pn-l,k-m=
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Поэтому 

     Р(А)= 
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В нашем случае n=4, k =6, l =3, m =3. Следовательно, искомая вероятность 

 Р(А)= 
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