
Линейные неравенства, содержащие знак модуля.

План:
1) Определение и свойство модуля.
2) Неравенства вида |x|> a и |kx+b|> a.
3) Неравенства вида |x|< a и |kx+b|< a.
4) Применение свойства модуля для решения неравенств. 
  1. Определение: Модулем числа a называется расстояние на координатной прямой от начала отсчета до числа а. 
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Свойство модуля:                      а, если а ≥ 0,

                                            │а│=

                                                           -а, если а < 0.

Рассмотрим примеры применение определения и свойства модуля для решения линейных неравенств с модулем.

2. Неравенства вида |x|> a и |kx+b|>a.

|x|> a.

  а)Если a < 0, то решением неравенства является любое действительное число, так как |x|≥ 0, а любое неотрицательное число больше отрицательного.

  б)Если a > 0, то решением данного неравенства являются числа, удалённые от начала отсчёта на расстояние, большее чем a.

                                                                                         x
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                          -a                0                a
Справа это x > a, а слева x < -a ( см. рисунок).
Таким образом, решением неравенства являются числа                        x є (-∞;-a) и (a;+∞).

Ответ: (-∞;-a) и (a;+∞).

Решить неравенство |x|> 5.

Решением этого неравенства являются числа, удалённые от начала отсчёта на расстоянии, большем 5-и единичных отрезков.

                                                                                x
                             -5                0                 5
Справа это x > 5, а слева это x < -5.
Получаем, что x є (-∞;-5) и (5;+∞).

Ответ: (-∞;-5) и (5;+∞)

Решить неравенство |x|> 24.

Решением этого неравенства являются числа, удалённые от начала отсчёта на расстоянии, большем 24-х единичных отрезков.

                                                                                 x
                             -24              0               24
Справа это x > 24, а слева это x < 24.
Получаем, что x є (-∞;-24) и (24;+∞).

Ответ: (-∞;-24) и (24;+∞).

Решить неравенство |x-5|>7.
Значениями подмодульного выражения  x-5  являются такие числа, которые удалены от начала отсчёта на расстоянии, большем 7-и единичных отрезков.

                                                                      x
                     x-5                      x-5

Справа это x-5 > 7, а слева это x-5 < -7. 

Получаем:     x - 5 > 7,      x > 12,
                         х - 5 <- 7,     x < -2.                                                                          
Итак, x є (-∞;-2) и (12;+∞).

Ответ: (-∞;-2) и (12;+∞).
Решить неравенство |5x-1|>24.

Значениями подмодульного выражения 5x-1 являются такие числа, которые удалены от начала отсчёта на расстоянии, большем   24-х единичных отрезков.
Справа это 5x-1 > 24, а слева 5x-1 < -24.

Получаем:     5x-1 > 24,     5x > 25,      x > 5,
                         5x-1 < -24,   5x < -23,     x < -4,6.                                                                       
Итак,  x є (-∞;-4,6) и (5;+∞).

Ответ: (-∞;-4,6] и [5;+∞).
Решить неравенство 2|x-18|- 43 > 0.
Преобразуем данное неравенство.

2|x -18|> 43

|x -18|>21,5 , 

тогда x-18 > 21,5 или  x-18 < -21,5, т. е.
x -18 > 21,5,      x > 39,5,
x -18 < -21,5,     x < -3,5.

Очевидно, что x є (-∞;-3,5) и (39,5;+∞).

Ответ: (-∞;-3,5) и (39,5;+∞).
Решить неравенство 7|2x - 0,5|-1 ≥ 20.
Преобразуем данное неравенство.
7|2x - 0,5|≥ 21

|2x - 0,5|≥ 3

Значит 2x - 0,5 ≥ 3 или 2x - 0,5 ≤ -3,
2x - 0,5 ≥ 3,       2x ≥ 3,5,       x ≥ 1,75,

2x - 0,5 ≤ -3,      2x ≤ -2,5,     x ≤ -1,25.

Очевидно, что x є (-∞;-1,25] и [1,75; +∞).
Ответ: (-∞; -1,25] и [1,75; +∞).
     3. Неравенства вида |x|<a и |kx+b|<a. 

Рассмотрим неравенство |x|< a.
  а) Если a < 0, то неравенство не имеет корней,

т.к. a ≥ 0 , а любое положительное число больше любого отрицательного.

Если а > 0, то решением неравенства |x|< a является любое число, удалённое от начала отсчёта на расстояние, меньшее, чем a. 

Справа это числа 0 ≤ x < a , слева это число –a < x ≤ 0.

                                                                          x
                        -a                0                 a 
Очевидно, что одновременно двум условиям удовлетворяют x є (-a; a).

        Ответ: (-a; a) .

Решением неравенства |x| ≤ a является x є [-a; a].

    Решить неравенство |x|<3.

        Решением этого неравенства являются все числа, удаленные от начала отсчёта на расстояние, меньшее, чем 3. 

Справа это 0 ≤ x < 3, а слева это -3 < x ≤ 0.

                                                                        x
                  -3                  0                 3

Таким образом, x є (-3; 3).

         Ответ: (-3;3).

        Решить неравенство |x|≤12,4.
      Решением этого неравенства являются числа, удалённые от начала отсчёта на расстояние не большее 12,4 единичных отрезков.

 Справа это 0 ≤ x ≤ 12,4, а слева это -12,4 ≤ x ≤ 0.

                                                                                     x
                 -12,4            0              12,4

Очевидно, что решение неравенства - это x є [-12,4; 12,4].
           Ответ: [-12,4; 12,4].   
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        Решить неравенство |x+1|≤ 52.
         Значениями выражения х + 1 , удовлетворяющими данному неравенству являются числа, удалённые от начала отсчёта, на расстояние не большее, чем 52, т. е.

-52 ≤ x+1 ≤ 52, откуда

-53 ≤ x ≤ 51,   т.е. x є [-53; 51].

          Ответ: [-53; 51].

        Решить неравенство |15x-2,7|< -12.

  Т.к. |15x-2,7|≥ 0 при всех значениях х, а  -12 < 0, то данное неравенство не имеет корней.

         Ответ:
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    Решить неравенство |10x+34|≤ 0.

           Значениями выражения подмодульного 10x+34, удовлетворяющими данному неравенству являются числа, удалённые от начала отсчёта на расстояние не большее 18,

            т.е. -18 ≤ 10x+34 ≤ 18,

            откуда -52 ≤ 10x ≤ -16
                          -5,2 ≤ x ≤ -1,6,

                  т.е. x є [-5,2; -1,6].

         Ответ: [-5,2; -1,6].

    Решить неравенство 5|x-2,3| - 11 ≤ 17.
    Преобразуем исходное неравенство:

                     5|x-2,3| ≤ 28
                     |x-2,3| ≤ 5,6, 

         откуда -5,6 ≤ x-2,3 ≤ 5,6
                      -3,3 ≤ x ≤ 7,9
              т.е. x є [-3,3; 7,9].

         Ответ: [-3,3; 7,9].

  Решить неравенство |4x-15| < 23.

Данному неравенству удовлетворяют значения x, при которых подмодульное выражение  4x-15 < 23 и 4x-15 > 23,т. е.

4x-15 < 23,       4x < 38,      x < 9,5,                                                                          
4x-15 > -23,      4x > -8,       x>-2.
Получили, что x є (-2; 9,5).
   Ответ: (-2; 9,5)
4. Применение свойства модуля для решения неравенств.

                                  а, если  а
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 0 ,  
Свойство:   |a|= 
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                              - а, если а < 0.
Решить неравенство │5х-1│ + 2х > 9.
      а) Если 5х – 1 
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                    5х 
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 0,2,

то  │5х – 1│  = 5х – 1 и неравенство принимает вид:

             5х – 1 + 2х > 9 

             7х – 1 > 9 

             7х > 10

             х > 1
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 Проверим, удовлетворяет ли полученное решение условию х  
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                                                                                   x
                     


Очевидно, что решением является х є (1
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; +∞)  (1)

    б) Если  5х – 1 < 0

                    х < 0,2 ,

то │5х - 1│  = - 5х + 1 и неравенство принимает вид:

                -5х + 1 +2х > 9,

  откуда -3х + 1 > 9

                -3х > 8

                х > -2
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Проверим, удовлетворяет ли полученное решение условию           х < 0,2

                                                                                       x

                                                                                         x

Очевидно, что решением  является х є (-2
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; 0,2)  (2)

Объединяя (1) и (2), получаем   

                                                                                  x                       

                                                   

Очевидно, х є (-2
[image: image13.wmf]3

2

; 0,2)  
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          Ответ: (-2
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; 0,2)  
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; +∞).  

Решить неравенство  │ 6х – 9│ < 2х + 1.

        а) Если  6х – 9 
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 0,

                       6х 
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                       х 
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 1,5 ,

       тогда  | 6х – 9| = 6х – 9 и неравенство принимает вид:

             6х – 9 < 2х + 1

             6х – 2х < 1 + 9

             4х < 10

             х < 2,5
Проверим, удовлетворяет ли полученное решение условию х
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                                                                                         x
                                                                                      x

Очевидно, что х ∞ [ 1,5 ; 2,5)  (1)

   б) Если 6х – 9 < 0, 

                 6х < 9

                  х < 1,5 ,

то |6х – 9|= -6х + 9 и неравенство принимает вид :

      -6х + 9 < 2х + 1

      -6х – 2х < 1 – 9

      -8х < -8

      х > 1

Проверим, удовлетворяет ли полученное решение условию           х < 1,5.

                                                                                             x
                               

                                                                                           x

Очевидно, что х є (1; 1,5)     (2)

Объединяя (1) и (2), получаем 

                                             

                                                                                    x                                                     

                                                     

Очевидно, что х є (1; 2,5). 

             Ответ: (1; 2,5).

5. Комбинированные приемы решения неравенств, содержащих знак модуля.
Решить неравенство │| х² + 1| + 2| х – 3 |│> х² + 5.

х² > 0 при любых значениях х, тогда

х² +1> 0, значит |х² + 1| = х² + 1.

Получаем,  х² + 1 + 2|х – 3| > х² + 5,

                      2 |х – 3| > х² + 5 - х² - 1,

                      2 |х – 3| > 4,

                      |х – 3| > 2,

                    x – 3 > 2,         х > 5                                                                                          

                    x – 3 < -2;        х < 1.                                                                                             

       х є (-∞; 1) U (5; +∞).

   Ответ: (-∞;1) U (5; +∞).

Решить неравенство | -5 - х² | + I10х -1,5 | < х² + 17.

-х² < 0, тогда -5 - х² < 0, значит | -5 - х² | = 5 + х².

Получаем 5 + х² + | 10х - 1,5 | < х² +17,

                    |10х -1,5| <  12,

                10х - 1,5 > -12,   10х > -10,5,     х >-1,05,

                10х - 1,5 < 12;    10х < 13,5;       х <1,35.  

Получили, что  х є [ -1,05; 1,35].

   Ответ: [ -1,05; 1,35].  

Решить неравенство || 3х - 1,8| + х² | - 6х < х² + 3.

| 3х - 1,8 | > 0 при любом значении х,  х² >  0,
тогда | 3х - 1,8 |+ х² > 0, значит || 3х -1,8 | + х² | = | 3х -1,8 | + х².

Получаем | 3х -1,8 | + х² - 6х < х² + 3, откуда

                    | 3х - 1,8 | - 6х < 3.

1) Если 3х - 1,8 > 0,

              3х > 1,8,

              x > 0,6, то │3х - 1,8│= 3х -1,8.                                                                                 

Получаем 3х -1,8 - 6х < 3,                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            

                    -3х < 4,8,

                    х > -1, 6 . 

Одновременно условиям  х > 0,6  и х > -1, 6  удовлетворяют  
  х Є[0,6; +∞).

2) Если 3х -1,8 < 0, а х < 0,6, 

то | 3х - 1,8 | = -3х + 1,8.

Получаем -3х +1,8 - 6х < 3,                                                            

                    -9х <1,2 ,

                       х > 40/3.

Значений х, которые одновременно условиям  х >40/3 и х < 0,6 нет.

Итак, решением исходного неравенства является х Є [ 0,6; +∞).

   Ответ: [ 0,6; +∞).   
Решить неравенство 7+││|х – 2 | + 3 | + х² │ > х(х-3).

│| х – 2 |│+ 3 > 0, х² > 0, значит

│| х – 2 | + 3│+ х² > 0. 

Получаем││| х – 2 | + 3 │ + х² │= │| х – 2 | + 3│+ х² и
неравенство принимает вид: 7+│| х – 2 | + 3│+ х² > х² + 3х,

                                                       │| х – 2 | + 3│> 3х - 7.

Так как | х – 2| > 0, то |х-2 | + 3 > 0,
 значит │| х – 2| + 3│= | х – 2 | + 3.

Получаем | х – 2 | + 3 > 3х -7, откуда
                    | х – 2 | > 3х -10.

1) Если х – 2 > 0,  а  х > 2, 

то | х – 2 | = х - 2 .

Получаем    х – 2 > 3х -10,

                        х < 4. 

Одновременно условиям  х > 2 и  х < 4 удовлетворяет                                                                               

    х  є [2; 4).

2) Если х – 2 < 0, а  х < 2, 

то | х – 2 | = -х + 2  и

              -х + 2 > 3х - 10,                                                             

              -4х > -12,                                                                                                                           

                х < 3.  

Одновременно условиям   х < 2 и х < 3 удовлетворяет                                                                                           х є (-∞; 2).

Итак, решением исходного неравенства является                                  х є(-∞; 2)U [2; 4) или  х є (-∞; 4).

    Ответ: (-∞; 4).

Решить неравенство │-3 -│7-2х││> 9х -14.

│7 - 2х│> 0, тогда -│7- 2х│< 0 и -3 -│7 - 2х│< 0,

значит │-3 -│7 - 2х││= 3 + │7 - 2х │.

Получаем 3 + │7 - 2х │> 9х -14, откуда
                          │7 - 2х│> 9х - 17.

1) Если 7 - 2х > 0,

              -2х > -7,

              х < 3,5, тогда │7 - 2х│= 7 - 2х.

Получаем 7 - 2х > 9х - 17,                                                                         

                    -11х > -24,                                                                                 

                    Х < 24/11.

Одновременно условиям   х < 3,5 и  Х < 24/11 удовлетворяют                                                       

   хЄ(-∞; 24/11).

2) Если 7- 2х < 0,

              х > 3,5, тогда │7 - 2х│= -7 + 2х.

Получаем -7+2х > 9х - 17,                                                          

                    -7х > -10,                                                                         

                       х < 10/7.   

Значений х, которые одновременно условиям х > 3,5 и х < 10/7 нет.                                                  

Итак, решением исходного неравенства является хЄ (-∞; 24/11).

    Ответ: (-∞; 24/11).
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