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Введение
Для чего были придуманы логарифмы? Конечно, для ускорения и упрощения вычислений. Изобретатель первых логарифмических таблиц, Непер, так говорит о своих побуждениях: «Я старался, на сколько мог и умел, отделаться от трудностей и скуки вычислений, докучность которых обычно отпугивает весьма многих от изучения математики». 

В самом деле, логарифмы чрезвычайно облегчают и ускоряют вычисления, не говоря уже о том, что они дают возможность производит такие операции, выполнение которых без их помощи очень затруднительно (извлечение корня любой степени).

Но без основания писал Лаплас, что «Изобретение логарифмов, сокращая вычисления нескольких месяцев в труд нескольких дней, словно удваивает жизнь астрономов». Великий математик говорит об астрономах, так как им приходится делать особенно сложные и утомительные вычисления. Но слова его с полным правом могут быть отнесены ко всем вообще, кому приходится иметь дело с числовыми выкладками. 

Нам, привыкшим к употреблению логарифмов и к доставляемым ими облегчением выкладок, трудно представить себе т изумление и восхищение, которое вызвали они при сове появлении. Современник Непера, Бригг, прославившийся позднее изобретение десятичных логарифмов, писал, получив сочинение Непера: «Своими новыми и удивительными логарифмами Непер заставил меня усиленно работать головой и руками. Я надеюсь увидеть его летом, так как никогда не читал книги, которая нравилась бы мне больше и приводила бы в большее изумление». Бригг осуществил свое намерение и направился в Шотландию, чтобы посетить изобретателя логарифмов. При встрече Бригг сказал: «Я предпринял это долго путешествие с единственной целью видеть вас и узнать, помощью какого орудия остроумия и искусства были вы приведены первой мыслью о превосходном пособии для астрономии – логарифмах. Впрочем, теперь я больше удивляюсь тому, что никто не нашел их раньше, - насколько кажутся они не простыми после того, как о них узнаешь». 
Цель работы: определить понятие логарифмической функции, свойства и построить график функции.

В соответствии с поставленной целью определены следующие задачи:

· Сформулировать понятие логарифмической функции 

· Определить свойства функции

· Выявить применение логарифмов

· Построить график функции в  Microsoft Office Excel, Delphi и RionaCalc.
История логарифмов
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Принцип, лежащий в основе любой системы логарифмов, известен очень давно и может быть прослежен в глубь истории вплоть до древневавилонской математики (около 2000 до н.э.). В те времена интерполяция между табличными значениями целых положительных степеней целых чисел использовалась для вычисления сложных процентов. Гораздо позже Архимед (287–212 до н.э.)  воспользовался степенями числа 108 для нахождения верхнего предела числа песчинок, необходимого для того, чтобы целиком заполнить известную в те времена Вселенную. Архимед обратил внимание на свойство показателей степеней, лежащее в основе эффективности логарифмов: произведение степеней соответствует сумме показателей степеней. В конце Средних веков и начале Нового времени математики все чаще стали обращаться к соотношению между геометрической и арифметической прогрессиями. М.Штифель в своем со чинении Арифметика целых чисел (1544) привел таблицу положительных и отрицательных степеней числа 2:
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Штифель заметил, что сумма двух чисел в первой строке (строке показателей степени) равна показателю степени двойки, отвечающему произведению двух соответствующих чисел в нижней строке (строке степеней). В связи с этой таблицей Штифель сформулировал четыре правила, эквивалентных четырем современным правилам операций над показателями степеней или четырем правилам действий над логарифмами: сумма в верхней строке соответствует произведению в нижней строке; вычитание в верхней строке соответствует делению в нижней строке; умножение в верхней строке соответствует возведению в степень в нижней строке; деление в верхней строке соответствует извлечению корня в нижней строке. 
По-видимому, правила, аналогичные правилам Штифеля, привели Дж. Непера к формальному введению первой системы логарифмов в сочинении Описание удивительной таблицы логарифмов, опубликованном в 1614. Но мысли Непера были заняты проблемой превращения произведений в суммы еще с тех пор, как более чем за десять лет до выхода своего сочинения Непер получил из Дании известие о том, что в обсерватории Тихо Браге его ассистенты располагают методом, позволяющим превращать произведения в суммы. Метод, о котором говорилось в полученном Непером сообщении, был основан на использовании тригонометрических формул типа: 
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поэтому таблицы Непера состояли главным образом из логарифмов тригонометрических функций. Хотя понятие основания не входило в явном виде в предложенное Непером определение, роль, эквивалентную основанию системы логарифмов, в его системе играло число (1 – 10–7)107, приближенно равное 
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Независимо от Непера и почти одновременно с ним система логарифмов, довольно близкая по типу, была изобретена и опубликована Й.Бюрги в Праге, издавшем в 1620 г.  Таблицы арифметической и геометрической прогрессий. Это были таблицы антилогарифмов по основанию (1 + 10–4)104, достаточно хорошему приближению числа e. 

В системе Непера логарифм числа 107 был принят за нуль, и по мере уменьшения чисел логарифмы возрастали. Когда Г.Бриггс (1561–1631) навестил Непера, оба согласились, что было бы удобнее использовать в качестве основания число 10 и считать логарифм единицы равным нулю. Тогда с увеличением чисел их логарифмы возрастали бы. Таким образом мы получили современную систему десятичных логарифмов, таблицу которых Бриггс опубликовал в своем сочинении Логарифмическая арифметика (1620). Логарифмы по основанию e, хотя и не совсем те, которые были введены Непером, часто называют неперовыми. Термины «характеристика» и «мантисса» были предложены Бриггсом. 
Первые логарифмы в силу исторических причин использовали приближения к числам 1/e и e. Несколько позднее идею натуральных логарифмов стали связывать с изучением площадей под гиперболой xy = 1 (рис. 1). В XVII в. было показано, что площадь, ограниченная этой кривой, осью x и ординатами x = 1 и x = a (на рис. 1 эта область покрыта более жирными и редкими точками) возрастает в арифметической прогрессии, когда a возрастает в геометрической прогрессии. Именно такая зависимость возникает в правилах действий над экспонентами и логарифмами. Это дало основание называть неперовы логарифмы «гиперболическими логарифмами». 
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2. Общие свойства логарифмов
2.1. Определение логарифма

Логарифмом данного числа по данному основанию называется показатель степени, в которую надо возвести это основание, чтобы получить данное число.

 

Если, напр., основание будет 4, то
	логарифм 
	16 
	есть
	2,
	так как
	42 = 16;

	логарифм
	64
	есть
	3
	так как
	43 = 64;

	логарифм
	4
	есть
	1,
	так как
	41= 4;

	логарифм
	2
	есть
	1/2
	так как
	[image: image7.png]


;

	логарифм
	1/4
	есть
	-1,
	так как
	4-1 = 1/4

	логарифм
	1/2
	есть
	-1/2
	так как
	[image: image8.png]il =






Если возьмем за основание 10, то
	логарифм
	10
	есть
	1
	так как
	101 = 10

	логарифм
	100
	есть
	2
	так как
	102=100

	логарифм
	1000
	есть
	3
	так как
	103 = 1000

	логарифм
	0,1
	есть
	-1
	так как
	10-1= 1/10

	логарифм
	0,01
	есть
	-2
	так как
	10-2= 1/100


Вместо того, чтобы писать: „логарифм числа 16 по основанию 4" пишут сокращенно так: 

log4 16, 
помещая внизу знака log то число, которое служит основанием. По определению логарифма можно записать  [image: image9.png]4108 416
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     - логарифм числа b по основанию а есть показатель степени, в которую нужно возвести число а, чтобы получить число b.
2.2. Два действия, обратные возведению  в   степень

Возьмем такие равенства:

23 = 2 . 2 . 2 = 8

[image: image11.png]V8=2,828
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Эти три примера выражают собой различные случаи действия, называемого возведением в степень.
В этом действии даются: основание степени (число 2) и показатель степени (числа 3, 3/2, —2,5), а требуется найти саму степень (8;   2,828;   0,1767). Посмотрим, какие есть действия, обратные возведению в степень.

Таких действий можно указать следующие два:

1) Пусть требуется узнать, какое число надо возвести в степень с показателем 3, чтобы получить число 12. Обозначив искомое число буквой х, мы можем написать уравнение:

х3=12

Действие, посредством которого находится основание х по данной степени и данному показателю ее, называется извлечением   корня;   оно   обозначается,   как  мы  знаем, так: 
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2) Положим,  надо  узнать,  какой  показатель  должен  быть у степени, в которую надо возвести основание 4, чтобы получить 16.Обозначив искомый показатель буквой х, можем написать уравнение: 

4х = 16

Действие, посредством которого находится показатель степени по данной степени и данному основанию, называется нахождением логарифма данного числа (16) по данному основанию (4). В нашем примере х = 2, так как 42 = 16.

 

Итак, возведение в степень имеет два обратных действия. Поставим вопрос, различны ли эти действия?
Ведь и для умножения можно усмотреть два обратных действия:
первое - нахождение 1-го сомножителя по данным произведению и 2-му сомножителю,
второе - нахождение 2-го сомножителя по данным произведению и 1-му сомножителю. 

Однако действия эти рассматриваются не как различные, а как одно и то же действие, называемое делением. Причина слияния этих двух обратных действий в одно заключается в переместительном свойстве умножения, по которому произведение не меняется от перемены мест 1-го и 2-го сомножителя .  
В таком же положении находится и сложение (2 слагаемых); этому действию также можно указать два обратных действия — нахождение неизвестного числа (1-го слагаемого), к которому надо прибавить данное число (2-е слагаемое), чтобы получить данную сумму; другое — нахождение неизвестного числа (2-го слагаемого), которое надо прибавить к данному числу (к 1-му слагаемому), чтобы получить данную сумму. 

Однако эти два действия рассматриваются как одно, называемое вычитанием, вследствие того, что сложение обладает переместительным свойством, по которому сумма не зависит от порядка слагаемых. 

Если бы это свойство принадлежало также и возведению в степень, то тогда и два указанных выше обратных действия составляли бы в сущности одно. Но возведение в степень не обладает свойством переместительности; напр., 23 не равно 32, 102 не равно 210 и т. д. Вследствие этого нахождение основания по данным показателю и степени (извлечение корня) существенно отличается от нахождения показателя по данным основанию и степени (нахождение логарифма).

Заметим, что последнее действие в элементарной алгебре подробно не рассматривается; указываются главным образом его практические применения.

2.3.Логарифмическая функция и её график
Если в равенстве у = аx мы рассматриваем показатель х как независимое переменное , то тогда у будет функция от х, которую мы назвали раньше показательной. Но если в этом равенстве за независимое переменное  мы будем считать у, то тогда х будет некоторая функция от у, а именно х есть логарифм числа у по основанию а, что можно выразить так:   

x = loga y
Обозначая по принятому независимое переменное буквой х, а функцию от этого переменного буквой у (т. е. заменяя х на у и наоборот), мы ту же самую функцию можем записать так:

y = loga x
Такая функция называется логарифмической. Логарифмическая функция обратна показательной. (Алгебраическое выражение, полученное для х после решения уравнения, определяющего у как функцию от х, называется функцией, обратной той, которая определяет у.
Построим графики следующих трех логарифмических функций:

1) y = log2х; 2) y = log1/2x; 3) y = log10x.

Для этого составим таблицы значений этих функций. Всего проще их можно сделать из таблиц соответственных показательных функций 

1) у = 2х; 2)
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; 3) у = 10х, 
поменяв в этих таблицах значения абсциссы х на значения ординаты у и наоборот. Сделав это, мы получим такие 3 таблицы:
1) y = log2х
	x
	0
	возрастает
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	возрастает
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2) y = log1/2x
	x
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	убывает
	8
	4
	2
	1
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	возрастет
	-3
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3) y = log10x

	x
	0
	возраст.
	0,1
	0,17
	0,32
	0,56
	1
	1,78
	3,16
	5,62
	10
	возраст.
	0

	y
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	возраст.
	-1
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	возраст.
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Нанеся все эти значения на чертеж и обведя все точки непрерывными кривыми, получим три графика взятых функций. Согласно свойству обратных функций, кривые эти — те же самые, которыми выражаются функции  у = 2х;  [image: image36.png]


 ;   у = 10х, только они расположены симметрично с этими кривыми относительно биссектрисы угла хОу.
Имея график логарифмической функции, мы можем при помощи его найти логарифм (приближенный) числа, помещающегося между взятыми для чертежа значениями x. Возьмем, напр., график функции у  = log2x и найдем при его помощи log2 6.
Для этого возьмем на чертеже абсциссу, равную 6, и построим соответствующую ей ординату. Измерив эту ординату, найдем приблизительно 2,6; это и будет log 6.
2.4. Свойства логарифмической функции
При рассмотрении начерченных графиков мы наглядно представляем себе следующие свойства логарифмов:
1) Так как графики всецело расположены направо от оси у, то отрицательные числа не имеют логарифмов (вспомним, что при всяком значении х функция ах положительна). Следовательно, Областью определения логарифмической функции служит множество всех положительных чисел.
2) Всякой положительной абсциссе соответствует своя определенная ордината; значит, всякое положительное число имеет логарифм. 
Областью изменения логарифмической функции служит множество всех чисел.
3) Все кривые пересекаются с осью х в одной и той же точке, отстоящей от начала координат на + 1. Это значит, что при всяком основании логарифм единицы есть нуль (а0 =1).

4) Когда a >1, то части кривых, соответствующие абсциссам, меньшим 1, лежат в угле x0y', а части кривых, соответствующие абсциссам, большим. 1, расположены в угле х0у. Это значит, что при основании, большем 1, логарифмы чисел, меньших 1, отрицательны, а логарифмы чисел, больших 1, положительны. Это вполне соответствует тому свойству показательной функции, что при положительном значении х функция ах больше 1, а при отрицательном - меньше 1 (если а > 1). 
При а< 1 (например, для кривой y = log1/2x) заключения противоположны этим.

5) Логарифм самого основания равен 1; так, на графике у = log2 x видно, что абсциссе 2 соответствует ордината 1; на других графиках видно то же самое.

6) При основании, большем 1, ветви кривых, расположенные ниже оси x, при уменьшении абсциссы от 1 до 0, приближаются к полуоси 0у' как угодно близко, никогда, однако, ее не достигая, а ветви тех же кривых, расположенные выше оси x, при возрастании х от 1 до [image: image37.png]


, поднимаются все выше и выше неограниченно. 
Это значит, что (при a >1) с возрастанием числа от 0 до 1 логарифм его возрастает от [image: image38.png]


 до 0; с возрастанием числа от 1 до [image: image39.png]


 логарифм его возрастает от 1 до [image: image40.png]


Из этого между прочим следует, что большему числу соответствует больший логарифм (при основании, меньшем 1 (a <1) , заключение было бы обратное).
2.5.Преобразование графика
	1. Параллельный перенос вдоль оси x
	[image: image41.png]v y=lg(x+2) y=lgx
A= et






	2.Симметричное преобразование относительно оси y
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	3. Сжатие и растяжение вдоль оси y
	[image: image43.png]




	4. Симметричное преобразование относительно оси х
	[image: image44.png]




	5. Построение графика функции 
y = |log2x |
	[image: image45.png]y=[log, x|
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2.5. Понятие о значении логарифмических таблиц

Различные числа можно выражать как степени одного и того же числа, напр., как степени числа 10. Такие числа, как 10; 100; 1000... или 0,1; 0,01; 0,001 и т. п., выражаются, как степени 10 очень просто: 10 = 101  ; 100 = 102; 1000 = 103;... 0,1 = 10-1,  0,01 = 10-2   0,001 = 10-3 и т. п. Другие числа выразить степенью 10 затруднительно. Так, если требуется найти показатель степени, в которую нужно возвести 10, чтобы получить число 5, то мы можем только сказать, что искомый показатель больше 0, но меньше 1, так как 100 =1, что меньше 5, а 101 = 10, что больше 5; значит, показатель степени, в которую надо возвысить 10 для получения 5, должен быть некоторая положительная дробь меньшая  1.   Мы  можем даже сказать,  что эта дробь больше 1/2 ,но меньше 3/4, так как  [image: image46.png]1
107 = /10 = 3,162



, что меньше 5, a [image: image47.png]3
107 =%/10° =*/1000 = 1/ /1000 = /31,62 = 5,62



 , что больше 5.

Но найти точно показатель х, чтобы 10x = 5, очень затруднительно. Есть отделы математики, в которых указываются способы, как можно для всякого данного числа N найти такой показатель х, при котором степень 10x или в точности равняется N, или отличается от этого числа как угодно мало. Ученые, пользуясь этими способами, составили так называемые логарифмические таблицы, в которых помещены различные числа и около каждого из этих чисел указан показатель степени (логарифм), в которую надо возвести 10, чтобы получить это число. Разъясним, для какой цели могут служить такие таблицы. Пусть требуется вычислить число х по формуле: [image: image48.png]



Извлекать корень 5-й степени мы не умеем. В подобных случаях нам могут помочь логарифмические таблицы. Находим в этих таблицах число 40 и около него логарифм этого числа. Пусть это будет 1,6... Это значит, что 40 = 101,6...
и следовательно, [image: image49.png]



Так как при извлечении корня из степени показатель подкоренного числа (какой бы он ни был) делится на показатель корня, то [image: image50.png]032

D=5 /10% = 1075





Теперь в тех же таблицах в столбце логарифмов находим 0,32 и около него соответствующее число, пусть это будет, положим, 2,09... Это и будет приближенное значение [image: image51.png]


 

Мы вскоре увидим, что логарифмические таблицы во многих случаях позволяют производить такие действия над числами, которые без таблиц мы или совсем не могли бы выполнить (как в примере, только что указанном), или на выполнение которых потребовалось бы очень много времени.

Теперь нам предстоит ознакомиться, во-первых, с тем, как при совершении какого-либо действия над данными числами можно найти логарифм искомого числа при помощи логарифмов этих данных чисел (взятых из таблиц) и, во-вторых, как найдя такой логарифм, отыскать по нему в таблицах искомое число.

2.6. Нахождение логарифма произведения, частного, степени и корня
а) Пусть требуется выполнить умножение: 378 . 45,2 

Попробуем выполнить это действие посредством логарифмов. Найдем в таблицах логарифмы чисел 378 и 45,2. Пусть они будут: 2,5775 и 1,6551 (по основанию 10). Это значит, что

378 = 102,5775 и 45,2 = 101,6551 и следовательно, 378 . 45,2 = 102,5775 . 101,6551
Так как при умножении степеней одного и того же числа показатели этих степеней складываются (какие бы ни были эти показатели), то 378 . 45,2 = 102,5775 + 1,6551= 104,2326
Значит, логарифм произведения 378 . 45,2 есть число 4,2326, получившееся от сложения логарифмов данных сомножителей (по этому логарифму в таблицах найдем и само произведение).

Положим вообще, что N1 и N2 будут два числа, произведение которых  требуется вычислить. Пусть мы нашли в таблицах логарифмы этих чисел х1 и х2. Основание этих логарифмов может быть число 10, но может быть и какое-нибудь другое число, которое мы обозначим а. Тогда мы будем иметь равенства:

[image: image52.png]a®




; [image: image53.png]


 ; следовательно [image: image54.png]NNy =a% . g%== g% +2




 

Отсюда видно, что log (N1N2) = x1 + x2 , но x1 – это log N1,а х2 - это log N2; значит:

log (N1N2) = log N1 + log N2, т. е. логарифм произведения (по какому угодно основанию) равен сумме логарифмов сомножителей (взятых по тому же основанию).
Заключение это остается верным и тогда, когда сомножителей будет более 2, так как при умножении степеней одного и того же числа показатели их складываются и тогда, когда, этих степеней будет более 2.

б) Положим, надо выполнить деление: 

5637 : 26,3.

Найдем в таблицах логарифмы этих чисел (например, по основанию 10). 
Пусть log 5637 = 3,751 и log 26,3 = 1,42. Тогда: 5637 = 103,751 и 26,3 = 101,42, следовательно, 5637:26,3=103,751 :101,42 =103,751-1,42  =102,331
Отсюда видно, что логарифм частного 5637:26,3 есть число 2,331, получившееся от вычитания логарифма делителя из логарифма делимого.

Вообще, если [image: image55.png]a®




; [image: image56.png]


 ; то [image: image57.png]Ny Ny=a%: g%




 и следовательно, log(N1 : N2) = x1 - x2 =log N1 - log N2 , т. е. логарифм частного равен логарифму делимого без логарифма делителя.
Так как всякая дробь есть частное от деления числителя на знаменатель, то логарифм дроби равен логарифму числителя без логарифма знаменателя. 

Например:

log 2/3 = log 2 — log 3;
log 2 ¾ = log11/4 = tog 11 — log 4;
log 0,6= log6 —log 10.

Следствие : Поскольку loga1 = 0, то [image: image58.png]1- log,b
> = tog,
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Таким образом [image: image59.png]log ;7 =— log b




Логарифмы двух взаимообратных чисел по одному и тому же основанию отличаются друг от друга только знаком.
 в) Если N = ax, то Nn = (ax)n= anx; следовательно:

log (Nn) = nx = n log N,
т. e. логарифм степени равен показателю этой степени, умноженному на логарифм возводимого в степени числа. Например: log (15,3)2 =2 log 15,3;
log 3-2= -2 log 3.
г) Так как [image: image60.png]


 то, применяя правило о логарифме степени, получим: [image: image61.png]



т. e. логарифм корня равен логарифму подкоренного числа, деленному на показатель корня.
д) Переход от одного основания логарифмов к другому.
Иногда оказывается полезным от логарифмов по одному основанию (например, а) перейти к логарифмам по другому основанию (например, с)

Воспользуемся основным логарифмическим тождеством  [image: image62.png]


, (предполагая, что a>0, b>0)
Если положительные числа  равны, то, очевидно, равны и их логарифмы по одному и тому же основанию с. Поэтому

[image: image63.png]



Но по правилу о логарифме степени

[image: image64.png]log (a'%%) = log b - log ,0




Следовательно,  loga b • logcа = logcb, откуда вытекает формула

[image: image65.png]loggh

loggb
Tog.a





Если вместо основания с возьмем число b, то [image: image66.png]


, таким образом
[image: image67.png]log
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Пусть, например, нам известно, что log102 [image: image68.png]


0,3010 ; log103 [image: image69.png]


0,4771. Требуется найти log23 

[image: image70.png]



2.7. Логарифмирование алгебраического выражения
Логарифмировать алгебраическое выражение значит выразить логарифм его посредством логарифмов отдельных чисел, составляющих это выражение. Выводы предыдущего параграфа позволяют это сделать в применении к произведению, частному, степени и дроби.
Например:

1)[image: image71.png]257

log=2_ s =log(25 - 7°)

{0g0,28 = logl, 5 + log?" — 10g0,28 = log2,5 + 3log? — log,28





2)  [image: image72.png]1
logbaz — logr/3 = logh + loga + logz — 7log3




 

3) [image: image73.png]1 1 1
log(a®y/5) = 3loga +  (log5 + logz ) = 3loga + logh + loge




2.8. Замечания

а) Если в выражении, которое требуется вычислить, встречается сумма или разность чисел, то их надо находить без помощи таблиц обыкновенным сложением или вычитанием. Напр.:

log (35 +7,24)5 = 5 log (35 + 7,24) = 5 log 42,24.

б) Умея логарифмировать выражения, мы можем, обратно, по данному результату логарифмирования найти то выражение, от которого получился этот результат; так, если

log х = log a + log b — 3 log с,  то легко сообразить, что [image: image74.png]



Операция обратная логарифмированию, называется потенцированием.
Заключение

С поставленной целью нашей работы мы справились, для этого мы решили ряд задач:  

· Сформулировать понятие логарифмической функции 
· Определить свойства функции

· Выявить применение логарифмов

· Построить график функции в  Microsoft Office Excel, Delphi и RionaCalc.

Сделали следующие выводы:
:

· Логарифмы облегчают и ускоряют вычисления

· Узнали способы применения в разных  областях
Данный материал актуален и в наше время  и часто применяем в математике. Использование  этого материала возможно на открытых уроках, конференциях и как дополнительный материал. 
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Приложения
Приложение 1
Соперники логарифмов

Ранее изобретения логарифмов потребность в ускорении выкладок породила таблицы иного рода, с помощью которых действие умножения заменяется не сложением, а вычитанием. Устройство этих таблиц основано на тождестве
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в верности которого легко убедиться, раскрыв скобки.

Имея готовые четверти квадратов, можно находить произведение  двух чисел, не производя умножения, а вычитая из четверти квадрата суммы этих чисел четверть квадрата их разности. Те же таблицы облегчают возвышение в квадрат и извлечение квадратного корня, а в соединении с таблицей обратных чисел упрощают и действие деления. Их преимущество перед таблицами логарифмическими  состоит в том, что с помощью их получаются результаты точные, а не приближенные. Зато они уступают логарифмическим в ряде других пунктов, практически гораздо более важных. В то время как таблицы четвертей квадратов позволяют перемножать только два числа, логарифмы дают возможность находить сразу произведение любого числа множителей, а кроме того – возвышать в любую степень и извлекать корни с любым показателем (целым или дробным). Вычислять, например, сложные проценты с помощью таблиц четвертей квадратов нельзя.

Тем не менее таблицы четвертей квадратов издавались и после того, как появились логарифмические таблицы всевозможных родов. В 1956 г. Во Франции вышли таблицы под заглавием:

«Таблица квадратов чисел от 1 до 1000 миллионов, с помощью которой находят точное произведение чисел весьма простым приемом, более удобным, чем с помощью логарифмов. Составил Александр Коссар».

Идея эта возникла у многих, не подозревающих о том, что она уже давно осуществлена. Ко мне раза два обращались изобретатели подобных таблиц как с новинкой и очень удивлялись, узнав, что их изобретение имеет более чем трехсотлетнюю давность.

Другим, более молодым соперником логарифмов являются вычислительные таблицы, имеющиеся во многих технических справочниках. Это - сводное таблицы, содержащие следующие графы: квадраты чисел, кубы, квадратные корни, кубические корн6и, обратные числа, длины окружности и площадки кругов для чисел от 2 до 1000. Для многих технических расчетов таблицы эти очень удобны, однако они не всегда достаточны; логарифмические имеют гораздо более обширную область  применения.   
Приложение 2
Эволюция логарифмических таблиц
B наших школах еще не столь давно употреблялись 5-значные логарифмические таблицы. Теперь перешли на 4-значные, так как они вполне достаточны для  технических расчетов. Но для большинства практических надобностей можно успешно обходиться даже 3-значными мантиссами: ведь обиходные измерения редко выполняются более чем с тремя знаками.

Мысль о достаточности более коротких мантисс осознана сравнительно недавно. Я помню еще время, когда в наших школах были в употреблении увесистые томы 7-значных логарифмов, уступившие свое место 5-значным лишь после упорной борьбы. Но и 7-значные логарифмы при своем появлении (1794) казались непозволительным новшеством. Первые десятичные логарифмы, созданные трудом лондонского математика Генри Брига (1624), были 14-значные. Их сменили спустя несколько лет 10-значные таблицы голландского математика Андриана Влакка.

Как видим, эволюция ходовых логарифмических таблиц шла от многозначных мантисс к более коротким и не завершилась еще в наши дни, так как и теперь многими не осознана та простая мысль, что точность вычислений не может превосходить в точности измерений.

Укорочение мантисс влечет за собой два важных практических следствия: 

1) заметное уменьшение объема таблиц

2) связанная с этим упрощение пользования ими, а значит, и ускорением выполняемых с помощью их вычислений.

Семизначные логарифмы чисел занимают около 200 страниц большого формата, 5-значные – 30 страниц вдвое меньшего формата, 4-значные занимают вдесятеро меньший объем, умещаясь на двух страницах большого формата, 3-значные же могут поместиться на одной странице.
Приложение 3
Логарифмические диковинки

Если вычислительные потребности практической жизни и технического обихода вполне обеспечиваются 3- и 4-значными таблицами, то, с другой стороны, к услугам теоретического исследователя имеются таблицы и с гораздо большим числом знаков, чем даже 14-значные логарифмы Брига. Вообще говоря, логарифм в большинстве случаев есть число иррациональное и не может быть точно выражен никаким числом цифр; логарифмы большинства чисел, сколько бы знаков ни брать, выражаются лишь приближенно, - тем точнее, чем больше цифр в их мантиссе. Для научных работ оказывается иногда недостаточной точность 14-значных логарифмов¹); но среди 500 всевозможных образцов логарифмических таблиц, вышедших в свет со времени их изобретения, исследователь всегда найдет такие, которые его удовлетворяют. Назовем, например, 20-значные логарифмы чисел от 2 до1200, изданные во Франции Кале (1795). Для еще более ограниченной группы чисел имеются таблицы логарифмов с огромным числом десятичных знаков – настоящие логарифмические диковинки, о существовании которых, как я убедился, не подозревают и многие математики.

Вот эти логарифмы-исполины; все они – не десятичные, а натуральные²):
48-значные таблицы Вольфрама для чисел до 10000;

61-значные таблицы Шарпа;

102-значные таблицы Паркхерста и, наконец,  логарифмическая сверхдиковинка:

260-значные логарифмы Адамса.

В последнем случае мы имеем, впрочем, не таблицу, а только так называемые натуральные логарифмы пяти чисел: 2,3,5,7 и 10 и переводный (260-значный) множитель для перечисления их в десятичные. Нетрудно, однако, понять, что, имея логарифмы этих пяти чисел, можно простым сложением или умножением получить логарифмы множества  составных чисел; например, логарифм 12 равен сумме логарифмов 2,2 и 3 и т.п.

К логарифмическим диковинкам можно было бы с полным основанием отнести и счетную линейку – «деревянные логарифмы», - если бы этот остроумный прибор не сделался благодаря своему удобству столь же обычным счетным орудием для техников, как десятикосточковые счеты для конторских работников. Привычка угашает чувство изумления перед прибором, работающим по принципу логарифмов и тем не менее не требующим от пользующихся им даже знания того, что такое логарифм.

Приложение 4
Логарифмы на эстраде

Самый поразительный из номеров, выполняемых перед публикой профессиональными счетчиками, без сомнения следующий. Предуведомленные афишей, что счетчик-виртуоз будет извлекать в уме корни высоких степеней из многозначных чисел, вы заготовляете дома путем терпеливых выкладок 31-ю степень какого-нибудь числа и намерены сразить счетчика 35-значным числовым линкором. В надлежащий момент вы обращаетесь к счетчику со словами:
- А попробуйте извлечь корень 31-й степени из следующего 35-значного числа! Запишите, я продиктую.

Виртуоз-вычислитель берет мел, но прежде чем вы успели открыть рот, чтобы произнести первую цифру, у него уже написан результат: 13.

Не зная числа, он извлек из него корень, да еще 31-й степени, да еще в уме, да еще с молниеносной быстротой!...

Вы изумлены, уничтожены, а между тем во всем этом нет ничего сверхъестественного. Секрет просто в том, что существует только одно число, именно 13, которое в 31-й степени дает 35-значный результат числа, меньше 13, дают меньше 35-цифр, большие – больше.

Откуда, однако, счетчик знал это? Как разыскал он число 13? Ему помогли логарифмы, двузначные логарифмы, которые он помнит наизусть для первых 15-20 чисел. Затвердить их вовсе не так трудно, как кажется, особенно если пользоваться тем, что логарифм составного числа равен сумме логарифмов его простых множителей. Зная твердо логарифмы 2, 3 и 7 ¹), вы уже знаете логарифмы чисел первого десятка; для второго десятка требуется помнить логарифмы еще четырех чисел.

Как бы то ни было, эстрадный вычислитель мысленно располагает следующей табличкой двузначных логарифмов:
	Числа
	Логарифм
	Числа
	Логарифм

	2
	0,30
	11
	1,04

	3
	0,48
	12
	1,08

	4
	0,60
	13
	1,11

	5
	0,70
	14
	1,15

	6
	0,78
	15
	1,18

	7
	0,85
	16
	1,20

	8
	0,90
	17
	1,23

	9
	0,95
	18
	1,26


Изумивший вас математический трюк состоял в следующем:
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Искомый логарифм может заключаться между
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 или между 1,09 и 1,13.

В этом интервале имеется логарифм только одного целого числа, именно 1,11 – логарифм 13. Таким путем и найден ошеломивший вас результат. Конечно, чтобы быстро проделать все это в уме, надо обладать находчивостью и сноровкой профессионала, но по существу дело, как видите, достаточно просто. Вы и сами можете теперь проделывать подобные фокусы, если не в уме, то на бумаге.

Пусть вам предложена задача: извлечь корень 64-й степени из 20-значного числа.

Не осведомившись о том, что это за число, вы можете объявить результат извлечения: корень равен 2.

В самом деле 
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; он должен, следовательно, заключаться между 
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,то есть между 0,29 и 0,32. Такой логарифм для целого числа только один: 0,30…, т.е. логарифм числа 2.

Вы даже можете окончательно поразить загадчика, сообщив ему, какое число он собирался вам продиктовать: знаменитое «шахматное» число
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= 18446744073709551616.
Приложение 5
Логарифмы на животноводческой ферме
ЗАДАЧА

Количество так называемого «поддерживающего» корма (т.е. то наименьшее количество его, которое лишь пополняет траты организма на теплоотдачу,  работу внутренних органов, восстановление отмирающих клеток и т.п.) ¹)  пропорционально наружной поверхности тела животного.  Зная это, определите калорийность поддерживающего корма для вола, весящего 420кг, если при тех же условиях вол 630кг весом нуждается в 13500 калориях.

РЕШЕНИЕ

Чтобы решить эту практическую задачу из области животноводства, понадобиться, кроме алгебры, привлечь на помощь и геометрию. Согласно условию задачи искомая калорийность x пропорциональна поверхности (s) вола, т.е.
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Где 
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- поверхность тела вола, весящего 630кг. Из геометрии мы знаем, что поверхности (s) подобных тел относятся, как квадраты их линейных размеров (l), а объемы (и, следовательно, веса) – как кубы линейных размеров. Поэтому
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Откуда
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С помощью логарифмических таблиц находим:
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Вол нуждается в 10300 калориях.
Приложение 6
Логарифмы в музыке.

   Музыканты редко увлекаются математикой; большинство их, питая к этой науке чувство уважения, предпочитает держаться от нее подальше. Между тем музыканты – даже те, которые не проверяют, подобно Сальери у Пушкина, «алгеброй гармонию», - соприкасаются с математикой гораздо чаще, чем сами подозревают, и притом с такими страшными вещами, как логарифмы.

Позволю себе по этому поводу привести отрывок из статьи нашего покойного физика проф. А. Эйхенвальда ¹).

«Товарищ мой по гимназии любил играть на рояле, но не любил математики. Он даже говорил с оттенком пренебрежения, что музыка и математика друг с другом ничего не имеют общего. Правда, Пифагор нашел какие-то соотношения между звуковыми колебаниями, -но ведь как раз пифагорова-то гамма для нашей музыки и оказалась неприменимой.

Представьте же себе, как неприятно был поражен мой товарищ, когда я доказал ему, что, играя по клавишам современного рояля, он играет, собственно говоря, на логарифмах… И действительно, так называемые «ступени» темперированной хроматической гаммы не расставлены на равных расстояниях ни по отношению к числам колебаний, ни по отношению к длинам волн соответствующих звуков, а представляют собой логарифмы этих величин. Только основание этих логарифмов равно 2, а не 10, как принято в других случаях.

Положим, что нота do самой низкой октавы – будем ее называть нулевой октавой – определена n колебаниями в секунду. Тогда do первой октавы будет делать в секунду 2n колебаний, а m-й октавы n•
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m

 колебаний и т.д. Обозначим все ноты хроматической гаммы рояля номерами p, принимая основной тон sol будет 7-й, la будет 9-й и т.д.; 12-й тон будет опять do, только октавой выше. Так как в темперированной хроматической гамме каждый последующий тон имеет в 
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 большее число колебаний, чем предыдущий, то число колебаний любого тона можно выразить формулой
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Логарифмируя эту формулу, получаем:
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или 
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а принимая число колебаний самого низкого do за единицу (n=1) и переводя все логарифмы к основанию, равному 2 (или попросту принимая lg2=1), имеем
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Отсюда видим, что номера клавишей рояля представляют собой логарифмы чисел колебаний соответствующих звуков. Мы даже можем сказать, что номер октавы представляет собой характеристику, а номер звука в данной октаве – мантиссу этого логарифма»
Например, - поясним от себя, - в тоне sol третьей октавы, т.е. в числе 
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- мантисса того же логарифма при основании 2; число колебаний, следовательно, в 
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 то есть в 11,98, раза больше числа колебаний тона do первой октавы.

Приложение 7
Звезды, шум и логарифмы.

Заголовок этот, связывающий столь, казалось бы, несоединимые вещи, не притягивает быть пародией на произведения Кузьмы Пруткова; речь в самом деле пойдет о звездах и о шуме в тесной связи с логарифмами.

Шум и звезды объединяются здесь потому, что и громкость шума и яркость звезд оцениваются одинаковым образом – по логарифмической шкале.

Астрономы распределяют звезды по степеням видимой яркости на светила первой величины, второй величины, третьей и т.д. Последовательные звездные величины воспринимаются глазом как члены арифметической прогрессии. Но физическая яркость их изменяется по иному закону: объективные яркости составляют геометрическую прогрессию со знаменателем 2,5. Легко понять, что «величина» звезды представляет собой не то иное, как логарифм ее физической яркости. Звезда, например, третьей величины ярче звезды первой величины в 
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 , т.е. в 6,25 раза. Короче говоря, оценивая видимую яркость звезд, астроном  оперирует с таблицей логарифмов, составленной при основании 2,5. Не останавливаюсь здесь подробнее на этих интересных соотношениях, так

как им уделено достаточно страниц в другой моей книге – «Занимательная астрономия».

Сходным образом оценивается и громкость шума. Вредное влияние промышленных шумов на здоровье рабочих и на производительность труда побудило выработать приемы точной числовой оценки громкости шума. Единицей громкости служит «бел», практически  - его десятая доля, «децибел». Последовательные степени громкости – 1 бел, 2 бела и т.д. (практически – 10 децибел, 20 децибел и т.д.) – составляют для нашего слуха арифметическую прогрессию. Физическая же «сила» этих шумов (точнее – энергия) составляет прогрессию геометрическую со знаменателем 10. Разности громкостей в 1 бел отвечает отношение силы шумов 10. Значит, громкость шума, выраженная в белах, равна десятичному логарифму, его физической силы.

Дело станет яснее, если рассмотрим несколько примеров.

Тихий шелест листьев оценивается в 1 бел, громкая разговорная речь – в 6,5 бела, рычание льва – в 8,7 белов. Отсюда следует, что по силе звука разговорная речь превышает шелест листьев в 
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Львиное рычание сильнее громкой разговорной речи в 
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Шум, громкость которого больше 8 бел, признается вредным для человеческого организма. Указанная норма на многих заводах превосходится: здесь бывают шумы в 10 и более бел; удары молотка в стальную плиту порождают шум в 11 бел. Шумы эти в 100 и 1000 раз сильнее допустимой нормы и 10-100 раз громче самого шумного места Ниагарского водопада(9 бел). 

Случайность ли то, что и при оценке видимой яркости светил и при измерении громкости шума мы имеем дело с логарифмической зависимостью между величиной ощущения и порождающего его раздражения? Нет, то и другое – следствие общего закона (называемого «психофизическим законом Фехнера»), гласящего: величина ощущения пропорциональна логарифму величины раздражения.

Как видим, логарифмы вторгаются и в область психологии.
Приложение 8
Логарифмы в электроосвещении

ЗАДАЧА 

Причина того, что наполненные газом (часто называемые неправильно «полуваттными») лампочки дают более яркий свет, чем пустотные с металлической нитью из такого же материала, кроется в различной температуре нити накала. По правилу, установленному в физике, общее количество света, испускаемое при белом калении, растет пропорционально 12-й степени абсолютной температуры. Зная это, проделаем такое вычисление: определим, во сколько раз «полуваттная» лампа, температура нити накала которой 2500° абсолютной шкалы (т.е. при счете от -273° Ц), испускает больше света, чем пустотная с нитью, накаленной до 2200°.

РЕШЕНИЕ
Обозначив искомое отношение через х, имеем уравнение
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 откуда 
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Наполненная газом лампа испускает света в 4,6 раза больше, нежели пустотная. Значит, если пустотная дает свет в 50 свечей, то наполненная газом при тех же условиях даст 230 свечей.

Сделаем еще расчет: какое повышение абсолютной температуры (в процентах) необходимо для удвоения яркости лампочки?

Решение 

Составляем уравнение
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 откуда 
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Наконец, третье вычисление: насколько – в процентах – возрастет яркость лампочки, если температура ее нити (абсолютная) поднимется на 1％? 
Решение

Выполняя с помощью логарифмов вычисление
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, находим: 
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Яркость возрастает на 13%.

Проделав вычисление для повышения температуры на 3 %- увеличение яркости на 43%.

Отсюда ясно, почему в технике изготовления электролампочек так заботятся о повышении температуры нити канала, дорожа каждым лишним градусом. 
Приложение 9
Логарифмическая комедия

ЗАДАЧА 

В доказательстве участвует логарифмирование. «Комедия» начинается с неравенства
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, бесспорно правильного. Затем следует преобразование: 
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также не внушающее сомнения. Большему числу соответствует больший логарифм, значит,
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после сокращения на 
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 имеем: 2>3. в чем ошибка этого доказательства.

РЕШЕНИЕ
Ошибка в том, что при сокращении на 
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 не был изменен знак неравенства (> на <); между тем необходимо было это сделать, так как 
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 есть число отрицательное.
[Если бы мы логарифмовали при основании не 10, а другой, меньшем чем 
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 был бы положителен, что большему числу соответствует больший логарифм.]
Приложение 10
Любое число - тремя двойками

ЗАДАЧА

Закончим книгу остроумной алгебраической головоломкой, которой развлекались участники одного съезда физиков в Одессе. Предлагается задача: любое данное число, целое и положительное, изобразить с помощью трех двоек и математических символов.

РЕШЕНИЕ

Покажем, как задача решается, сначала на частном примере. Пусть данное число 3. Тогда задача решается так: 
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Легко удостовериться в правильности этого равенства. Действительно,
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 Если бы дано было число 5, мы разрешили бы задачу тем же приемом:
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Как видим, мы используем здесь то, что при квадратном радикале показатель корня не пишется.

Общее решение задачи таково. Если данное число 
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причем число радикалов равно числу единиц в заданном числе.
Приложение 11
Логарифмическая функция в науке

Широкое применение нашла логарифмическая функция в астрономии: Например, по ней изменяется величина блеска звезд, если сравнивать характеристики блеска, отмеченные глазом и с помощью приборов, то можно составить следующий график:
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Здесь по вертикальной оси отложим блеск звезд в единицах Гиппарха (распределение звезд по субъективным характеристикам (на глаз) на 6 групп), а на горизонтальной - показания приборов.
По графику видно, что объективные и субъективные характеристики не пропорциональны, а прибор регистрирует возрастание блеска не на одну и ту же величину, а в 2,5 раза. Эта зависимость выражается логарифмической функцией.
Ещё одно применение логарифмической функции можно найти, если рассматривать логарифмическую спираль. 
Спираль, по определению - это плоская линия, образованная движущейся точкой, которая удаляется по определенному закону от начала луча, равномерно вращающегося вокруг своего начала. Если начало спирали выбрать за полюс полярной системы координат, то математически спираль может быть представлена с помощью некоторого полярного уравнения r = f(j), где r - радиус-вектор спирали, j - угол, откладываемый на полярной оси, f(j) - некоторая монотонно возрастающая или убывающая положительная функция. В случае с логарифмической спиралью точка удаляется по экспоненциальному закону (где a - произвольное положительное число). 
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логарифмическая спираль

Если взглянуть на форму многих галактик, то можно обнаружить, что некоторые из них имеют форму логарифмической спирали. 
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галактика млечный путь - типичная спиральная галактика
Но форму логарифмической спирали имеют не только объекты астрономии, но и например: ракушки многих улиток, рога козлов, паутина паука, семечки подсолнуха. 
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В физике тоже есть немало примеров применения логарифмической функции и логарифмов. 
Например, подобно оценки блеска звезд в предыдущем пункте, оценивается громкость шума. Единицей громкости служит «бел», практически его десятая доля – децибел. Последовательные степени громкости 1 бел, 2 бела и т.д. – составляют для нашего слуха арифметическую прогрессию. Физическая сила этих шумов составляет геометрическую прогрессию со знаменателем 10. Разности громкости в 1 бел соответствует отношение силы шумов 10. Это значит, что выраженная в белах громкость шума, равна десятичному логарифму его физической силы. 
Заметим, что в физике, при проведении научных, экспериментальных расчетов показательная, логарифмическая функции, экспонента и логарифмы применяются очень широко, но как правило не как описание отдельного процесса или комплекса процессов, а входят в состав сложных уравнений и систем уравнений и формул, описывающих данный процесс.
Также широкое применение нашла логарифмическая функция и в экономике: Например капитал, приносящий 5%, увеличивается ежегодно в 1,05 раза, не слишком впечатляющее возрастание, если рассматривать его на небольшом промежутке времени (в несколько лет), а если рассмотреть размер этой суммы через десять, сто лет или даже более долгий срок, то увеличение будет более чем значительным. 
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