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I. Введение.

1).  Обратные тригонометрические функции.

Напомним некоторые теоретические положения. Пусть f (х) строго монотонная.  Тогда каждое свое значение она принимает только один раз.

Обозначим А = D(f) (область определения функции f(х)), В = E(f) (область значений функции f (x)). Для такой функции каждому значению из В можно сопо​ставить вполне определенное значение из А, т.е. установить функциональное соответствие между В и А, обратное функ​циональному соответствию f.

Итак, чтобы найти функцию, обратную монотонной функции          у = f(x),  нужно поменять местами буквы  x  и  у,  написав х = f (у) и найдя из полученного равенства у как из уравне​ния. Это и определит обратную функцию у = g(х). 

2).  Свойства обратных функций.
Если у = f(x) - строго монотонная и у = g(х) - обратная ей функция, то они имеют следующие свойства.

1.  Функция у = g(х) - также строго монотонная, причем характер монотонности сохраняется (если у = f(x) ↑ , то у =g(х) ↑ ; если у = f(x) ↓, то у = g(x) ↓).

2.  При переходе от функции у =f(x) к обратной ей функции y = g(x) области их определения и области их значений меняются местами, т.е. D(f) = Е(g) и Е(f) = D(g).

3. Графики взаимно-обратных функций симметричны относительно биссектрисы первого и третьего координатных углов — прямой у = х.
4.  Для любого   х, принадлежащего   D(f) (принадлежащего  обла​сти определения  у = f (х)) справедливо соотношение g(f(x)) = x;   и наобо​рот, для любого х, принадлежащего D(g) справедливо соотношение f(g(x)) = x.

II.   Свойства и графики обратных тригонометрических  функций.

1. Арксинус. 
Рассмотрим функцию у = sin x. D (f) = (-∞;∞),  на своей об​ласти определения она является кусочно-монотонной, но не моно​тонной, а значит обратное соот​ветствие у = Arcsin x функцией не является.

Пусть х принадлежит [-π/2; π/2]. На этом

отрезке  у = sin x  строго мо​нотонно возрастает и пробега​ет все значения из области зна​чений синуса ([-1; 1]) только один раз, значит, для функции у = sin x на отрезке [- π/2; π/2]

существует обратная, которая обо​значается  у = arcsin х, график которой симметричен графику функции у = sin x на отрезке      [- π/2; π/2] относительно прямой у = х.

Учитывая свойство взаимно-обратных функций, имеем sin(arcsin х) = х;      -1 ≤ х ≤ 1;                                                              arcsin (sin у) = у;     -π/2 ≤ у ≤ π/2.

Свойства:  

1).     у = arcsin х непрерывна и ограничена (в силу непрерывности и ограниченности) у = sin x на [- π/2; π/2] );

2).     D(arcsin х) = [-1; 1], т. е.  -1 ≤ х ≤ 1;

3).     E(arcsin х) = [- π/2; π/2], т. е.  -π/2 ≤ у ≤ π/2;

4).     у = arcsin х является нечетной функцией: D(arcsin х) – симметричное множество, и arcsin (-х) = - arcsin х;

5).    arcsin х > 0     при 0 < х ≤ 1;

        arcsin х = 0      при х = 0;

        arcsin х < 0      при -1 ≤ х < 0.

6).    Функция у = arcsin х является строго возрастающей. 

7).    унаиб. = у(1) = π/2;

        унаим. = у(-1) = - π/2.
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2. Арккосинус.
Рассмотрим функцию у = cos x. D(f) = (-∞;∞), на своей об​ласти определения она является кусочно-монотонной, но не моно​тонной, а значит обратное соответ​ствие у = Arccos х функцией не является.

Пусть х принадлежит [0; π]. На этом отрезке у = cos х строго монотонно убыва​ет и пробегает все значения из об​ласти значений косинуса ([-1;1]) только один раз, значит, для функ​ции у = cos х на отрезке [О; π] су​ществует обратная, которая обозна​чается у = arccos х, график кото​рой симметричен графику функции у = cos х на отрезке [0; π] относи​тельно прямой у = х. Учитывая свойство взаимно-обрат​ных функций, имеем

сos (arccos х) = х;       -1 ≤ х ≤ 1;

arcos(сos у) = у;          0 ≤ у ≤ π.
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Свойства арккосинуса:

1)    у = arccos х непрерывна и ограничена (в силу непрерывности и ограниченности у = [0; π]);

2)   D(arccos х) = [-1; 1],   т. е. -1 ≤ х ≤ 1.

3)   E(arccos х) = [0; π],     т. е. 0 ≤ у ≤ π.

4)   у = arccos х - функция общего вида в смысле четности, но ее график является центрально-симетричным относительно точки ( 0; π/2 ), т. е. π/2 - arccos х = arccos (-х) - π/2, значит arccos (-х) = π - arccos х.

5)   arccos х > 0    при -1 ≤ х < 1;
      arccos х = 0        при х = 1.

6)  Функция у = arccos х является строго убывающей.      

7)  унаиб. = у(-1) = π;

     унаим. = у(1) = 0.
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3. Арктангенс.
Рассмотрим функцию у = tg x.

D(f) = (- ∞; ∞),  х ≠ π/2 + πk, т. е. на своей области определения она является кусочно-монотонной, но не монотонной, а значит обратное соответствие у = Arctg x функцией не является.  Пусть х принадлежит (-π/2; π/2). На этом отрезке у = tg х строго монотонно возрастает и пробегает все значения из области значений тангенса (-∞;∞) только один раз, значит, для функции  у = tg x на (-π/2; π/2) существует обратная, которая обозначается у = аrctg x, график которой симметричен графику функ​ции у = tg x на отрезке (-π/2; π/2) относительно прямой у = х.

Учитывая свойство взаимно-обратных функций, имеем 

tg(arctg х) = х;     -∞ < х < ∞;

arctg(tg у) = у;    -π/2 < у < π/2.
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Свойства арктангенса:

1)    у = аrctg x непрерывна и ограничена (в силу непрерывности у = tg x на (-π/2; π/2) );

2)   D(arctg х) = (-∞;∞);
3)   Е(arctg х) = (-π/2; π/2).
4)   у = аrctg x нечетная функция, так как D(arctg х) – симметричное множество, и аrctg (-х) = - аrctg х;
5)   аrctg х > 0        при х > 0;

  аrctg х = 0        при х = 0;

  аrctg х < 0        при х < 0.

6)  Функция у = аrctg x является строго возрастающей. 

7)  Наибольшего и наименьшего значения нет.

4. Арккотангенс.
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Рассмотрим функцию у = ctg х.

D(f) = (- ∞; ∞),   х ≠ πk,  т.е. на своей области определения она являет​ся кусочно-монотонной, но не монотонной, а значит обратное соответствие у = Arcctgx функцией не является. 

Пусть х принадлежит (0; π). На этом отрезке у = ctgx строго мо​нотонно убывает и пробегает все значения из области значе​ний котангенса (-∞; ∞) только один раз, значит, для функции 

у = ctg х на (0; π) существует обратная, которая обозначается 

у = arcctg x, график которой симметричен графику функции

у = ctg x на отрезке (0; π) относительно прямой у = х.

Учитывая свойство взаимно-обратных функций, имеем

ctg(arcctg х) = х;  -∞ < х < ∞; 

arcctg(ctg y) = у;  0 < у < π .

Свойства арккотангенса:

1)  у = arcctg x непрерывна и ограничена (в силу непрерыв​ности y = ctg x на (0; π )).

2)  D(arcctg x) = (-∞;∞).

3)  Е (arcctg x) = (0; π ).

4)  у = arcctg x — функция общего вида в смысле четности, но ее график центрально-симметричен относительно точки

(0; π/2), т.е.  π/2 - arcctg x = arcctg(-x) - π/2. 

Значит arcctg(-x) = π – arcctg x.

5)  arcctg х > 0  для любого x принадлежащего(-∞;∞).

6)  Функция у=  arcctgx является строго убывающей.

7)  Наибольшего и наименьшего значения нет.

III.  Практикум.

1) Найдите область определения.
      а)    
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      б)    y =
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      D(y)=
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IV  Свойства  arc-функций и некоторые соотношения между ними

V  Тригонометрические функции от arc-функций
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VI. Практикум.

Решите уравнения:       

1) 2 arcsin x + 3 arccos x = π.   

    Так как arcsin x + arccos x = 
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, то 2(arcsin x + arccos x) = π ;      π + arccos x = π ;

    отсюда arccos x = 0 
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    Ответ: х=1.

2) 2 arcsin x = arcsin 
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     Решая как систему, получим arcsin x= 
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3) arccos 
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     Решая как систему, получим arcctg x=
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     тогда, решая как систему, получим arcctg x=
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     Так как arcsin (-m)= - arcsin m;  arccos(-m)= π - arcos m. 
     Значит, 
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     Примечание. Можно проще, если знать тождество 

      arccos x + arcsin x=
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VII. Графики  arc-функций.

1. y=arcsin (sin x)= 
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                               y= arcsin(sin x)
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2. y= arсcos (cos x)= 
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                                                   y= arсcos (cos x)
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3. y= arctg(tg x)=x-πk,              -
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                                                   y= arctg(tg x)
[image: image98.png]



4. y=arcctg(ctg x)=x-πk,             πk<x<π+πk,       k 
[image: image99.wmf]Z
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y=arcctg(ctg x)
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VIII. Практикум.

Вычислите:

1) arctg(tg 3).

         Учтем,что arctg(tg х)=х-πk при 
[image: image100.wmf].
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     Так как 3
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     arctg(tg 3)= 3-
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2) arcsin(sin 2).

     Учтем, что arcsin(sin  x)=
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Так как 2 
[image: image106.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

Ï

2

;

2

p

p

 при k=0, а 2 принадлежит 
[image: image107.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

2

3

;

2

p

p

, то arcsin(sin 2) = 
[image: image108.wmf]p

-2   
3) arccos(cos 4).

     Учтем, что arccos(cos х)=
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     Так как 4 
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4) arcctg (ctg(-3)).

     Учтем, что arcctg (ctg х)=х-πk при πk<x<π+πk.

     Так как -3
[image: image114.wmf]Ï

(0; π), а -3 
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(-π;0), то arcctg (ctg(-3))= -3+
[image: image116.wmf]p


 Решить уравнение:

    1) arccos x=arctg x.

     По определению обратных тригонометрических функций 

     сos(arcсos х) = х. 

     Эта задача сводится к следующей: «Найти сos α, если 
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     Поскольку cos α >0, то 
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     Получаем уравнение х=
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     для х два значения: 
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Второе значение для 

      х не подходит, поскольку 
[image: image125.wmf]2
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     Ответ. 
[image: image126.wmf]2
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     Замечание. Данное уравнение можно решить и иначе.  

     Обозначим левую и правую части данного уравнения через

     y. Тогда cos y=tg y. Для y имеем тригонометрическое уравнение, сводящееся к квадратному относительно 
[image: image127.wmf].
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     По смыслу задачи 0<y<
[image: image128.wmf],
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2) Решить уравнение: 
[image: image131.wmf].
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     Решение. Перепишем уравнение в виде 
[image: image132.wmf].
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     Если равны углы, то равны и тригонометрические функции от них. (Обратное неверно.) Осталось удачно выбрать эту функцию. Понятно, что выбирать надо между синусом и косинусом. В данном случае предпочтительнее оказывается косинус. Можно привести некоторые соображения в пользу такого выбора. А лучше убедиться в этом на практике.

Итак, имеем 
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Поскольку
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то получаем уравнение 
[image: image135.wmf].
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Это уравнение имеет единственный корень х=0 (два других корня уравнения, получающегося при возведении в квадрат данного, оказываются посторонними).

Ответ.0.

IX. Историческая справка.

Тригонометрические функции в Индии.

Древнегреческие ученые не знали наших тригонометрических функций, вместо синуса они пользовались хордой, равной удвоенной линии синуса половинной дуги. Заметим, что греческое слово «хорде», от которого происходит наш термин «хорда», буквально означает «тетива лука».

Начало учению о тригонометрических величинах было положено в Индии. Простая на первый взгляд замена хорды полухордой — синусом — открыла большие перспективы в развитии теории тригонометрических функций.

Кроме линий синуса DB и косинуса OD (рис.1), индийские астрономы ввели еще одну величину: обращенный синус (термин, переведенный на латынь в XII в. словами sinus versus) DA - разность между радиусом окружности и ее косинусом. Сегодня мы бы записали:

sin vers α= 1 — cos α.

В отличие от sinus versus европейские математики XII—XVI вв. часто называли синус -sinus rectus (прямой синус), а радиус тригонометрической окружности sinus totus, т. e. весь (полный) синус. Первые немногочисленные дошедшие до нас индийские произведения астрономо-тригонометрического содержания, названные «сиддханты» (науки), относятся к IV—Vвв. В них, как и в трактате «Ариабхаттиам», составленном в 499 г. двадцатичетырехлетним математиком Ариабхаттой, уже встречаются синус, косинус и синус-версус. Индийские ученые [image: image136.png]


рассматривали эти величины только для острого угла. Их вычисления сводились к рассмотрению лишь прямо​угольных треугольников. Для этой цели они обычно разбивали косоугольные треугольники на ряд прямоугольных. Они знали и применяли некоторые зависимости между тригонометрическими величинами, в том числе простейшие соотношения:


[image: image137.wmf])
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Лишь ученые стран Среднего и Ближнего Востока ввели новые тригонометрические функции и с их помощью стали решать любые треугольники.

Тригонометрия – автономная ветвь математики.

Развитие учения о тригонометрических функциях и широкое применение их в практике подготовили почву для отделения тригонометрии от астрономии и формирования ее как самостоятельной ветви математики.

«Трактат о полном четырехстороннике» крупнейшего математика XIII в. Насир ад-Дина ат-Туси (1260) до последнего времени считался первым систематическим курсом тригонометрии, изложенным независимо от астрономии. Однако недавно был обнаружен анонимный трактат, написанный в Исфахане до трактата ат-Туси, оказавший несомненное влияние на него. В обоих трактатах излагается плоская и сферическая тригонометрия, решение прямоугольных, косоугольных и сферических треугольников.

В Европе первым трудом, в котором тригонометрия рассматривалась как самостоятельная ветвь математики, было произведение Региомонтана «Пять книг о треугольниках всех видов», написанное в 1462—1466 гг. и содержащее все, что было известно в то время в области тригонометрии. Основное содержание этой книги заимствовано из трудов, написанных на арабском языке. Региомонтан систематизировал вопросы тригонометрии и дал прекрасное изложение их. Он составил и поместил в книге обстоятельные тригонометрические таблицы. Труд был напечатан лишь в 1533 г. и оказал большое влияние на дальнейшее развитие тригонометрии.

X. Упражнения для самостоятельной работы.

1. Решите уравнения:

    а)
[image: image138.wmf];
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2. Вычислите:

    а) 
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3. Решите уравнения.

    а) 
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    б) 
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    в) 
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    г) 
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4. Вычислите:

    а) 
[image: image147.wmf]);
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    б) 
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5. Вычислите:

    а) 
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     в) 
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     г) 
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