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ВВЕДЕНИЕ

      Приступая к изучению геометрии, каждый ученик сталкивается с огромными трудностями: нам приходится решать задачи на распознавание и построение фигур, разбиение их на части, преобразование в новые фигуры. И всё это при отсутствии геометрического опыта. Где взять этот опыт, как получить необходимые навыки? Здесь большую помощь оказывают геометрические игры-головоломки, и мы играя познаём азы геометрии. В данной работе я исследую свойства популярных головоломок  ТАНГРАМА и ПЕНТАМИНО, а также предлагаю классификацию связанных с ними задач.
1. ТАНГРАМ

1.1. Описание игры-головоломки

      Танграм – старинная  китайская игра-головоломка, основанная на принципе разрезания – складывания квадрата. Квадрат разделяется таким образом, как это показано на рисунке 1.

[image: image1.png]


[image: image2.png]


[image: image3.png]


[image: image4.png]


[image: image5.png]


[image: image6.png]


[image: image7.png]


[image: image8.png]


[image: image9.png]


      Как мы видим, в состав танграма входят семь геометрических фигур, называемых "семь танов". Два больших треугольника (1, 2), один средний (3) и два маленьких (4, 5), квадрат (6) и параллелограмм (7). Углы в этих фигурах кратны 45 градусам.
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      Суть игры заключается в конструировании из деталей игры разнообразных предметных силуэтов. Для этого необходимо использовать все семь "танов", причём параллелограмм можно поворачивать любой стороной вверх (это единственный несимметричный тан), но нельзя накладывать один "тан" на другой даже кончиком. Изображение силуэта схематично, но его образ угадывается по характерным признакам предмета и по его пропорциям. Это могут быть силуэты людей, животных, предметов домашнего обихода, игрушек, цифр, букв и т. д. Игра знакомит детей с азами геометрии, понятиями части и целого, величины и формы; развивает фантазию, образное мышление, внимание, а также эмоционально-волевые качества. Ведь для того, чтобы сложить определенную фигурку, нужно обладать настойчивостью, аккуратностью и терпением.

1.2. Исследование свойств "танов"
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      Научный подход к решению задач игры-головоломки требует знания геометрических свойств фигур-"танов". 
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           Исследуем свойства больших треугольников.    Таких треугольников два (1, 2 на рис. 1). Они   прямоугольные, равнобедренные. Причём площадь большого треугольника  в 4 раза больше площади маленького треугольника (это видно при наложении маленьких треугольников на  большой, см. рис. 2). А его периметр в 2 раза больше маленького  треугольника. Докажем это. Пусть меньшая сторона (катет) равна "а", а большая (гипотенуза) равна "b". Тогда Рм = 2а + b;  Pб = 4а + 2b = 2(2а + b). Также площадь большого треугольника в 2 раза больше площади среднего треугольника  (видно  из  наложения),  а его периметр  приблизительно  в  1,4 

(V2) больше периметра среднего треугольника. Так как треугольники подобны, следовательно, их площади относятся как  квадраты их линейных размеров.
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         Средний  треугольник (3 на рис. 1) прямоугольный,          равнобедренный. Площадь среднего треугольника в 2 раза меньше площади большого треугольника, а его периметр приблизительно в 1,4 (V2) меньше периметра большого треугольника. Площадь среднего треугольника в 2 раза больше площади маленького треугольника (см. рис. 3).
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             Маленьких треугольников два (4, 5 на рис. 1). Они           прямоугольные, равнобедренные (см. рис. 4). Площадь маленького треугольника меньше площади среднего треугольника в 2 раза (Sм = Sср : 2). Площадь маленького треугольника в 4 раза меньше площади большого треугольника, а его периметр в 2 раза меньше периметра большого треугольника (Pм = Pб : 2). Площадь двух маленьких треугольников равна площади квадрата (Sм = Sкв : 2). Также их площадь равна площади параллелограмма (Sм = Sп : 2). Это легко доказывается накладыванием фигур друг на друга.
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      Площадь квадрата (6 на рис. 1) в 2 раза больше площади маленького треугольника (Sкв = Sм x 2). Площадь квадрата равна площади параллелограмма и площади среднего треугольника (см. рис. 5).
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    Площадь параллелограмма (7 на рис. 1) в 2 раза     больше    площади    маленького   треугольника   (Sп = = Sм x 2). Его площадь равна площади квадрата и         площади    среднего треугольника (см. рис. 6). 

1.3. Историография вопроса
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      Во многих книгах и энциклопедиях упоминается, что танграму более 4000 лет. Хотя это не так. Миф о древности танграма создал американец Сэм Лойд, автор занимательных задач-головоломок. В 1903 году, находясь на вершине славы, он выпустил небольшую книжечку, ставшую ныне библиографической редкостью, и назвал её "Восьмая книга тана". Кроме множества задач Лойд придумал красивую легенду о происхождении танграма. "В записках покойного профессора Челленора, попавшихся в мои руки, – утверждал  Лойд, – имеются сведения о том, что семь книг о танграмах, каждая из которых насчитывает ровно тысячу фигур, были составлены в Китае более 4000 лет назад. Эти книги ныне стали столь большой редкостью, что за те 40 лет, которые профессор Челленор провёл в Китае, ему лишь раз удалось видеть первое издание первого и седьмого томов и несколько разрозненных фрагментов второго тома [2, с. 40]". Название "семь танов" происходит, по версии Лойда, от имени Тан, принадлежавшего древнему китайскому мудрецу.

      Разумеется, что это всё вымысел. Когда Генри Дьюдени, английский "аналог" Сэма Лойда, в 1908 году написал статью о танграмах, он, ничего не подозревая, повторил ошибку Лойда. Его статья привлекла внимание знаменитого лексикографа Джеймса Мюррея. И тот обратился за помощью к своему сыну, обучавшемуся в китайском университете, с просьбой разузнать что-нибудь о Тане. Выяснилось, что китайские профессора ничего не знают о Тане и никогда не слышали слово "танграм". На самом деле в Китае эта игра известна под именем "чи чиа тю" – "семь хитроумных фигур", или "хитроумная головоломка из семи частей".

      Откуда же было взято само название танграм? По мнению Мюррея, оно было придумано в середине XIX столетия одним американцем, который взял корень "тань", что обозначает на кантонском диалекте "китайский", и "грам" (с греч. "буква").

      Никто не знает, когда появились первые танграмы. Самая старая книга, в которой упоминалась эта игра, вышла в Китае в 1803 году под названием "Собрание фигур из семи частей".

1.4. Классификация задач

      Встречается множество различных задач, связанных с танграмом. Предлагается следующая классификация задач:
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Задача 1. Нахождение способа изобразить силуэты людей, животных, предметов, цифр, используя все детали танграма (то есть креативные задачи). В качестве иллюстрации можно привести рисунок "цифра 8", придуманный Потаповой Софьей (рис. 7 а, б).
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Задача 2. Поиск способа воспроизвести заданные силуэты (рис. 8 а, б, в; решение задач – рис. 8 г, д, е). 

Задача 3. Поиск нескольких способов построения данной фигуры (это становится возможным благодаря замене фигур на равносоставленные). Для примера приведены схемы выкладывания треугольника двумя способами (рис. 9 а, б).
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Задача 4. Составление  более  сложного  двойного или тройного танграма (для этого используются два или три комплекта из семи "танов"). В качестве иллюстрации  можно  предложить рисунок "Игра на бильярде", приведённый в книге Я.И. Перельмана "Весёлые задачи" [3] (рис. 10 а, б). 
Задача 5. Решение задач комбинаторной геометрии, возникающих в связи с составлением геометрических фигур из танграма. Например, какие выпуклые многоугольники можно составить из семи танов, в том числе несколькими способами. По утверждению М. Гарднера, существует всего тринадцать "выпуклых танграмов – многоугольников, у которых все внутренние углы меньше 180 градусов [2, с. 53]". Эти фигуры приведены в Приложении VIII.

Задача 6. Нахождение "невозможной" фигуры среди нескольких предложенных. Как видно из рисунка 11, а, б, в, в фигуре "в" не остаётся места для среднего по величине треугольника.


Задача 7. Как разновидность предыдущего типа задач – решение парадокса в танграмах из семи частей (пример – откуда взялась нога у человечка: парадокс, обнаруженный Г. Дьюдени, см. рис. 12 а, б, в, г. Как видно из схемы, первая фигура чуть толще второй; площадь "ноги" в точности равна площади избыточной полоски на животе, обозначенной отрезком АВ). 







 

      Данная классификация позволяет указать цель, время и место использования названных задач. Задачи 1 и 2 традиционны, взаимно обратны. Задача 3 направлена на формирование инвариантности мышления. Задача 4 предполагает наличие определённого опыта игры. Задачи 5 и 6 - возможность использовать данную игру на уроках геометрии в теме "Многоугольники. Площадь многоугольников". Задача 7 - один из способов активизировать мышление. 

      Закончить главу о танграмах можно словами М. Гарднера: "Очарование танграма состоит в простоте материала и в кажущейся его непригодности для создания фигурок, обладающих эстетической привлекательностью [2, c. 39]".

 

2. ПЕНТАМИНО

2.1. Описание игры

      Игру "Пентамино" придумал в 50-х годах ХХ века известный американский математик  Соломон Голомб. Он ввёл в употребление термин "полиомино", который обозначает фигуру, составленную из одинаковых по площади квадратов, имеющих хотя бы одну общую сторону с другими входящими в фигуру квадратами. Полиомино имеет несколько разновидностей. Это мономино, домино, тримино, тетрамино, пентамино, гексамино и так далее (по числу составляющих фигуру квадратов). Суть игры заключается в складывании различных фигур из заданного комплекта полиомино, при этом несимметричные детали можно переворачивать. Эта своеобразная мозаика оказалась увлекательна не только для школьников и студентов, но и для профессоров математики. А научный подход к игре требует анализа составляющих её элементов.


2.2. Исследование видов фигур полиомино

      В фигуре мономино только один квадрат, и поэтому она имеет только один вариант (рис. 13 а).

В фигуре домино два квадрата. Но она также имеет один вариант (рис. 13 б).

В фигуре тримино три квадрата, и она имеет два варианта. 

Это прямое  тримино (рис. 13 в); 

тримино в виде прямого угла (рис. 13 г).


В фигуре тетрамино четыре квадрата. И всего существует пять вариантов  тетрамино. Это прямое тетрамино (рис. 13 д);

квадратное тетрамино (рис. 13 е); 

Т-образное тетрамино (рис. 13 ж); 

L-образное тетрамино (рис. 13 з);  

зигзагообразное тетрамино (рис. 13 и).


      Исследуем виды пентамино. В фигуре пентамино пять квадратов. Всего существует двенадцать вариантов расположения этих квадратов в фигуре. Их можно разделить следующим образом (рис. 14):
                     1. 5 квадратов в одну строку; 

   2. 4 квадрата в одну строку;

3. 3 квадрата в одну строку, где:        

а) 2 оставшиеся расположены по одну          cторону от строки;


  б) 2 оставшиеся расположены по разные стороны от строки.

4. Пентамино, которые можно достроить до квадрата 3 х 3.

 


Из анализа форм видно, что во всех пентамино у квадратов 4 общих стороны, в пентамино "Р" общих сторон 5.

      М. Гарднер указывает на сходство фигур с определёнными буквами латинского алфавита [1, с. 480], что помогает лучше их запомнить (см. рис. 15).



2.3. Классификация задач игры "Пентамино"


Задача 1. Комбинаторные задачи, связанные с нахождением всех возможных вариантов расположения квадратов в фигуре пентамино (нам уже известно, что их 12).

Задача 2. Составление из пентамино заданных фигур и силуэтов (например, олень на рис. 16).


Задача 3. Креативные задачи (составление собственных силуэтов). В качестве иллюстрации можно привести рисунок, составленный Потаповой Софьей (рис. 17).


Задача 4. Укладывание всех фигурок пентамино в форму прямоугольника.  Эта задача имеет несколько вариантов решения. Вычислим площадь каждого такого прямоугольника: 5 х 12 = 60 квадратов. Исследуем, какие существуют прямоугольники заданной площади. Так как число 60 можно разложить на целые составные множители, то можно предположить, что возможны следующие прямоугольники:

60 = 20 х 3;    60 = 15 х 4;   60 = 12 х 5;   60 = 10 х 6;   60 = 30 х 2.

Последний вариант невозможен, так как одна сторона у многих фигур пентамино содержит 3 клеточки. 

      Приведённый на рисунке 18 а прямоугольник 5 х 12 собран из двух прямоугольников 5 х 7 и 5 х 5. А два прямоугольника 5 х 6, изображённые 

на рисунке 18 б, в, можно сложить так, что получится прямоугольник  5 х 12 или 6 х 10.



Задача 5. "Заполнение шахматной доски фигурками пентамино". 

Возможно ли из этих 12 фигур и одного квадратного тетрамино сложить шахматную доску размером 8 х 8 клеток? 

      Впервые решение этой задачи нашёл Генри Дьюдени в 1907 году. А Т. Р. Доусон первым доказал, что задача Дьюдени решается при любом положении квадрата на доске. 

      Никто не знает, сколько всего существует решений к этой задаче.  Например, М. Гарднер предполагает, что их больше 10000. В 1958 году Диана Скотт (аспирантка-математик Принстона) с помощью электронно-вычислительной машины нашла все возможные решения с квадратным тетрамино в центре. За три с половиной часа машина выдала 65 различных решений.

      При составлении программы удобно было разбить эти решения на три класса в зависимости от расположения креста относительно квадратного тетрамино. Они показаны на рисунке 19. При вычислениях машина нашла 20 вариантов первого, 19 вариантов второго, и 26 третьего классов.


Задача 6. "Об утроении". Профессор Р. Робинсон и Дж. Таккер независимо друг от друга придумали задачу, которую стали называть задачей об утроении. Нужно выбрать одно из пентамино, затем с помощью других 9 фигур построить большую фигуру, подобную выбранной, но в три раза больше. Исследуем, какое количество пентамино потребуется для решения задачи об утроении. Так как площадь фигуры пентамино равна 5, то площадь оставшихся равна 60 - 5 = 55. Если надо построить фигуру, подобную данной, но в 3 раза больше, то её площадь будет 5 х 3 = 45. Так как площади подобных фигур относятся как квадраты их линейных размеров, тогда для построения фигуры в 3 раза большей потребуется 45 : 5 = 9 фигур. То есть две фигуры в решении задачи не используются. В данной задаче допускается много решений. Задача об утроении решается с любым из 12 пентамино. Два примера приведены на рисунке 20 а, б.

Задача 7. "О двойном удвоении". Берётся два пентамино и складывается из них фигура, затем берётся ещё два пентамино и складывается из них такая же фигура. После этого складывается подобная фигура из оставшихся 8 пентамино, но вдвое больше. Пример приведён на рисунке 21.


Задача 8. "Отверстие-пентамино". Задача состоит в том, чтобы из 12 пентамино сложить прямоугольник 5 х 13 так, чтобы в центре прямоугольника было отверстие, подобное одному из 12 пентамино. Данная задача решается всегда независимо от того, с какой из 12 фигур пентамино совпадает форма отверстия. Пример приведён на рисунке 22.


ЗАКЛЮЧЕНИЕ

      В процессе изучения литературы о геометрических головоломках я с интересом познакомилась с историей их возникновения. Исследуя особенности этих головоломок, я более подробно узнала о свойствах составляющих их геометрических фигур - треугольника, квадрата, параллелограмма, уже известных из курса начальной школы. Это, например, понятие кратности величин углов, подобия геометрических фигур, понятие выпуклости многоугольников, равенства площадей различных равносоставленных фигур. Также я познакомилась с понятием комбинаторики в геометрии. Я заметила, что составление и решение геометрических задач-головоломок значительно развивает воображение, внимание, пространственное мышление, креативное мышление.

      В процессе работы над темой мной были изучены и освоены методы исследования:

1) способ доказательства равновеликости фигур методом наложения;

2) алгебраические примеры сравнения выражения;
3) навыки выдвижения гипотез и их доказательства или опровержения.

      Данная исследовательская работа имеет прикладное значение. Результаты классификации и систематизации задач позволяют более эффективно использовать иллюстративный материал (приведён в Приложении) на уроках математики для развития внимания, мышления, эмоционально-волевых качеств учеников 5-7 классов. Также в качестве результатов исследования можно рассматривать изготовление демонстрационных моделей игр-головоломок.
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Рис. 17. Утка
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