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Введение


У математики и у шахмат много родственного. Выдающийся математик Г.Харди, проводя параллель между этими видами человеческой деятельности, заметил, что решение проблем шахматной игры есть не что иное, как математическое упражнение, а игра в шахматы это как бы насвистывание математических мелодий.


Формы мышления математика и шахматиста довольно близки, и не случайно математики часто бывают способными шахматистами.

Среди крупных ученых, специалистов в области точных наук, известно немало сильных шахматистов, например, математик академик А.А Марков, механик академик А.Ю. Ишлинский, физик академик, лауреат Нобелевской премии П.Л. Капица.

Склонность к занятиям математикой проявлялась у многих чемпионов мира по шахматам. В то же время многие гроссмейстеры имеют математическое или близкое к нему образование. Интересовался математикой и первый шахматный король В. Стейниц. Профессиональным математиком был его преемник доктор Эм. Ласкер. Доктор Эйве, пятый чемпион мира, возглавлял один из вычислительных центров в Голландии. Первый советский чемпион мира М. Ботвинник, доктор технических наук и специалист в области электротехники, в последующие годы все силы отдает разработке алгоритма игры в шахматы и,  по существу,  переквалифицировался  в математика-прикладника. Яркими математическими спо​собностями в юные годы обладал М. Таль. Экс-чемпион мира А. Карпов с золотой медалью окончил математическую школу, был победителем ряда матема​тических олимпиад. После окончания школы он поступил на механико-математический факультет МГУ, но затем ради шахмат «пожертвовал» математикой...
Шахматная доска, фигуры и сама игра часто исполь​зуются для иллюстрации разнообразных математиче​ских понятий и задач. Шахматные примеры и термины можно встретить в литературе по кибернетике, теории игр, вычислительной математике, теории графов, теории чисел и комбинаторике. Важное место занимают шахматы в развитии современ​ных методов программирования. 
В математических задачах и головоломках, дело, как правило, не обходится без участия фигур. Однако доска сама по себе также представляет достаточно интересный объект. 
Легенда о шахматной доске.

Шахматы - одна из самых древних игр. Она существует уже многие века, и неудивительно, что с нею связаны разные предания, правдивость которых, за давностью времени, невозможно проверить.


 Шахматная игра была придумана в Индии, и когда индусский царь познакомился с нею, он был восхищен ее остроумием и разнообразием возможных в ней положений.


Узнав, что мудрец, который изобрел игру, является его подданным, царь позвал его, что бы лично наградить за гениальную выдумку. Властелин пообещал выполнить любую просьбу мудреца и, был удивлен его скромностью, когда тот пожелал получить в награду пшеничные зерна. На первое поле шахматной доски - одно зерно, на второе- два, и так далее, на каждое последующее вдвое больше зерен, чем на предыдущее. Царь приказал побыстрее выдать изобретателю шахмат его ничтожную награду. Однако на следующий день придворные математики сообщили своему повелителю, что не в состоянии исполнить желание хитроумного мудреца. Оказалось, что для этого не хватит пшеницы, хранящейся не только в амбарах всего царства, но и во всех амбарах мира. Мудрец скромно потребовал восемнадцать квинтильонов четыреста сорок шесть квадриллионов семьсот сорок четыре триллиона семьдесят три биллиона семьсот девять миллионов пятьсот пятьдесят одна тысяча шестьсот пятнадцать зерен.

Чтобы представить себе всю огромность этого числового великана, прикиньте, какой амбар нужен для хранения такого количества зерен. Известно, что кубический метр пшеницы вмещает около 15 миллионов зерен. Значит, награда шахматного изобретателя должна была занять объем примерно 12 000 куб.км. При высоте амбара в 4м. и ширине в 10м. длина его должна была бы простираться на 300 млн. км,- то есть вдвое дальше, чем от Земли до Солнца…
Раз уж речь зашла о про​исхождении шахмат, то уме​стно привести одну гипоте​зу, использующую некоторые математические свойства дос​ки. Согласно этой гипотезе шахматы произошли из так называемых магических ква​дратов.
Магический квадрат по​рядка п представляет собой квадратную таблицу п
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п, заполненную целыми чис​лами от 1 до n2 и обладающую следующим свойством: сумма чисел каждой строки, каждого столбца, а также двух главных диагоналей одна и та же. Для магиче​ских квадратов порядка 8 она равна 260. Зако​номерность расположения чисел в магических квад​ратах придает им волшебную силу искусства. Недаром выдающийся немецкий художник А. Дюрер был на​столько очарован этими математическими объектами, что воспроизвел магический квадрат в своей знаменитой гравюре «Меланхолия».
Задачи на разрезание доски
   Четыре алмаза
[image: image1.wmf]´


Среди математических задач и головоломок о шахматной доске наиболее популярны  задачи на разрезание. Одна такая задача тоже связана с легендой. Один восточный властелин был таким искусным игроком, что за всю жизнь потерпел всего четыре пора​жения. В честь своих победите​лей, четырех мудрецов, он при​казал вставить в его шахмат​ную доску четыре алмаза — на те поля, на которых был за​матован его король.

После смерти властелина его сын, слабый игрок и жестокий де​спот, решил отомстить мудрецам, обыгравшим его отца. Он велел им разделить шахматную дос​ку с алмазами на четыре одинаковые по форме части так, чтобы каждая заключала в себе по одному алмазу. Хотя мудрецы выполнили требование нового власте​лина (рис.1), он все равно лишил их жизни, причем, как гла​сит легенда, для казни каждого мудреца использовал его часть доски с алмазом.
Эта задача о разрезании доски часто встречается в занимательной литературе.Разрезать доску на четыре одинаковые части (совпадающие при наложении) так, чтобы на каждой из них оказалось по одному коню. Пред​полагается, что разрезы проходят только по гра​ницам между вертикалями и горизонталями доски.
Располагая четырех коней на различных полях доски, мы получаем множество задач о разрезании. Интерес в них представляет не только нахождение одного не​обходимого разреза, но и подсчет числа всех способов разрезать доску  на  четыре  одинаковые  части, содержащие по одному коню. Установлено, что наибольшее число решений- 800  задача имеет при расположении коней в углах доски.
Задача Лойда
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Следующую  задачу   на   разрезание  обычно  связывают с именем выдающегося шахматного композитора и мастера головоломок С. Лойда.
На  какое  максимальное  число частей  можно разрезать шахматную доску, если считать разными части, отличающиеся своей формой или цветом полей при совмещении. Переворачивать части не разрешается (а поворачивать можно). Максимальное  число частей  равно   18.   На рисунках 2а и 2б представлены два разреза. Это решение при​надлежит Лойду.  Особенность решения на рис. 2а состоит в том, что одна из частей содержит восемь полей (максимум). В решении на рис.2б, отличающемся внешней сим​метрией, ни одна часть не содержит более пяти полей. На рис.2а части 17 и 18, или 8 и 9, хотя и имеют оди​наковую форму, отличаются цветом полей при совме​щении. Другие части, например, 3 и 6, вообще не могут быть совмещены (переворачивать их нельзя).
Парадокс при разрезании доски
Разрежем доску так, как показано на рисунке 3а и составим из частей прямоугольник (рис 3б). Площадь доски очевидно равно 64, а площадь прямоугольника равна 65. Таким образом, при разрезании доски откуда-то взялось лишнее поле! Разгадка парадокса состоит в том, что чертеж выполнен не совсем точно (умышленно проведены толстые линии, чтобы скрыть неточности). Если делать чертеж аккуратно, то вместо диагонали прямоугольника на рисунке, появится ромбовидная, чуть вытянутая фигура со сторонами, которые кажутся почти слившимися. Площадь этой фигуры как раз и дает одно «лишнее» поле.
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Доказательство теоремы Пифагора
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Обсуждая математические свойства доски,  нельзя не упомянуть об одном старинном доказательстве на шахматной доске - доказательстве теоремы Пифагора. Разобьем доску на квадрат и четыре одинаковых прямоугольных треугольника (рис 4а). На рис. 4б изображены те же четыре треугольника и два квадрата. Треугольники в обоих случаях занимают одну и ту же площадь, и следовательно ту же самую площадь занимают оставшиеся части без треугольников ( на рис.4а один квадрат, а на рис.4б - два). Поскольку большой квадрат построен на гипотенузе прямоугольного треугольника, а маленькие на его катетах, то знаменитая теорема Пифагора доказана!

Конь - хамелеон

Совсем не обязательно быть шахматистом, чтобы знать, какая шахматная фигура самая удиви​тельная. Конечно, это конь! Не случайно выражение «ход конем» стало крылатым и прочно вошло в наш быт. А один из самых остроумных гроссмейстеров, С. Тартаковер, прямо считал, что «вся шахматная пар​тия — это один замаскированный ход конем». Поэтому, переходя к математическим задачам с участием фигур, прежде всего, остановимся на задачах о коне.
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Основное свойство коня, которое отличает его от других фигур, состоит в том, что он на каждом своем ходу меняет цвет поля, на котором стоит. Вот почему его назвали хамелеоном. Многие задачи о коне удается эффектно решить, если воспользоваться указанным свойством.
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Может ли конь с поля a1 добраться до h8, по​бывав на каждом поле доски ровно один раз? Не может.  Исходное поле al — черное, и, значит, на каждом нечетном ходу конь попадает на белое поле. Однако число 63 (именно на 63-м ходу конь прибывает в противоположный угол доски) нечетно, а поле h8— черное. Все оказалось довольно просто, но любопытно, что за доской 

шахматист иногда сталкивается с подобными вопросами.

Рассмотрим, например, позицию, изобра​женную на рисунке 5. Белым здесь удается добиться ни​чьей единственным путем — 1. Крс1. Теперь их король будет переходить с c1 на с2 и об​ратно, занимая каждый раз поле того цвета, что и конь, и не вы​пуская черного короля из заточе​ния. В случае 1. Кр с2 конь по​падал на d3 при короле на с2, и пешка проходила в ферзи. Анало​гия между этим шахматным при​мером и предыдущей задачей оче​видна.
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Возвращаясь к рассказу о коне-хамелеоне, заметим, что задача о его маршруте, проходящим через все поля доски по одному разу, является классической в занимательной математике (обычно ее называют просто: задача о ходе коня). Этой задачей занимались многие математики в XVIII и XIX вв., в том числе великий Леонард Эйлер, посвятивший ей большой мемуар «Решение одного любопытного вопроса, который, кажется, не подчиняется никакому исследованию». Хотя задача была известна и до Эйлера, лишь он впервые обратил внимание, на ее математическую сущность.         

Неизвестно до сих пор, сколько всего существует маршрутов, Хотя доказано, что число их не более 30 000 000. Маршрут, принадлежащий Янишу (рис.6), примечателен в нескольких отношениях. Он замкнут, образует полумагический квадрат (магическому числу 260 в нем равны только суммы чисел вдоль вертикалей и горизонталей, а суммы вдоль главных диагоналей отличны от него) и, кроме того, обладает необычной симметрией - при повороте доски на 180о  первая половина маршрута (номера от 1 до 32) превращается во вторую (от 33 до 64).  Многие составители маршрута коня стремились внести в свое занятие, на сколько это возможно, эстетический элемент и достигли любопытных результатов. Придумано множество необычных решений, изображающих различные предметы, буквы или знаки (известен даже график, посвященный Наполеону). Два достопримечательных примера такого [image: image46.png]ol
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рода приведены на [image: image47.png]


рисунках 8а и 8б. График одного маршрута напоминает собой вазу, а график другого подобен цветку, части которого расположены в высшей [image: image48.png]
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степени симметрично. 
Прямолинейная ладья
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Ладья является  самой  распространенной фигурой в комбинаторных задачах на шахматной доске и часто упоминается даже в серьезной математической литературе.   Что общего,  скажем,  между  шахматным термином «ладья» и чисто  математическим  понятием «многочлен»?  Тем не менее,  американский  математик Дж. Риордан в своей книге «Введение в комбинаторный анализ» часто использует термин «ладейный многочлен». Оказывается, большой класс   комбинаторных   задач, важных в прикладной математике, сводится к подсчету числа тех или иных расстановок ладей на шахматной доске. При этом существенную роль играет многочлен r0+r1x+r2x2+…rkxk+…rnxn, где rk — число расстановок k ладей, не угрожающих друг другу на доске п
[image: image2.wmf]´

п (k≤n). Этот многочлен и называется ладейным, он возникает при решении задач по комбинаторике, теории групп, теории чисел. Приведем известный пример из области комбинаторики.
Пусть требуется  назначить n рабочих  на n различных работ, причем каждая работа должна выполняться  только  одним  рабочим.  Сколькими способами можно осуществить такое назначение? Поставим в соответствие рабочим — горизонтали шахматной доски  п
[image: image3.wmf]´

п,  а работам — ее вертикали.  Если i-й рабочий назначается на i-ю работу, то поле, соот​ветствующее  пересечению i-й горизонтали  i-й  вер​тикали, займем ладьей. Так как каждая работа выпол​няется одним рабочим и каждый рабочий назначается на одну работу, то в результате расстановки п ладей все вертикали  и горизонтали доски будут содержать по одной ладье, т. е. ладьи не угрожают друг другу. Итак, нашей задаче о назначении можно   придать шах​матную - формулировку.
Сколькими, способами можно расставить п не угрожающих друг другу ладей на доске п
[image: image4.wmf]´

п? Фактически  в этой  задаче требуется  найти  числе n — коэффициент при старшем члене ладейного много​члена. Прежде  чем   провести  вы​числения, заметим, что при любом расположении более п  ладей най​дется   хотя бы одна вертикаль и хотя бы одна горизонталь с двумя или более ладьями, т. е. п — это наибольшее число   мирных ладей на доске п
[image: image5.wmf]´

п.

Выясним теперь, сколько существует искомых расстановок п ладей на доске п
[image: image6.wmf]´

п. На первую вертикаль можно произвольно поставить одну из п ладей затем на вторую вертикаль — одну из (п—1) оставшихся ладей, причем горизонталь, занятая первой ладьей исключается (ладьи не должны угрожать друг другу) на третью вертикаль — одну из (п—2) оставшихся (горизонтали, занятые первыми двумя ладьями, исключаются) и т. д., вплоть до (п—1)-й вертикали, на которой для ладьи остается выбор из двух горизонталей, и по​следней, i-й вертикали, с единственным полем для ладьи. Комбинируя п различных расположений ладьи на первой вертикали с (n—1) расположением на второй, (n—2) — на третьей и т. д., получаем п
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 (п—1) 
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….
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1=n! различных расположений ладей. Это число и является искомым. В частности, на обычной доске восемь ладей, не угрожающих друг другу, можно расположить 8!= 40320 способами.

    На 64 полях шахматной доски вписаны подряд числа от 1 до 64 (на первой горизонтали слева направо от 1 до 8, на второй - от 9 до 16 и т.д.). Поставим на доску 8 неугрожающих друг другу ладей. Какие значения может принимать сумма чисел на полях, занятых ладьями? Число, стоящее на i-й вертикали и j-й горизонтали, можно записать так: i+8(j-1) (i, j=1,2,….,8). Поскольку ладьи не угрожают друг другу, на каждой вертикали и горизонтали стоит одна из них. Это означает, что искомая сумма равна
∑i+∑8(j-1)=(1+2+…+8)+8(0+1+…+7)=260(магическому числу!) и не зависит от конкретного расположения мирных ладей. 
Ферзь-богатырь


Если конь — самая хитрая шахматная фигура, а ладья отличается своей прямолинейностью, то ферзь — сильнейшая из фигур, богатырь на шахматной доске. Возможности ферзя чрезвычайно велики и ему принадлежат многие шахматно-математические рекорды. 
Короля можно загнать в любой угол доски т
[image: image11.wmf]´

п, но при условии, что т 
[image: image12.wmf]не равно п. Что удивительно, на квадратных досках завлечь короля на угловые поля, ближайшие к исходному, невозможно. Король блуждает между двумя противоположными углами доски, и ферзь не может изменить его траекторию. 
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Задача о неприкосновенном ко​роле. Белый король находится на поле с3 и не имеет права двигаться (почему и называется не​прикосновенным).  Может ли  белый ферзь с помощью своего неприкосновенного короля заматовать одинокого короля черных? Эта задача была известна еще в прошлом веке. Мно​гие шахматисты, в том числе гроссмейстеры, ошибочно полагали,  что заматовать короля  нельзя. На помощь -    была привлечена ЭВМ. Математики А. Бруно и И.Ландау  выяснили с помощью машины, что мат всегда дается,  причем не позднее   двад​цать  третьего   хода   (при   любом начальном  положении белого фер​зя и черного короля),  но только при     неприкосновенном     короле на полях с3, с6, f3, f6.
Первый этап решения состоит в том, чтобы загнать черного коро​ля на угловое поле а8 или h1. С этим заданием ферзь справляется без особого труда (устре​миться на угловое поле a1 черному королю мешает не​прикосновенный король белых; впрочем, там его тоже ожидала бы гибель).
В результате получаем позицию, изображенную на рисунке 9.
Если теперь ход черных, то после 1…Крb8 2. Фc6! белые матуют в 10 ходов: 
2. . .Кра7 3. Фс8!  Крbб 4. Фd7! Крс5 5. Фе6 Крb5 6. Фd6 Кра5 7. Фb4+ (7. Фc6 пат). 7…Кра6 8. Фb8 Кра5  9.  Фb7 Кра4  10.  Фа6 
[image: image13.wmf]´

,
Если же в данной позиции ход белых, то они должны передать  его   очередь   противнику.   Это   достигается так называемым методом треугольника.  Всего четыре хода: 1.   Фd5+ Кра7    (1. . .Крb8    2.    Фc6!)  2. Фb5 Кра8  3. Фа6+  Крb8 4. Фc6! — и цель достигнута.*
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Задача о восьми ферзях.
Сколькими способами можно расставить на доске восемь ферзей так, чтобы они не угрожали друг другу?

Этой задачей занимался знаменитый немецкий математик Гаусс.

Найти ту или иную расстановку не сложно, труднее подсчитать их общее число. Доказано, что существует 92 требуемые расстановки, причем они получаются из 12 основных поворотами и  зеркальными отражениями доски. Одно из решений представлено на рис.10.
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Неторопливый король

Король может переступать только на соседние поля доски. Однако это свойства короля не мешает ему быть интересной фигурой с математической точки зрения.

Необычное измерение  рассто​яний   на доске  лучше   всего иллюстрирует      движущийся король.   

Итак, у короля имеется много кратчайших путей между двумя полями доски. Для определения этого чис​ла существует известный математический прием. Маршрут короля по всем полям составляет 63 хода (замкнутый -64 хода). 
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Задача о маршруте короля. Доказать, что замкнутый маршрут короля по всем полям доски (ни одно из полей не посещается дважды) содержит не [image: image58.jpg]
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меньше 28 «прямых» ходов (вдоль вертикали или горизонтали). Очевидно,   график  указанного маршрута  не  имеет самопересечений  (в  противном случае,  хотя бы через одно поле  король проходит дважды). Маршрут, в котором король делает ровно 28 «пря​мых»   ходов — рис. 11а.   Рассмотрим  теперь  произ​вольный замкнутый маршрут короля без самопересече​ний, и занумеруем все 28 крайних полей доски числами 1, 2, ... 28 в том порядке, в каком король посещает их. Этот маршрут можно разбить на 28 участков: от первого крайнего поля до второго, от второго до третьего, и т. д., от поля 28 до первого.

 Начальное и конечное   поля   каждо​го   участка    являются    соседними   на   границе   доски (рис. 11 а).  Предположим,  противное:  пусть крайние поля хотя бы одного из участков не соседние. Для участ​ка, показанного на рис.11 б, таковыми являются поля а7 и а4. Поскольку маршрут короля замкнут, то на​чальное  поле  и   направление  обхода  можно  выбрать произвольно.  Будем считать, что маршрут начинается с поля а7 и идет к полю а4. Раз поля а7 и а4 не соседние, то рассматриваемый участок а7—а4 разбивает доску на две части. Возьмем два поля, принадлежащие разным частям, например, а6 и с1. Король должен побывать и на этих полях. При этом путь а6—с1 обязательно пере​сечет путь а7—а4. Таким образом, мы получили про​тиворечие, с тем, что маршрут короля не имеет самопере​сечений.

Итак, начальное и конечное поля каждого из наших  28   участков  являются   соседними   на  границе доски. Ввиду того, что эти поля имеют разный цвет, вдоль каж​дого из участков король делает хотя бы один «прямой» ход (при «диагональных» ходах цвет полей не меняется). Из этого и следует, что искомый маршрут   содержит не менее 28 ходов вдоль вертикали или горизонтали. По​скольку король при желании может сделать все 64 хода «прямые», то попутно мы выяснили следующее обстоя​тельство: наименьшая длина замкнутого маршрута ко​роля по всей доске равна 64, а наибольшая 28 + 36
[image: image14.wmf]2

.
Король-самоубийца. (Всесоюзная олимпиада 1967г.)

На шахматной доске размером 1000
[image: image15.wmf]´

1000 стоит черный король и 499 белых ладей. Доказать, что при произвольном начальном расположении фигур король может стать под удар белой ладьи, как бы ни играли белые. 

Решение.

[image: image60.jpg]


Переведем сначала короля на поле обозначенное на рисунке буквой А. После ответного хода белых три нижние горизонтали и три левые вертикали (на рисунке они закрашены) должны стать свободными от ладей. Иначе следующим ходом король может стать под удар белой ладьи. Таким образом, все белые ладьи находятся выше и правее короля.
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Будем двигать короля по диагонали с поля А в правый       верхний угол на поле В. Между первым и последним, 998-м ходом короля на этом пути белые ладьи совершат 997 ходов. Для того, чтобы ладья сдвинулась со своей горизонтали и со своей вертикали, она должна совершить по крайней мере два хода. Так как имеется 499 белых ладей и 2 ∙ 499>997, то при любых ответных ходах белых ладей во время движения короля с поля А в правый верхний угол хотя бы одна ладья сохранит свою горизонталь или свою вертикаль. Но эта линия будет обязательно пересечена черным королем и, значит, он побывает под ударом. В случае, если на диагонали будет стоять ладья, препятствующая королю сделать очередной ход, он, очевидно, также сможет стать на поле, находящееся под боем.

Cтреноженный слон
В отличие от других шахматных фигур, слону разрешается перемещаться только по полям од​ного цвета, чернопольному — по черным и белопольному — по белым. Таким образом, слону доступна лишь половина доски, поэтому его и называют «стреноженным».  Впрочем,  преобразование шахматной доски,  придуманное 
Л.  Уэлчем, приводит к такой доске, на которой уже все поля доступны слону. Эта доска имеет  ступенчатую форму и получается в результате описывания квадратов около всех одноцветных полей обычной доски. Доска Уэлча состоит из 32 «больших» полей, каждое из которых может быть занято слоном — в данном случае чернопольным.  Как мы  видим,  рас​смотренное преобразование переводит диагонали стан​дартной доски в вертикали и горизонтали доски Уэлча (и  наоборот),  и, значит,  ходу  слона на 64-клеточной доске соответствует ход ладьи на 32-клеточной. 
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Итак, произвольную задачу о слонах на шахматной доске легко переформулировать как задачу о ладьях на более на​глядной (без лишних полей) ступенчатой доске. Оста​лось развернуть эту доску на 45° и, для порядка, рас​красить в черно-белый цвет (см. рис.13б). Мы, однако, будем решать головоломки со слонами на привычной доске 8 
[image: image16.wmf]´

 8.Хотя слон не может обойти всю доску, но если огра​ничиться, полями одного цвета, задача о era путешествии становится корректной. Маршрут из 17- ходов, предло​женный Дьюдени (рис. 14а), имеет довольно симметрич​ный вид, однако не является кратчайшим. Самый бы​стрый маршрут (рис. 14б) в эстетическом отношении уступает ему— на графике появляются «точки возврата», но зато он на ход короче.
В общем случае, самый быстрый обход слоном всех одноцветных полей доски п
[image: image17.wmf]´

п состоит из 5п/2—4 ходов при четных п и (5n+1)/2—4 ходов при нечетных п; во втором случае n≥З, причем, имеются в виду поля черного цвета, которого на доске больше. Метод на​хождения кратчайших маршрутов слона на произволь​ных досках, вытекает из рис. 14б. На нечетной доске слон начинает и заканчивает свое путешествие в про​тивоположных углах доски и, кроме того, дважды про​ходит по «большой дороге»   (диагонали al—h8). 
Сказочные шахматы

Разновидности шахмат с необычными ходами фигур и необычными правилами игры, в том числе использующих математические элементы, относят к жанру сказочных или фантастических шахмат, а эти необычности используют для составления интересных и оригинальных позиций и задач.

Магараджа

Безграничное море необычных игр, задач и идей возникает при  введении в обиход сказочных фигур.  Возьмем, к примеру, фигуру магарад​жа, которая объединяет в себе ходы ферзя и коня. Мы знаем, что восемь ферзей можно расставить на обыч​ной доске так, чтобы они не угрожали друг другу. А как обстоит дело с магарад​жами?
Оказывается, на доске 8
[image: image18.wmf]´

8  восемь мирных магарад​жей уместить не удается. Проанализировав все 12 ос​новных расстановок ферзей, легко убедиться, что в каж​дой из них по меньшей мере три пары ферзей связаны между собой ходом коня. На доске 9x9 девять наших мощных фигур (магараджа намного сильнее ферзя) также не могут находиться в безопасности. И лишь на доске 10x10 можно расставить десять мирных магараджей. При этом имеется всего одно основное решение (рис.15); здесь ферзи играют роль магараджей, из которого дру​гие получаются поворотами и зеркальным отражением доски. Конечно, использование сказочных фигур дает и новые игры. В следующей игре участвует магараджа. У одного игрока — полный комплект фигур, стоящих на первоначальных местах, а у другого — один магарад​жа, которого он ставит на произвольное поле. Магараджа проигрывает, если его удается взять, и выигрывает, если ставит мат неприятельскому королю.
В этой игре пешкам запрещено превращаться, в про​тивном случае выигрыш слишком прост — достаточно провести обе крайние пешки в ферзи, после чего три фер​зя и две ладьи без труда окружают магараджу. При сде​ланной оговорке магараджа оказывает упорное сопро​тивление, а у неопытного игрока быстро выигрывает (здесь имеет место та же ситуация, что и в борьбе полного комплекта фигур против короля и пешек, делающих по два хода). И все же магараджу удается форсированно поймать. Гарднер предлагает план окружения, состоя​щий из 25 ходов. Однако цель достигается, по крайней мере,  десятью ходами  раньше!
Не обращая внимания на перемещения магараджи, белые должны сделать следующие 14 ходов подряд: 1-14. а4, h4, Кс3, Kf3, ЛaЗ, Лh3, ЛbЗ, Лg3, d4, ФdЗ, Фе4, Лb7, Фd5, Лg8. При этом магараджа не может взять ни одной белой фигуры, и теперь для него имеются лишь два безопасных поля — а6 и f6. На поле а6 он гиб​нет после 15. Cg5, а на поле f6 - после 15. е4.

Сказочные фигуры
Магараджа — лишь одна из мно​гих десятков сказочных фигур, придуманных любителя​ми необычных игр и шахматистами-фантастами. Различ​ные сказочные персонажи получаются из обобщенного коня (а, b) при выборе тех или иных значений а и b. Если, а=1, b=2, то мы имеем обычного коня. Конь (1, 3) называется верблюдом, он перемещается на одно поле вдоль одной линии и на три вдоль другой. Конь (1, 4) — жираф, конь (2, 3) — зебра. Если одно из чисел а или b равно нулю, то мы имеем ладью, перемещающуюся на фиксированное число полей, а при a=b получаем слона, обладающего тем же свойством. Коню, который за один ход делает несколько скачков подряд, присваивается звание всадника.

Известны шахматные фигуры наделенные военными должностями и званиями- гренадеры, саперы, солдаты, офицеры, генералы. После I мировой войны на доске появились грозные фигуры танков и самолетов, а после II- была изобретена «атомная бомба», в которую превращалась пешка, дошедшая до последней горизонтали. Эта страшная фигура становится на любое поле доски и «взрывается», уничтожая все вокруг в заданном радиусе действия.
В шахболе фигуры действуют по футбольным правилам, и цель игры заключается не в матовании неприятельского короля, а в забивании гола.

Немало разновидности и у шахматных пешек. Пешка-хамелеон при взятии неприятельской фигуры превращается в ту же фигуры, но своего цвета. Сверхпешка ходит на любое число полей по прямой и бьет на любое число полей по диагонали.
Среди необычных задач и головоломок, относящихся к сказочным шахматам, существуют  довольно редкие, но весьма остроумные жанры. Например, франкфуртские шахматы.


Франкфуртские шахматы. 
В этой разновидности  сказочных шахмат фигура, которая берет, трансформируется в  фигуру, которую берет (без изменения цвета).

Кооперативный мат в 2 хода (рис.16). В кооперативной задаче черные начинают и помогают противнику поставить мат.1. 0-0-0! fe. Поле е5 теперь занял белый слон.

2.Ке7+ de
[image: image19.wmf]´

! Эффектный мат объявил конь, оказавшийся на поле е7.*

Магические шахматы.

Придуманы два вида магических шахмат. В одном варианте указывается  магическое поле, при появлении на котором любая фигура меняет свой цвет. В другом- особым свойством наделяется  определенная фигура.  
Кооперативный мат в четыре хода (рис. 17). Поле h8- магическое. Начинают черные. После 1.Кh8 их конь превращается в белого. Теперь ход белых и как раз этот конь вступает в игру-1…Кf7! 2.Kph4 Kh8! Снова конь меняет цвет и становится черным. 
3.Кg6 Kph6 4.Kh8! Конь опять белый и завершает дело-4…Кg6
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!

Перейдем ко второму виду магических шахмат: с участием магических фигур. Если такая фигура совершает ход, то фигуры, которые попадают под её удар (и чужие и свои), одновременно меняют цвет. Меняет окраску и фигура, которая после своего хода попадает под удар магической. Рассмотрим задачу О.Фариа (1986г.) Кооперативный мат в два хода (рис.18). Оба короля – магические. 
1.Kpg1(слон h2 и конь f2 меняют цвет)1… Kpg3+ (обе легкие фигуры снова меняют цвет) 2. Kph1 (слон опять черный) 2…Kpf3
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 (на f2 белый конь, поле g1 недоступно черному королю- возрождается белый слон h2). В последней задаче все события протекали в пределах квадрата 3
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3 в правом нижнем углу доски. Поистине магический квадрат!


Развлечения на шахматной доске
         Кошки-мышки
У первого игрока всего одна фигура — мышка, а у другого несколь​ко фигур — кошек. Мышка и кошки ходят одинаково — на одно поле по вертикали или горизонтали, то есть получаются из коня (а, b) при а =0,b = 1. Если мышка оказалась на краю доски, то очередным ходом она спрыгивает с нее и убегает от кошек; если кошка и мышка попадают на одно поле, то кошка съедает мышку. Борьба кошек с мышкой протекает на обычной шахматной доске, причем играющие ходят по очереди и второй из них передвигает одним ходом сразу все свои кошки (в любых направлениях). Начинает мышка, которая старается спрыгнуть с доски, а кошки хотят ее съесть. Возмож​ны два варианта игры, для каждого из которых сформулируем интерес​ную задачу.
а) Кошек всего две, а мышка стоит на внутреннем поле доски. Мож​но ли так расположить кошек на краю доски, чтобы, в конце концов, они сумели съесть мышку?
б) Кошек три, стоят они где угодно, но зато мышка на первом ходу делает два хода подряд. Сможет ли мышка убежать от кошек?
Покажем, что в первом случае мышке не уйти от погони, а во вто​ром, наоборот, она благополучно убегает от кошек.
а) Через поле, на котором стоит мышка, проведем какую-нибудь ди​агональ и поставим кошек на ее конце. На каждый ход мышки кошки ходят так, чтобы все три фигуры снова оказались на одной диагонали, а расстояние между кошками сократилось на одно поле (по диагонали).
Такая стратегия позволяет кошкам в скором времени съесть мышку.
б) Рассмотрим две диагонали доски, проходящие через поле, заня​тое мышкой. Если поле не крайнее (иначе мышка сразу спрыгнет с доски), то эти диагонали разбивают доску на четыре части. Поскольку ко​шек три, внутри одной из частей их нет. Проведем перпендикулярный отрезок (горизонтальный или вертикальный), соединяющий мышку с краем доски внутри этой части. Очевидно, если мышка отправится прямо вдоль этого отрезка к краю доски, то кошкам ее не догнать.
Жуки.  Может ли жук, помещенный на некоторую клетку шахматной доски, переползая на соседние клетки по горизонтали или вертикали, обойти всю доску и вер​нуться на исходную клетку, побывав при этом на каж​дой клетке только один раз? (См. Приложение 1)
2 этап Всероссийской математической олимпиады 2006-2007г.:

В каждой клетке шахматной доски 25 X 25 сидит по одному жуку. В некий момент времени каждый из них одновременно переползает в одну из клеток, соседних с начальной по горизонтали или по вертикали. Доказать что после этого, в какой-то клетке доски окажется не менее двух жуков. (См. Приложение 2)
Игры на необычных досках
Шахматная игра создавалась на протяже​нии многих веков, и ее правила неоднократно менялись. С точки зрения математики различия в правилах игры, ходах фигур и форме доски не имеют принципиального значения.

Известно множество одних только национальных раз​новидностей шахмат, имеющих далекую историю. Са​мой древней шахматной игрой считается чатуранга, пришедшая из Индии и затем превратившаяся в шатрандж у арабов и шатранг у персов. До сих пор играют в японские шахматы (шоги), китайские (цюнь ки), ко​рейские (тьянкеуи), армянские (тама), монгольские (шатар) и т. д. Эти игры (список можно продолжить и дальше) больше относятся к истории шахмат, чем к ма​тематике.

Прежде чем начать рассказ о необычных шахматных играх, стоит сказать несколько слов о шашечных играх, которых существует много десятков. Широко распростра​нены русские шашки — на доске 8
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8, известны шашки американские, турецкие, итальянские, немецкие, ис​панские и т. д. Особой популярностью пользуются в мире стоклеточные или международные шашки, в них играют на доске 10x10. Назовем еще такие игры, как поддавки, уголки, волки и овцы, диагональные шашки, шашки Ласкера, башни и т. д. Несколько в стороне стоят шашечные игры реверси и рэндзю, особенно распро​страненные в Японии, а также нарды.

Вообще под шашками обычно понимают игры, в ко​торых все фигуры (шашки, фишки, камни) внешне оди​наковы и отличаются только своим цветом. Шахматы в каком-то смысле являются обобщением шашек, но они, безусловно, богаче их. Во-первых, игра идет на всей доске и, самое главное, набор фигур здесь значительно шире, каждая из них имеет свои характер​ные особенности. Кстати говоря, в старинных вариантах шахмат играли на одноцветной доске, разделенной на квадратные клетки; белые и черные поля появились лишь в XIV столетии.

 Рассмотрим ряд необычных шахматных игр, которые содержат те или иные математические элементы или носят занимательный характер. Эти игры могу отличаться от настоящих шах​мат, во-первых, своей необычной доской, во-вторых, необычными фигурами и, в-третьих, необычными пра​вилами игры. Разумеется, возможно, при​сутствие двух «необычностей» или даже всех трех одновременно.

Речь пойдет, в основ​ном, об играх, которые получаются при изменении  формы  доски.  Са​мый простой способ получить новую шахматную игру — изменить размеры доски, уменьшить или увеличить их. Один вариант  минишахмат придумал Гарднер. Доска 5x5 является наименьшей, на которой умещаются все шахматные фигуры! Ходят они по традиционным правилам, лишь пешкам запрещено переступать сразу на два поля вперед. Любопытно, что даже при таких размерах доски очень трудно определить, ничейна ис​ходная позиция или одна из сторон должна победить в ней.

Другой вариант минишахмат изобрел один венский любитель шахмат. Доска в два раза меньше стандарт​ной, и каждая сторона имеет по 12 фигур вместо 16 (на четыре пешки меньше, пешкам разрешается ходить только на одно поле вперед). Остальные правила не ме​няются. По мнению автора игры, его изобретение соот​ветствует современным условиям жизни на Западе, когда в обстановке экономического спада становится преобладающей тенденция к экономии средств.

При увеличении размеров доски ника​ких ограничений не существует. Можно рассматривать различные игры и задачи на прямоугольных досках m
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n, квадратных n
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n и даже на бесконечной доске. Такие доски в основном используются для придумывания ин​тересных математических задач и головоломок.

Если говорить о реальных шахматных играх, то среди прямоугольных досок рекорд, видимо, принадле​жит доске 16
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12. Такие максишахматы предложил в свое время чемпион мира Х.-Р. Капабланка с целью преодолеть казавшуюся ему неотвратимой «ничейную смерть» шахмат. Игра на максидоске ведется удвоенным комплектом фигур, причем начальный ход пешки воз​можен сразу на четыре поля вперед. Для победы доста​точно заматовать любого из королей противника.

Матч в максишахматы между Капабланкой и венгер​ским гроссмейстером Мароци, состоявшийся в 1929 году, закончился победой автора игры со счетом 3:1. Партии продолжались более ста ходов и тянулись часов по де​сять. Как показала жизнь, опасности «ничейной смер​ти» не существует, и изобретение Капабланки распро​странения не получило.

Среди досок большого размера можно упомянуть доску 12
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12 для игры в так называемые «великие шах​маты», колыбелью которых была Индия. Каждому игро​ку полагалось по 12 фигур и 12 пешек, причем фигуры носили экзотические назва​ния—крокодилы жирафы, львы, единороги.

Известный завоеватель Тамерлан был страстным любителем шахматной иг​ры, но считал недостаточ​ным обыкновенные разме​ры доски. Шахматы его личной системы, которые именовались «образцовы​ми», имели доску 11x10. Одиннадцать видов фигур (среди них генерал, верб​люд, рыцарь и др.) распо​лагались в них в три ряда. 

      В шестигранных или, иначе, гексагональных шахматах доска для игры отли​чается от обычной, квадратной, она имеет вид шестиуголь​ника. Известны два варианта игры — русский (автор И. Шафран) и польский (автор В. Глинский). Гекса​гональные шахматы в польском варианте распростра​нены в ряде стран, а в 1980 году по ним даже был про​веден первый чемпионат Европы. 
Цилиндрические и тороидальные шахматы.
 Все доски, несмотря на их разнообразие, отлича​лись одним свойством — все они были плоские. Целый класс необычных досок получается, когда в «игру» всту​пает математика. При помощи тех или иных геометриче​ских или топологических преобразований стандартной доски нетрудно соорудить доски самой разнообразной формы. Можно играть на цилиндрической или сфериче​ской доске, тороидальной, конусоидальной и даже на лис​те Мебиуса (доска для такой игры получается при пере​кручивании на пол-оборота обычной доски и склеивании ее краев). Шарообразная шахматная доска однажды, как экспозиция, участвовала на выставке авангардистов-художников. Конечно, найдется немного желающих сыграть в шах​маты на перечисленных досках, однако некоторые из них весьма популярны. При составлении и решении задач на таких досках не обязательно вооружаться ножницами и клеем, соответствующие геометрические преобразования можно про​водить мысленно. Особой популярностью у шахматистов пользуются цилиндрические шахматы. Из обычной доски можно соорудить две цилиндрические — вертикальную и горизонтальную. Первая об​разуется при склеивании вертикальных краев обычной доски, а вторая при склеивании горизонтальных краев. Интересно, что на цилиндрической доске получается далеко не все, что возможно на обычной. Например, король и ладья на ней не всегда могут заматовать одинокого короля противника. На обычной доске это мат, а на цилиндриче​ской — черный король благополуч​но убегает от ладьи. В то же вре​мя в цилиндрических шахматах открываются и новые интересные возможности. Позиция, изображенная на рис.20,   дает   нам    сразу   две задачи. На обычной доске все просто — 1. Ла5: а6 Kpbl— cl 2. Ла6—al 
[image: image28.wmf]´

. Однако на цилиндрической доске после Ла5:а6 следует 1... h7: а6! (вертикали «а» и «h» склеены!), и черные забирают ладью. Если же белая ладья уйдет с а5, то черные продвинут пешку «а», и мата не будет. Что же делать? Оказывается, решает ход 1. Ла5—а5!! — ладья проходит по кругу и возвращается на исходное место! Теперь все ясно — 1. . .Kpc1 2. Ла1 
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.* 
При переходе к новым доскам возникают не только оригинальные шахматные задачи, но и интересные математические. Анализ следующей задачи показы​вает, что на цилиндрической доске (вертикальной или го​ризонтальной) не имеет ни одного решения задача о восьми ферзях.
Можно ли на цилиндрической доске расставить восемь ферзей так, чтобы они не угрожали друг   другу?
Если на обычной доске существуют 92 искомые рас​становки, то на цилиндрической уже нет ни одной! До​кажем это для вертикального - цилиндра. Для этого возь​мем обычную доску, помня о том, что ее края склеены. Это означает, в частности, что ферзь с dl может пойти на а4 и далее, не останавливаясь, через h5 на е8 (этот путь показан стрелками на рис. 21), и, значит, поля с dl до а4 и с h5 до е8 составляют одну диагональ. Запи​шем на каждом поле доски номер вертикали, горизонтали и диагонали, проходящих через это поле (диагонали рас​сматриваются параллельные стрелкам, нумерация их видна на рис. *.
Если восемь ферзей не угрожают друг другу, то на восьми полях, занимаемых ими, все первые цифры должны быть различны и, значит, образуют полный набор чи​сел 1, 2, ..., 8. То же утверждение справедливо для вто​рых и третьих цифр. Итак, сумма всех 24 цифр, стоящих на восьми полях с ферзями, равна (1+. . .+8) 
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3=108. Так как сумма цифр каждого поля делится на
8, то и най​денная сумма должна быть кратна восьми, однако 108 на 8 не делится — противо​речие!
Тороидальная доска получается в резуль​тате двойного склеивания краев обычной доски. На такой доске одинокого коро​ля не могут заматовать даже ферзь с королем — здесь про​сто нет ни одной матовой по​зиции.
Решим задачу на рис. 22. После 1. Фf5—h7!   в   распо​ряжении черных имеются два ответа: а) 1. . . Кре8—f8 (поля dl, el и fl  контролирует белый король с е2 — на торе   действуют   правила   горизонтального   цилиндра!)
2. Фh7—g6 Kpf8—е7 3. Кре2—e1 Kpe7—d7 (поля d8 и f8 Держит белый король с e1) 4. Фg6—е8Х!; б) 1. . .Кре8— d8 2. Фh7—с7+ Kpd8—е8 3. Кb5—h6! (конь идет по тору, как по вертикальному цилиндру!) 3. . .Кре8—h8 4. Фс7—e1 X! (поля f7 и g8 держит белый конь, а другие- ферзь).*



        Цилиндрические шахматы 

    Тороидальные шахматы


Заключение

Шахматная математика - один из самых популярных жанров занимательной математики, логических игр и развлечений. Почти в каждом сборнике олимпиадных матема​тических задач или книге головоломок и математиче​ских досугов можно найти красивые и остроумные задачи с участием шахматной доски и фигур. Многие из них имеют интересную историю, привлекали к себе внимание известных ученых. Например, задачей о ходе коня занимался великий математик Леонард Эйлер, а задачей о восьми ферзях — другой великий математик Карл Гаусс. Интересно, что «шахматные» увлечения Эйлера от​носятся к 18-му столетию, а Гаусса — к середине 19-го. С тех пор в течение целого века крупные мате​матики не занимались шахматами. Ситуация резко изменилась в середине нынешнего столетия в связи с бурным развитием кибер​нетики и вычислительной техники. Шахматы — одна из наиболее удобных моделей, используемых математиками при разработке современных методов програм​мирования. К шахматам постоянно обращались в своих работах такие выдающиеся ученые, как Винер, Тьюринг и Шеннон.

В результате нашего исследования были сделаны следующие выводы: древняя мудрая игра – шахматы развивает память, логическое мышление, творческие способности человека. «В шахматах,- говорил великий русский писатель Л.Н. Толстой,- нужно дорожить не выигрышем, а интересными  комбинациями». Наверное, этот большой простор для творчества так привлекает математиков к шахматам.

Этим и я объясняю свой интерес к данной теме.

Думаю, что собранный мною  материал можно использовать при изучении некоторых тем по математике, например, «Геометрическая прогрессия», «Теорема Пифагора», на занятиях как математического, так и шахматного кружков, для подготовки к олимпиадам, а также  для общего развития.

В дальнейшем, в этом направлении более подробно можно исследовать  следующие темы: «Шахматы в олимпиадных задачах», «Комбинаторика на  шахматной доске», «Математика шахматных турниров», «Шахматы и ПК» и т.д.. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ №1
Решение задачи о жуках:
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ПРИЛОЖЕНИЕ №2
На доске 25 x25 черных клеток имеются на одну больше чем белых. Жуки сидевшие сначала на черных клетках, после переползания окажутся на белых, которых, как мы установили, имеется на одну меньше, чем этих жуков, поэту по принципу Дирихле, как минимум два из них будут находиться в одной клетке.
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