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Приложение 1

                    D                                             C
     А                                                B
                        M
Решение:

Так как ABCD – параллелограмм, то MA+MC=MB+MD. Отсюда MD=MA+MC-MB, и поэтому δ= |MA|²+|MC|²-|MD|²- |МВ|²=|MA|²+|MC|²-|МВ|²-( MA+MC-MB)²= |MA|²+|MC|²-|МВ|²- |MA|²-|MC|²+|MB|²-2МА∙МС+2МА∙МВ+2МС∙МВ=-2|МВ|²-|MA|²-|MC|²+|MA|²+|АС|²+|МВ|²-|АВ|²+|MC|²+|МВ|²-|ВС|²=|АС|²-|АВ|²-|ВС|².

Но |АВ|²+|ВС|²=½(|АС|²+|BD|²), поэтому

δ=|АС|²-½(|АС|²+|BD|²)=½(|АС|²-|BD|²).

В частном случае, когда параллелограмм есть прямоугольник, получаем δ=0, т.е. для любой точки М пространства

|МА|²+|МС|²=|МВ²|+|МD|²
Приложение 2

Пусть М – точка пересечения медиан грани АВС тетраэдра ABCD, тогда DM=⅓(DA+DB+DC). Отсюда

| DM |²=1/9(|DA|²+|DB|²+|DC|²+2DA∙DB+2DB∙DC+2DA∙DC)=

=1/9(|DA|²+|DB|²+|DC|²+|DA|²+|DB|²-|АВ|²+|DB|²+|DC|²-|ВС|²+|DA|²+|DC|²-|АС|²).

Итак,

|DM|²=⅓(|DA|²+|DB|²+|DC|²)-1/9(|АВ|²+|ВС|²+|АС|²)      (1)

В этой задаче введение базиса не потребовалось, поэтому найденная формула находит применение и в планиметрии: по известным длинам сторон и диагоналей четырёхугольника найти расстояние от одной из вершин четырёхугольника до точки пересечения медиан треугольника, вершины которого совпадают с остальными тремя вершинами четырехугольника.

Равенство (1) можно записать в следующем виде:

|DA|²+|DB|²+|DC|²=3|DM|²+⅓(|АВ|²+|ВС|²+|СА|²).

Из полученного равенства следует, что из всех точек D пространства наименьшую сумму (δ) квадратов расстояний до вершин ∆АВС имеет точка М пересечения медиан этого треугольника (т.е. при D=M). В этом случае

δ=⅓(|АВ|²+|ВС|²+|СА|²).
Приложение 3

Решение:

Пусть φ=(AB),(CD).

cos φ=  
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Так как 

AB∙AD=½(|АВ|²+ |AD|²-|BD|²) и

АВ∙АС=½(|АВ|²+ |AС|²-|BС|²), то

cos φ=  
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т.е. cos φ =
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Аналогично вычисляются косинусы двух других углов.

Приложение 4
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1) Пусть φ=((АВ1),(ВС1)), тогда cos φ= 
[image: image7.wmf]1
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 . Имеем АВ1=АВ+АА1,

ВС1=АС+АА1-АВ. Отсюда

АВ1∙ВС1= (АВ+АА1)∙( АС+АА1-АВ)= АВ∙АС-с²+h²=½(c²+b²-a²)-c²+h²=

=½(b²-a²-c²+2h²).

Итак,

cos φ = 
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2) cos ψ, где ψ=((АВ),(В1С)), находится аналогично. Получим

сos ψ = 
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Приложение 5

Решение:

Пусть SA1=e1, SB1=e2, SC1=e3 – единичные векторы, сонаправленные соответственно с лучами SA, SB, SC.

 1) cos φ1 =   
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2) cos φ2=  
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3) Обозначим через С2 проекцию точки С1 на плоскость грани ASB. Имеем:
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Так как 
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, то

(ke1+le2-e3)∙e1=0, (ke1+le2-e3)∙e2=0.

Отсюда получаем систему

k+l cosγ=cos β,

k cosγ+l=cos α.

Решая эту систему, находим

k= 
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Следовательно,

SC2= 
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Окончательно после упрощений получаем
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Приложение 6

Решение:

Введём в пространстве декартову прямоугольную систему координат так, чтобы её начало совпадало с вершиной А данной пирамиды, направление оси абсцисс – с направлением луча АС, ось аппликат была перпендикулярна плоскости основания АВС пирамиды.

            z
                                   S

                         O
          A                                   C        x
                         B
y                      
В этой системе координат вершины основания пирамиды имеют координаты: А(0;0;0), В(2;2
[image: image22.wmf]3

;0), С(4;0;0).

Обозначив через x, y, z координаты вершины S пирамиды найдём их из условия:

AS=BS=
[image: image23.wmf]19

,  CS=3.

Имеем: AS²= x²+y²+z²=19,

BS²=(x-2)²+(y-2
[image: image24.wmf]3

)²+z²=19,

CS²=(x-4)²+ y²+z²=9.

Решая систему уравнений

          x²+y²+z²=19,

         (x-2)²+(y-2
[image: image25.wmf]3

)²+z²=19,

         (x-4)²+ y²+z²=9,

находим х=
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, у=
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, z=
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Таким образом, вершина S имеет координаты S(
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Пусть центр О сферы имеет координаты a, b, c, а её радиус равен R.

Так как сфера описана около пирамиды SABC, то OA²=OB²=OC²=OS²=R².Это соотношение в координатном виде равносильно системе уравнений: 

                 a²+b²+c²=R²,

                (a-2)²+(b-2
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)²=R²,

                (a-4)²+ b²+c²= R².

Вычитая из первого уравнения третье, получаем а=2, после чего, вычитая из первого уравнения второе, получаем b=
[image: image36.wmf]3
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.

После вычитания четвёртого уравнения системы из первого её уравнения получаем:
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Подставив в это уравнение вместо a и b их найденные значения, получаем  с=
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. Отсюда R²=a²+b²+c²=4+
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. Тогда искомая площадь S сферы равна: S=4πR²=
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∙π.

Приложение 7
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Решение:

Пусть SO – высота пирамиды (О – центр квадрата MNKL). Тогда OL=8
[image: image48.wmf]2

,               SO=
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Введём в пространстве декартову прямоугольную систему координат так, чтобы её начало совпадало с центром О квадрата MNKL, оси Ox и Oy были направлены по его средним линиям, ось Oz – по высоте SO данной пирамиды.

В этой системе координат вершины пирамиды имеют координаты: K(8;8;0), L(-8;8;0), M(-8;-8;0), N(8;-8;0), S(0;0;6). Пусть точка А имеет координаты: А(m;n;p).

Для решения задачи достаточно найти координаты точки А. Для этого воспользуемся двумя условиями: а) расстояние от точки А до плоскости MNS равно 24; б) точка А принадлежит прямой SK.

Уравнение плоскости MNS будем искать в виде ax+by+cz+d=0.

Так как точки N(8;-8;0), M(-8;-8;0), S(0;0;6) принадлежат этой плоскости, то

              8a – 8b+d=0,

             -8a – 8b+d=0,

             6c+d=0.

откуда a=0, b=d/8, c=-d/6. Тогда при d=24 получаем уравнение 3y – 4z+24=0 плоскости MNS.

Расстояние от точки А(m;n;p) до плоскости 3y-4z+24=0 равно      |3n – 4p+24|

                                                                                                                         5

Так как по условию это расстояние равно 24, то получаем уравнение 

|3n – 4p+24|   =24,  связывающее координаты n и p точки А.

         5

Начало координат О и точка А лежат в одном полупространстве относительно плоскости MNS, а значение линейного трехчлена в точке О равно 24>0, поэтому знак модуля в полученном уравнении можно опустить, т.е. получаем уравнение 3n – 4p – 96=0  (1)

Вектор SK(8;8;-6) является  направляющим вектором прямой SK, поэтому параметрические уравнения прямой SK можно записать в виде:

x=8t, y=8t, z=6 – 6t.   (2)

Вследствие принадлежности точки А прямой SK, её координаты удовлетворяют уравнениям (2), поэтому

m=8t, n=8t, p=6 – 6t.   (3)

При каждом значении параметра t получаем определённую точку на прямой SK. Подставляя в (1) вместо n и p их выражения из  (3) и решая полученное уравнение, находим значение параметра t, при котором точка прямой SK удалена от плоскости MNS на расстояние, равное 24, т.е. 

3∙8t – 4(6 – 6t) – 96=0,

откуда t=2,5.

После подстановки в (3) значения  t=2,5 получаем: m=20, n=20, p=-9, т.е. А(20;20;-9). Тогда: KA=
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Приложение 8
Решение:   пусть 
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;  Отсюда    х = у = z  = 2.

Проверка верна для всех уравнений системы.

Ответ:  (2; 2; 2;)
Приложение 9
Решение. Пусть  
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│, что невозможно.

Ответ:  система несовместна.
Приложение 10
Решение. «Поработаем» с левой частью первого уравнения системы:
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. Находим координаты суммы векторов   
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 3х – 4у = 10.  Теперь с учетом второго уравнения системы имеем:        
   3х – 4у = 10

 3х + 4у = 26. 
Отсюда  х = 6,  у = 2, подставляя эти значения в (в) :  1 = 1 > 0.  
Ответ:  (6;2)   

Приложение 11
Решение. Пусть 
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Приложение 12
Доказательство.
1) Область определения дано в условии  (а
[image: image132.wmf]Î

R  ,  b
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R   ,  с
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R).

2) Введем  векторы  
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 = (а2 , b2, с2)  и   
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 =  (  b2 , с2 , а2  ).

3) Находим их скалярное  произведение в координатной форме и их длины
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Вывод:   на основании векторного неравенства   
[image: image143.wmf]u

 ∙ 
[image: image144.wmf]v

 ≤│
[image: image145.wmf]u

│∙ │
[image: image146.wmf]v
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= а4 + b4 + с4    ≥   а2 b2 +  b2 с2  + с2 а2.     Ч. т. д.

Приложение 13
Доказательство.  Пусть  
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Приложение 14
Решение:   D(у) = [ - 
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Приложение 15
Решение: область определения -  {а,b,с} 
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Подставив в выражение  6а – 4b + 24с = 39, значения  а  и  b  имеем 
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