Приложение 3

Дополнительные задачи на нахождение наибольшего (наименьшего) значений величин, решенные элементарными методами

Задача 1. В сферу радиуса R вписан конус. При какой высоте конуса его объем будет наибольшим?
Решение. Обозначим через r и h соответственно радиус основания и высоту конуса. Осевое сечение конуса - равнобедренный треугольник ABN, вписанный в окружность, диаметр которой MN равен 2R (рис.2).
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Воспользуемся формулой объема конуса:
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За независимую переменную удобно принять высоту ND конуса. Пусть DN = h. Так как (MAN = 90° , то треугольник MAN прямоугольный, и в силу известной теоремы планиметрии сразу получаем
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 Таким образом, 
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Рассмотрим произведение 
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Cумма положительных сомножителей постоянна и равна 4R, значит, вследствие неравенства о средних, их произведение будет наибольшим при
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 откуда 
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. Итак, при 
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 объем конуса наибольший, причем, как легко подсчитать, он равен 
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Задача 2. Каковы должны быть размеры открытого бассейна с прямоугольным дном, чтобы на облицовку его стен и дна пошло наименьшее количество материала?
Если указано, что дно бассейна имеет форму квадрата, задача легко решается с помощью производной, а в таком более общем виде ее можно решить, применив теорему о среднем.
Решение. Пусть х, у, г - длина, ширина и высота бассейна, тогда площадь дна и стен бассейна равна 
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, а объем составляет 
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Применим неравенство между средними трех положительных чисел 
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и получим 
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,при этом знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда ху = 2xz = 2yz , или   х = у, х = 2z. Итак, дно бассейна должно иметь форму квадрата, высота же должна быть вдвое меньше его длины.[10, c. 57]

Задача3. Дан угол величиной 
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, О – вершина угла. На одной из сторон угла взята точка А, 
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. Точка В расположена на той же стороне, а М на противоположной стороне так, что 
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. Найти наименьшее значение длины отрезка АВ. 
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Решение. Пусть М и В – какие-то две точки на сторонах угла, для которых 
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. Опишем около треугольника АМВ окружность. Если эта окружность пересекает сторону угла, на которой расположена точка М, то длину отрезка АВ можно уменьшить. В самом деле, пусть М1 – любая точка на высекаемой хорде, 
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. Следовательно, на АВ существует точка В1, для которой 
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. Итак, мы доказали, что если минимальный отрезок АВ существует, то окружность, описанная около треугольника АМВ, касается стороны угла. Можно поступить несколько аккуратнее, рассмотрев М и В, такие, что описанная окружность касается стороны угла, доказать, что получившийся отрезок АВ имеет наименьшую длину. Понятно, что В следует взять на отрезке ОА. Для любой точки М1, отличной от М, будет 
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, а значит, соответствующая точка В1 займет положение, для которого 
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. Осталось найти отрезок АВ, соответствующий этому положению точки М. Пусть Р – середина АВ, 
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. Наименьшее значение длины отрезка АВ равно 
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