Решение уравнений с параметром

1.Решение простых уравнений без ветвлений.

Целесообразно начать изучение уравнений с параметром с решения простых  уравнений без ветвлений.

Например.

1. х – а = 0. Ответ: при  а((-∞;+∞)    х = а.

2. 5х = а.     Ответ: при любом а  х =а/5. 

3. х/2 = а.   Ответ: при любом  а   х = 2а.

4.│х│=│а│.  Ответ: при любом  а   х =  ± а. 

5. х³  = а.     Ответ: при любом  а   х =√а.

Такие упражнения помогают привыкнуть к параметру, к необычной форме ответов при решении уравнений.

2.Решение уравнений с небольшим   числом ветвлений.

В качестве второго шага на пути изучения уравнений с параметром необходимо выделить решение простейших уравнений с небольшим числом угадываемых ветвлений.

Например.

1. ах = 10. Ответ: при а ≠ 0  х =10/а;     

                             при а = 0 нет корней.

2. 0х = а.  Ответ: при а ≠ 0  корней нет;

                            при а = 0  х – любое.

3. х =√а.  Ответ: при а( 0  х =√а;

                           при а(0   корней нет.

4.│х│=а.  Ответ: при а <  0  корней нет;  

                            при  а = 0  х = 0;

                            при  а > 0  х = ± а.

5. ( а²-4)х =а²+а–6.

Решение. 

 х=(а²+а-6)/(а²-4), если  а²-4=0, т.е. а=-2 или после  сокращения х=(а+3)/(а-2). При  а =-2 уравнение примет вид:  0х = - 4, т.е. не имеет корней. При а = 2 исходное уравнение принимает вид: 0х= 0, т.е. любое действительное число является его корнем.

Ответ: при  а ≠ 2  х =(а+3)/(а-2) ;

           при  а = - 2  корней нет;

           при а = 2  х – любое действительное число.

 Уравнения с параметром, при решении которых требуется дополнительная проверка ограничений из области определения, составляют следующий шаг в изучении уравнений с параметром.

 6. а/(х-2)=1.

Решение.ОДЗ х≠2.Умножив обе части уравнения на  х–2≠0,     получим а=х–2, или х=а+2. Затем проверим, нет ли таких значений параметра а, при которых найденное значение х было бы равно числу 2 , т.е. решим уравнение 2=а+2 относительно а. Получим, что при  а = 0  х = 2, но число 2 не входит в область определения исходного уравнения, не может быть его корнем.

Ответ: при  а = 0  корней нет; 

            при  а ≠ 0    х = а + 2.

7.х/(х+1) = а. 

Решение.ОДЗ х ≠ - 1.Приведя исходное уравнение к виду         (1–а)=а, заметим, что при а=1 уравнение не имеет корней, а при а≠1 имеем х=а/(1-а). 

  Осталось проверить нет ли таких значений параметра а, при которых найденное значение х=-1, т.е. нужно решить уравнение       –1=а/(а-1) относительно а. Данное уравнение не имеет корней.

Ответ:при  а ≠ 1   х =а/(а-1),

          при а = 1 корней нет.

8. (2ах+х+1)/((а+х)(х+3))=(х²-4)((х-2)(х+3))-а/(а+1).

Решение. Очевидно, х≠-3, х≠2, а≠-1.При условии х=2, исходное уравнение можно упростить: (2ах+х+1)/((а+1)(х+3))=(х+2)/(х+3)-а/(а+1).   

 Преобразовав уравнение, имеем 2ах=1–а, которое при а=0  не имеет корней, а при  а≠0   х =(1 – а)/2а.

 Теперь проверим, нет ли таких значений параметра а, при которых найденное значение  х  было бы равно –3 или 2.Для этого решим относительно а уравнение: -3 = ( 1 – а )/2а и 2 =(1 – а)/2а. Корень первого уравнения –0,2, корень второго уравнения 0,2; т.е. при а = ± 0,2 соответствующие значения  х  не входят в область определения исходного уравнения.

Ответ: при а  = - 1; 0; ±0,2  корней нет; 

            при а ≠ 1 ; 0; ± 0,2  х = (1 –а)/2а.

Все рассмотренные уравнения имеют цель – помочь составить представление о параметре, о том, что значит решить уравнение с параметром.

       


















 3. Что значит решить уравнение с параметром.
Решить уравнение с параметром означает следующее:

1)исследовать, при каких значениях параметров уравнение имеет корни и сколько их при разных значениях параметров;

2)найти все выражения для корней и указать для каждого из них те значения параметров, при которых это выражение действительно определяет корень уравнения.

Ответ к задаче «решить уравнение с параметром» должен выглядеть следующим образом:
 1)уравнение при таких-то значениях параметров имеет  корни…;

        2)при таких-то значениях параметров корни…;

 3)при остальных значениях параметров уравнение корней не имеет.

Полезно самому выполнять упражнения на составление уравнений с параметром.
1.Составьте уравнение с параметром  а  такое, чтобы каждому значению параметра соответствовало единственное значение  х.

2.Составьте уравнение с параметром  а, которое при любом значение параметра не имеет корней.

3.Составьте уравнение с параметром  а, которое не имеет корней при всех а(0.          

4.Составьте уравнение с параметром  а такое, чтобы при каком-то одном значении параметра корнем уравнения было любое действительное число, а при всех остальных значениях параметра уравнение не имело бы корней.

