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                                                                                 Усложнять просто, упрощать сложно.
                                                                                 Чтобы увидеть что-то новое, нужно 

                                                                                  совершить что-то новое.

                                                                                                                Георг Лихтенберг
ВВЕДЕНИЕ
           Ещё  в начальной школе на уроках математики перед нами часто ставили задачу выяснить, при каких допустимых значениях буквы обе части того или иного равенства принимают одинаковые числовые значения. На равенство в этом случае мы смотрели как на уравнение относительно указанной неизвестной величины. В восьмом классе мы познакомились с решением  квадратных уравнений с одной переменной. Но, готовясь к олимпиадам, я  встречалась  с заданиями, в которых предлагали уравнения  с двумя переменными. Я задумалась:  решаемы ли эти уравнения, какие способы используются для решения, все ли они имеют алгоритм решения, где они применяются.
                      Приступая к работе, я  поставила перед собою  следующую цель: 

- ознакомиться с алгоритмом решения диофантовых уравнений и областью   

   их применения,  а также   сформулировала задачи исследования:

- систематизировать теоретические сведения о диофантовых уравнениях;

- научиться решать уравнения вида ax+by=c.  
       Оказалось, что одной из наиболее древних задач математической науки и важной задачи для современной математики является решение уравнений в целых  или натуральных числах. 
          В истории математики задача решения уравнений в натуральных  числах связывается с именем древнегреческого математика Диофанта.                                     ДИОФАНТ (жил, вероятно, около 250 г. н.э., хотя возможна и более ранняя дата), древнегреческий математик, работавший в Александрии, автор трактата Арифметика в 13 книгах (из них дошли 6), посвященного главным образом исследованию неопределенных уравнений (т.е. диофантовых уравнений). Одним из первых Диофант стал использовать при записи алгебраических рассуждений специальные знаки. На результаты, полученные Диофантом, впоследствии опирались Ферма, Эйлер, Гаусс и другие.  
Исследованиями диофантовых уравнений на протяжении нескольких сот лет занималось очень много учёных. Общая теория решения диофантовых уравнений 1-ой степени была создана в 17 веке к.г. Баше. К началу 19 века трудами П. Ферма, Л. Эйлера, Дж. Валлиса и Ж. Лагранжа в основном было исследовано диофантово уравнение 2-го порядка ax2+bxy+cy2+dx+ey+f=0, где  a, b, c, d, e, f - целые числа. В исследованиях диофантовых уравнений выше 2-ой степени с двумя неизвестными серьёзные успехи достигнуты лишь в 20 веке А. Туэ, А. Бейкером, Б.Н. Делоне. Исследования диофантовых уравнений обычно связано с большими трудностями.


В 1900 году на всемирном конгрессе математиков в Париже один из крупнейших математиков мира Давид Гильберт выделил 23 проблемы из различных областей математики. Одной из этих проблем была проблема решения диофантовых уравнений. В проблеме заключалось следующее: можно ли разрешить уравнение с произвольным числом неизвестных и целыми коэффициентами, определённым способом – с помощью алгоритма. Задача состоит в следующем: для заданного уравнения надо найти все целые или натуральные значения переменных, входящих в уравнение, при которых оно превращается в истинное равенство. Диофант придумал для таких уравнений много разнообразных приёмов решения. Ввиду бесконечного разнообразия диофантовых уравнений общего алгоритма для их решения не существует, и практически для каждого уравнения приходится изобретать индивидуальный приём.

Понятие диофантовых уравнений в современной математике расширено: это уравнения, у которых разыскиваются решения в алгебраических числах. Диофантовы  уравнения называются также неопределёнными.

РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ В ЦЕЛЫХ ЧИСЛАХ

      Простейшее из диофантовых уравнений ax + by = 1, где а и b - целые взаимно простые числа, имеет бесконечно много решений: если х0 и у0 - одно решение, 
то числа х = x0 + bn, у = y0-an (n - любое целое число) тоже будут решениями. 
Так, все целые решения уравнения 2x + 3у = 1 получаются по формулам:
 х = 2 + 3n, у = - 1 - 2n (здесь x0 = 2, у0 = - 1). 
Другим примером диофантовых уравнений является  х2 + у2 = z2   Целые положительные решения этого уравнения представляют длины катетов х, у  и гипотенузы  z  прямоугольных треугольников с целочисленными длинами сторон и называются пифагоровыми числами. Все тройки взаимно простых пифагоровых чисел можно получить по формулам
 х = m2– n2,  у = 2mn,  z = m2+ n2, где m и n - целые числа (m> n > 0).

              Диофантовым уравнением 1-ой степени или линейным диофантовым уравнением с двумя неизвестными называется уравнение вида: 
ax+by=c, где a,b,c-целые, НОД(a,b)=1. 


Для линейных диофантовых уравнений с двумя переменными, т.е. уравнения вида ax+by=c, алгоритм решения существует, и он станет вполне ясным из примера:

14x – 33y=32

14x = 32 + 33y

x = (32 + 33y) : 14

(14 . 2+ 5)y + (14 . 2 + 4) = 14 . 2y + 5y + 14. 2 + 4 = 14(2y + 2) + 5y + 4;  2y + 2 = p; p є Z

14p : 14

(5y + 4) : 14

Перебор от  1 до 13

При y = 2; (5 . 2 + 4): 14
Подставим  в  исходное уравнение y = 2

14x = 32 +33 . 2

14x = 32 + 66

x = 98  : 14 = 7

Найдем все целые решения по найденному частному:
14(x – 7) + 98 – 33 (y -2) – 66 = 32

14(x – 7) – 33(y – 2)=0

14(x – 7) = 33(y – 2) → 14(x – 7) : 33  →  (x – 7): 33  →  x = 33k + 7;  k є Z

Подставим в исходное уравнение:
14(33k + 7) – 33y = 32

14 . 33k + 98 – 33y = 32

y = 14k + 2;  x = 33k + 7,   где  k є Z. Эти формулы задают общее решение исходного уравнения. 

Структура   общего решения  очевидна. Если  a   и  b  взаимно просты, то решения уравнения  ax + by = c   описывается формулами  x = -bk + x0,  y = ak + y0, k є Z,  (x0, y0) – частное решение этого уравнения.
      В случае, когда коэффициенты a и b при переменных не являются взаимно простыми, т. е. имеют общий натуральный делитель, больший 1, и c не делится на их наибольший общий делитель, уравнение не имеет решений.

Рассмотрим общий алгоритм для решения диофантовых уравнений вида   ax+by=c.

1. Найдём d=НОД(a,b). 
2. Определим частное решение, выразив переменную х из данного уравнения, а переменную у находим, используя метод перебора. (х0; у0) –частное решение
3. Все остальные рения находим по формулам:

      x = -bk + x0,  y = ak + y0, k є Z

         Рассмотрим решение уравнений в целых числах на примерах:
а) x – 3y = 15

Найдем НОД(1,3)=1

Определим частное решение:

x=(15+3y):1

используя метод перебора, находим значение y=0

тогда x=(15+3 . 0) =15 

(15; 0) -  частное решение.

Все остальные решения  находятся по формулам:

x=3k + 15, k є Z
y=1k+0=k, k є Z
 при k=0,  получим частное решение (15;0)
                Ответ: (3k+15; k), k є Z                   

б) 7x – y = 3

Найдем НОД(7; -1)=1

Определим частное решение:

x = (3+y):7

Используя метод перебора, находим значение  y є [0;6]

y = 4,  x = 1

Значит, (1;4) -  частное решение.

Все остальные решения находятся по формулам:

x = 1k + 1,   k є Z

y = 7k + 4,   k є Z

                             Ответ: (k+1;7k+4); k є Z 
в) 15x+11 y = 14

Найдем НОД(15; -14)=1

Определим частное решение:

x = (14 - 11y):15

Используя метод перебора, находим значение  y є [0;14]

y = 4,  x = -2

(-2;4) -  частное решение.

Все остальные решения находятся по формулам:

x = -11k - 2,   k є Z
y =15k + 4,   k є Z
                         Ответ: (-11k-2; 15k+4); k є Z
г) 3x – 2y = 12

Найдем НОД(3; 2)=1

Определим частное решение:

x = (12+2y):3

Используя метод перебора, находим значение  y є [0;2]

y = 0,  x = 4

(4;0) -  частное решение.

Все остальные решения находятся по формулам:

x = 2k + 4,   k є Z

y = 3k,   k є Z
                                Ответ: (2k+4; 3k); k є Z
Задачи.

             Существует несколько типов задач, чаще всего это задачи олимпиадного характера, которые сводятся к решению диофантовых уравнений. Например:
 а) Задачи по размену суммы денег определённого достоинства.

 б) Задачи на переливание, на деление предметов.

а) Купили 390 цветных карандашей в коробках по 7 и по 12 карандашей. Сколько тех и других коробок купили?

 Обозначим: x коробок по 7 карандашей, y коробок по 12 карандашей

 Составим уравнение:7x + 12y = 390

Найдем НОД(7; 12)=1

Определим частное решение:

x = (390 - 12y):7

Используя метод перебора, находим значение  y є [1;6]

y = 1,  x = 54

(54;1) -  частное решение.

Все остальные решения находятся по формулам:

x = -12k + 54,   k є Z
y = 7k + 1,   k є Z
Мы нашли множество решений уравнения. Учитывая условия задачи, определим возможное количество тех и других коробок.

	k
	0
	1
	2
	3
	4

	х
	54
	42
	30
	28
	6

	у
	1
	8
	15
	22
	29


                         Ответ. Можно купить: 54 коробки по7 карандашей и 1 коробку по 12 карандашей или 42 коробки по 7карандашей и 8 коробок по 12 карандашей, или 30 коробок по 7 карандашей и 15 коробок по 12 карандашей, или 28 коробок по 7 карандашей и 22 коробки по 12 карандашей, или 6 коробок по 7 карандашей и 29 коробок по 12 карандашей.
б) Один катет прямоугольного треугольника на 7 см больше другого, а периметр треугольника равен 30 см. Найдите все стороны треугольника. 

Обозначим: x см -  один катет

(x+7) см -  другой катет

y см  - гипотенуза

Составим  и решим  диофантово уравнение:

x+(x+7)+y=30

2x+y=23

Найдем НОД(2; 1)=1

Определим частное решение:

x = (23 - y):2

Используя метод перебора, находим значение  y =1

y = 1,  x = 11

(11;1) -  частное решение.

Все остальные решения  уравнения находятся по формулам:

x = -k + 11,   k є Z

y = 2k + 1,   k є Z

	   k
	   0
	  1
	  2
	  3
	  4
	  5
	  6
	  7
	  8
	  9
	  10

	   x
	  11 
	  10
	  9
	  8
	  7
	  6
	  5
	  4
	  3
	  2
	  1

	  y
	  1
	  3
	  5
	  7
	  9
	  11
	  13
	  15
	  17
	  19
	  21

	  x+7
	  18
	  17
	  16
	  15
	  14
	  13
	  12
	  11
	  10
	   9
	  8


 Учитывая, что любая сторона треугольника меньше суммы двух других сторон, приходим к выводу, что существует три  треугольника со сторонами  7, 9 и 14;  6, 11 и 13;  5, 13 и 12. По условию задачи дан прямоугольный треугольник. Это треугольник со сторонами  5, 13 и 12 (выполняется теорема Пифагора).
Ответ:  Один  катет  равен 5см,  другой  - 12 см, гипотенуза – 13 см

                                                         ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изучив информацию о  диофантовых уравнениях, я пришла к выводу, что  простота жизненных ситуаций в задачах,  заставляет предполагать, что люди, наверное, и до Диофанта умели решать такие задачи, не пользуясь какой-либо общей теорией. Мы знаем, что общие теории никогда не возникают на пустом месте. Сначала появляются отдельные задачи, а уж потом находятся люди, понимающие, что наступило время перехода от таких задач к общим приёмам и методам.
Уравнение вида ax + by = c имеет бесконечное множество решений. Бесконечное множество решений могут иметь также уравнения второй и третьей степени. Уравнения более высоких степеней, как правило, могут иметь лишь конечное число решений. 
Диофантовы уравнения  встречаются в олимпиадных заданиях,  развивая логическое мышление, повышая  уровень математической культуры, прививая навыки  самостоятельной исследовательской работы в математике.
При решении уравнений и задач, сводящихся к диофантовым  уравнениям, применяются  свойства простых чисел, метод  разложения многочлена на множители, метод перебора, метод, основанный на исследовании возможных остатков  от деления  одного целого числа на другое.  При помощи диофантовых уравнений можно рассчитать число хромосом в генетическом  алгоритме, записать формулы, описывающие радиусы орбит  планет Солнечной системы.
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                                           ПРИЛОЖЕНИЕ
а) 2x+11y =24

Найдем НОД(2; 11)=1

Определим частное решение:

x = (24-11y):2

Используя метод перебора, находим значение  y є [0;1]

y = 0,  x = 12

(12;0) -  частное решение.

Все остальные решения находятся по формулам:

x = -11k + 12,   k є Z

y = 2k + 0=2k,   k є Z
                               Ответ:( -11k+12; 2k); k є Z
б) 19x – 7y = 100

Найдем НОД(19; -7)=1

Определим частное решение:

x = (100+7y):19

Используя метод перебора, находим значение  y є [0;18]

y = 2,  x = 6

(6;2) -  частное решение.

Все остальные решения находятся по формулам:

x = 7k + 6,   k є Z
y = 19k + 2,   k є Z
                              Ответ:( 7k+6; 19k+2); kє Z
в) 24x – 6y = 144                                    
Найдем НОД(24; 6)=3
Уравнение не имеет решений, потому что НОД(24; 6)≠1

                ЗАДАЧА.

Сколькими способами можно набрать сумму 27р., имея достаточно много двухрублёвых и пятирублёвых монет?

 Обозначим: x двухрублёвых монет и y пятирублёвых монет 

 Составим уравнение, учитывая условие задачи 2x +5y = 27
Решим диофантово уравнение
Найдем НОД(2;5)=1

Определим частное решение:

x = (27-5y):2

Используя метод перебора, находим значение  y є [0;1]

y = 1,  x = 11

(11;1) -  частное решение.

Все остальные решения находятся по формулам:

x = -5k + 11,   k є Z
y = 2k + 1,   k є Z
Данное уравнение имеет множество решений. Найдём все способы, с помощью которых можно набрать сумму 27 рублей предложенными монетами. 

	k
	0
	1
	2

	х
	11
	6
	1

	у
	1
	3
	5


Ответ. Существует три способа, которыми  можно набрать данную сумму, имея достаточно много двухрублёвых и пятирублёвых монет.

                                                                АННОТАЦИЯ

       На уроках математики мы познакомились  с решением квадратных уравнений с одной переменной. Но  при подготовке  к районной олимпиаде, выяснилось, что  есть задания не с одной, а с двумя переменными. Появилось желание  узнать решаемы ли такие уравнения,  и какие способы используются  для  их  решения, все ли они имеют алгоритм решения и где применяются. После изучения  информации о  диофантовых уравнениях  были сделаны следующие  выводы:

- простота жизненных ситуаций в задачах,  заставляет предполагать, что люди, наверное, и до Диофанта умели решать такие задачи, не пользуясь какой-либо общей теорией;
          
- уравнение вида  ax + by = c имеет бесконечное множество решений. Бесконечное множество решений могут иметь также уравнения второй и третьей степени. Уравнения более высоких степеней, как правило, могут иметь лишь конечное число решений. 

- диофантовы уравнения  встречаются в олимпиадных заданиях,  развивая логическое мышление, повышая  уровень математической культуры, прививая навыки  самостоятельной исследовательской работы в математике.

- при решении уравнений и задач, сводящихся к диофантовым  уравнениям, применяются  свойства простых чисел, метод  разложения многочлена на множители, метод перебора, метод, основанный на исследовании возможных остатков  от деления  одного целого числа на другое. 
- при помощи диофантовых уравнений можно рассчитать число хромосом в генетическом  алгоритме, записать формулы, описывающие радиусы орбит  планет Солнечной системы.

                                                                                  ТЕЗИСЫ

                                               РЕШЕНИЕ  УРАВНЕНИЙ  В  ЦЕЛЫХ ЧИСЛАХ
                                                                                                                        Горбунова Галина, ученица 8 б класса,

                                                                                                                        МОУ  Мишелевская СОШ № 19

                                                                                                                         Усложнять просто, упрощать сложно.


                           Закон Мейера

                                                                                                                         Чтобы увидеть что-то новое, нужно 

                                                                                                                         совершить что-то новое.

                                                                                                                                                         Георг Лихтенберг

            На уроках математики мы познакомились  с решением квадратных уравнений с одной переменной. Но  при подготовке  к районной олимпиаде, выяснилось, что  есть задания не с одной, а с двумя переменными. Появилось желание  узнать решаемы ли такие уравнения,  и какие способы используются  для  их  решения, все ли они имеют алгоритм решения и где применяются.

           Перед началом  работы  была поставлена цель и сформулированы задачи:  ознакомиться с алгоритмом решения диофантовых уравнений и областью  их применения;  систематизировать теоретические сведения о диофантовых уравнениях; научиться решать уравнения вида ax+by=c.  

           В истории математики задача решения уравнений в натуральных  числах связывается с именем древнегреческого математика Диофанта, одним из первых  стал использовать при записи алгебраических рассуждений специальные знаки. На результаты, полученные Диофантом, впоследствии опирались Ферма, Эйлер, Гаусс и другие.  Общая теория решения диофантовых уравнений 1-ой степени была создана в 17 веке к.г. Баше. К началу 19 века трудами П. Ферма, Л. Эйлера, Дж. Валлиса и Ж. Лагранжа в основном было исследовано диофантово уравнение 2-го порядка ax2+bxy+cy2+dx+ey+f=0, где a,b,c,d,e,f - целые числа. В исследованиях диофантовых уравнений выше 2-ой степени с двумя неизвестными серьёзные успехи достигнуты лишь в 20 веке А. Туэ, А. Бейкером, Б.Н. Делоне.  Понятие диофантовых уравнений в современной математике расширено: это уравнения, у которых разыскиваются решения в алгебраических числах. Диофантовы  уравнения называются также неопределёнными.

           После изучения  информации о  диофантовых уравнениях  были сделаны следующие  выводы:

- простота жизненных ситуаций в задачах,  заставляет предполагать, что люди, наверное, и до Диофанта умели решать такие задачи, не пользуясь какой-либо общей теорией;

          
- уравнение вида  ax + by = c имеет бесконечное множество решений. Бесконечное множество решений могут иметь также уравнения второй и третьей степени. Уравнения более высоких степеней, как правило, могут иметь лишь конечное число решений. 

- диофантовы уравнения  встречаются в олимпиадных заданиях,  развивая логическое мышление, повышая  уровень математической культуры, прививая навыки  самостоятельной исследовательской работы в математике.

- при решении уравнений и задач, сводящихся к диофантовым  уравнениям, применяются  свойства простых чисел, метод  разложения многочлена на множители, метод перебора, метод, основанный на исследовании возможных остатков  от деления  одного целого числа на другое. 

- при помощи диофантовых уравнений можно рассчитать число хромосом в генетическом  алгоритме, записать формулы, описывающие радиусы орбит  планет Солнечной системы.

