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Введение 
 Звуки умертвив,

Музыку я разъял как труп,

Поверил я алгеброй гармонию…
А.С. Пушкин
      Мы живём в мире звуков. Люди давно научились записывать различные звуки с помощью специальных знаков. Звуки человеческой речи, например, записываются с помощью букв, а музыкальные звуки записываются с помощью нот. Математика и музыка – два полюса человеческой культуры. Слушая музыку, мы попадаем в волшебный мир звуков. Решая задачи, погружаемся в строгое пространство чисел. И не задумываемся о том, что мир звуков и пространство чисел издавна соседствуют друг с другом.

          Давно уже ученые занимались вопросом: почему в музыкальной октаве семь основных звуков – столько же, сколько цветов в спектре солнечного света. Еще, ничего не зная о природе звуков, человек интуитивно подстраивал струны так, чтобы они создавали благозвучие. Используя обыкновенные дроби появились ноты, м помощью которых писались произведения. Золотое сечение в математике, в музыке называют «Божественное сечение». В изученных Л. Сабанеевым 1770 сочинениях 42 композиторов наблюдалось хотя бы одно золотое сечение, что составило 1338. 
Мне стало интересно, каким образом можно использовать музыку в математике и наоборот, выяснить,  как они взаимодействуют друг с другом.

Я написала музыку, при помощи свойств, и действий  с обыкновенными дробями, заменяя ноту на дробь. В своей работе я рассматриваю, как, используя ноты и дроби можно решать логические уравнения. Сделала сравнение, как используется  отражение в математике и музыке и что является противоположностью. Нашла композиторов, которые с математическим складом ума стали известными в музыке. Моя тема является актуальной на сегодняшний день, так как многих композиторов можно назвать и программистами сегодняшнего дня и наоборот. Я провела исследования, что из 98 учащихся нашей школы, 35 учащихся посещают музыкальное учреждение или увлекаются  серьёзной музыкой. Успеваемость этих учащихся на 30% выше, чем у остальных, и сделала вывод: что музыка помогает учиться и благоприятно воздействует на изучении предметов.
Поставила задачи:

1. Найти, что объединяет математику и музыку, используя обыкновенные дроби.

2. Роль математической пропорции в музыке.

3. Что значит математический анализ в музыке.

4. Как музыка помогает программированию.

 1.  Общие элементы в математике и музыке
Пифагору принадлежит математическое объяснение основ гармонии; по его определению, наиболее естественно воспринимаются человеком частоты, которые находятся между собой в простых числовых отношениях. Вот откуда в отношении частот в октаве 1:2, и благозвучное трезвучие с отношением частот 4:5:6. Уменьшая последовательно длины струн, мы получим природный звукоряд из 16 звуков, но почему же древние музыканты приняли звукоряд, состоящий из семи основных звуков, и лишь позже добавили еще пять дополнительных (так появились черные клавиши в пианино). 

          По свидетельству историков древнейшая греческая лира (Орорея) имела четыре струны. Первая струна – основа, у второй струны число колебаний относится к числу колебаний первой струны 4:3 (как у катетов «священного» египетского треугольника). Это кварта основного тона. Число колебаний третьей струны по отношению к основному типу равно 3:2, это – квинта основного тона. Четвертая струна – октава, число колебаний у нее в два раза больше, чем у основы (как отношение катетов в треугольнике 1:2:  5)

          Значительно позже появилась семиструнная греческая гамма, которая является развитием четырехструнного строя. Если же связь сторон треугольника и отношения  частот звуков в семиструнной гамме не случайна, то в таком случае построение музыкальной гаммы связано с золотой пропорцией. 

                                                          1.1. Ритм
Во всем царит гармонии закон

И в мире все суть ритм, аккорд и тон.

Джон Драйден
           Ритм в музыке
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           Ритм – один из важнейших элементов музыки. Ритм – чередование длительностей. Рассмотрим ритм 3/4 . В такте могут встречаться такие чередования длительностей:
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От правильно подобранного ритма зависит звучание мелодии.
         Ритм в математике.

      Ритмы можно обнаружить и среди чисел. Взять хотя бы дробь 2/82. Ее можно записать в виде 2/82=0,0243902439…или кратно 2/82= 0,(02439)

      Здесь мы обнаруживаем ритм. Дробь 2/82 записывается в виде бесконечной периодической дроби, да и период ее также отличается необыкновенной правильностью:02439. Нам известно, что 0,(02439)=2439/99999=271/1111
      Итак, мы проследили, что ритм встречается как в музыке, так и в математике.
                                                 1.2. Дроби и ноты

Ноты отличаются по длительности их звучания. Самая длинная нота - целая. С точки зрения математики целую ноту можно принять за единицу. Нота вдвое короче называется половинной. Половинной ноте соответствует дробь 
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. Нота, которая ещё в два раза короче называется четвертной 
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. Восьмая нота имеет ещё меньшую длительность 
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. И, наконец, самая короткая нота – шестнадцатая 
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. Возможно сравнение нот, используя свойства дробей.

Но в музыке не используется знак «+»,  поэтому равенства длительностей нот лучше записать так:
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Используя ноты и дроби можно решать уравнения, например:
Рассмотрим нотный стан: 


Нотная запись разбита вертикальными линиями на отдельные части. Каждая часть называется тактом. 
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 называется размером музыкального произведения. 
Записана мелодия без разбиения на такты, где опять используются свойства и действия обыкновенных дробей.
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, имеют общие признаки. С точки зрения математики обыкновенные дроби, числитель равен 1, знаменатель чётный, а в музыке дроби соответствуют длительности звучания нот.

                                  Отражение в математике
         Числа, состоящие из цифр 8 и 0, не изменяются при отражении в зеркале. Если зеркало ставить не сбоку от числа, а сверху или снизу, то при отражении в таком зеркале остается неизменной только цифра 3.  

         Умножение чисел на -1 очень похоже на отражение в зеркале.
          Рассмотрим числовую прямую

___________________(___(__(__(___(__(__(___(__(__(___(_________
-5   -4   -3   -2   -1   0    1    2    3    4    5
0 – делит прямую на две части.

          Правая и левая части очень похожи, и каждая полупрямая почти совпадает с зеркальным отражением другой. Почти, но не совсем. Найдем различие между полупрямыми.
____________(__(__(__(__(__(________

0   1   2   3   4   5

           Если поставить зеркало в нуле так, чтобы оно было перпендикулярно прямой, полупрямая вместе со своим отражением образует прямую, которая выглядит так:

________________(___(___(__(__(___(__(__(___(__(__(___(_________

 0     1     2   3   4      5
          Назовем ее зеркальной числовой прямой. Сравним зеркальную числовую прямую с настоящей. Зеркало заменяет -1 числом 1, -2 –числом 2, -3 – числом 3 и т.д., т.е. превращает отрицательные числа в положительные. 

          Этого же результата можно достичь и не прибегая к помощи зеркала, если отрицательные числа умножить на  (-1).

          Например:       (-1)*(-1)=+1,
                                    (-2)*(-1)=+2.
          Отражение в музыке
          Также как и цифры 8 и 0 длительности / и П  при отражении совпадают с оригиналом.

          Симметричные ритмы не содержат половинных нот.

          - половинная нота.

           Начертим ее отражение. 
           Получили     [image: image12.png]M



       - полностью противоречит симметрии.
           Совершенно симметричный ритм может состоять из нот следующих трех длительностей: четвертных /, пар восьмых П и целых       .

           / П П /, П // П             - ритмы не «переворачивающиеся» при отражении в зеркале.
1.3. Противоположности.

                Очень часто встречаются противоположности в характерах людей: злой - добрый, агрессивный - спокойный и т. д.

                Противоположности в музыке
                   Медленно - быстро. 

                 Характер музыки во многом определяется ее темпом. Музыкальные произведения, будь то народная песня или полифония, нельзя исполнять в произвольном темпе. Неправильно выбранный темп до неузнаваемости исказит характер музыки.

                  Короткое – длинное (произведение),        Высокое – низкое.
Высота звука зависит от частоты колебаний: при большой частоте колебаний звук выше, при меньшей – ниже.
                   Противоположности в математике
Отрицательное число – положительное. Сложение – вычитание. Четное – нечетное.

Делитель – кратное. Простое число – составное число. Плюс – минус. Умножение – деление. Прямая – кривая.

                                                  1.4. Упорядочение
Упорядочение в математике
 Рассмотрим набор вещественных чисел:     

                12         48          9           1

           3          6           10        125         300

 Входящие в него числа не упорядочены. Их можно упорядочить, например,  по возрастанию:     1   3  6  9  10  12  48  125  300; 
или  по убыванию:   300  125   48   12   10   9   6   1.
Упорядочение в музыке
   Упорядочить означает расположить в ряд. Иногда под упорядочением
понимают классификацию, или разбиение на группы, по определенным признакам. 

1.5. Пропорции
   В математике пропорцией называется – равенство двух отношений. С помощью букв записывается так:  a:b=c:d и обладают определёнными свойствами. Золотым сечением, а также «божественной пропорцией» называют деление отрезка, при котором длина всего отрезка так относиться к длине его большей части, как длина большей части к меньшей. Наибольшее количество музыкальных произведений, в которых имеется золотое сечение, у Аренского (95%), Бетховена (97%), Гайдна (97%), Моцарта (91%), Скрябина (90%), Шопена (92%), Шуберта (91%).   Интересно, что в этюдах Шопена проявляется не одно выражение золотой пропорции, а целый ряд величин, связанных этим отношением: 0,618; 0,382; 0,236; 0,146; 0,090; и 0,058; реже встречались 0,854; 0,764 и 0,472. Первый ряд из шести чисел образует геометрическую прогрессию с показателем, равным 1,618, а три других числа являются произведениями золотой пропорции (0,764:0,472=1,618).               
 В музыке  шестнадцатая, восьмая, четвертная, половинная, целая нота определяют длительность звука. Представлена в виде 1=1/4+1/4+1/2 и названа музыкальной пропорцией. 
                            3.  Математический анализ гармонии в музыке
           Оказалось, что во многих музыкальных произведениях, изученных                    М. Марутаевым, соотношения частей отвечают числам нарушенной симметрии (Sн), а после их математического преобразования получается величина 1,37 – мера гармонии природы.

            Теорию «нарушенной симметрии»  М. Марутаев использовал для анализа музыкального темперированного звукоряда, в котором интервал между двумя до разбит на 12 частей. Центром симметрии здесь является корень квадратный из 2. После исключения из ряда числа 2 была получена усредненная величина нарушенной симметрии, равная 1,37. Таким образом, считает М.Марутаев, установлена связь звукоряда с мировой физической константой. Путем математических преобразований композитор установил также связь золотой пропорции со значением малой секунды, равной 2  в степени 1/12  =1,059.
          Рисунок мелодии строится по схеме: длительный период нарастания эмоционального напряжения, затем остановка и после – более краткий период спада.                   Наиболее детально были изучены Л. Сабанеевым все 27 этюдов Шопена. В них обнаружено 154 золотых сечения; всего в трех этюдах золотое сечение отсутствовало. В некоторых случаях строение музыкального произведения сочетало в себе симметричность и золотое сечение одновременно; в этих случаях оно делилось на несколько симметричных частей, в каждой из которых проявляется золотое сечение. 
         Итак, можно признать, что золотая пропорция является критерием гармонии композиции музыкального произведения. Тогда можно предположить, что чем точнее соответствие произведения музыки золотой пропорции, тем выше степень гармонии, а отклонение от золотой пропорции – свидетельство несовершенства музыки.

                                                          Заключение 
       Итак, стало очевидным, что многие вопросы, связанные с природой музыки и ее воздействием на человека могут быть описаны языком математики. Так, музыкальные интервалы натурального звукоряда определяются отношениями частот близких натуральных чисел, а образование звука в музыкальных инструментах описывается математическими задачами. В построении музыкального строя чувствуются математическая точность и гармония. А золотое сечение может быть применено к анализу построения музыкальных фрагментов. Искусствоведы создали подробные схемы, в которых содержится геометрический анализ великой музыки. Наиболее удачным в этом отношении примером является Хроматическая фантазия и Фуга ре минор И.С. Баха. Слушая это замечательное произведение, не только восторгаешься красотой музыки, но и чувствуешь ее скрытую музыкальную гармонию. А математика открывает еще одну грань гениальности великого композитора.
       Исследуя связь между математикой и музыкой, я пришла к выводу, что чем глубже поддается музыкальное произведение математическому анализу, исследованию и подчиняется каким – либо математическим законам, тем более гармонично и прекрасно его звучание, тем больше оно волнует человеческую душу. Кроме того, я убедилась, что в этой области еще очень много важного, интересного и занимательного не раскрыто и можно смело вести исследования этой темы.
   Так, как сейчас огромное значение придаётся развитию компьютерных технологий, возникли компьютерные моделирование – музыки, прозаического и поэтического текста, других художественных сфер культуры.

Писатель Алексей Устинов утверждает: «Можно рискнуть назвать композиторов самыми первыми программистами. Как в партитурах, так и в текстах компьютерных программ есть блоки, условия, циклы, переходы, метки и прочие «программистские» атрибуты. Поэтому моя тема актуальна и имеет практическое применение при изучении математики и музыки, что вызывает интерес у учащихся и учителей. Она безгранична имея большой потенциал так, как искусство вечно живо.  
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