Нестандартные способы решения тригонометрических неравенств.
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Введение.

В школьном курсе тригонометрии на изучение тригонометрических неравенств отводится крайне мало времени. Рассматриваются только простейшие тригонометрические неравенства и сводящиеся к ним. Способ решения – самый примитивный. Анализируя экзаменационные материалы, я пришла к выводу, что этих знаний недостаточно. Навыки решения тригонометрических неравенств и систем полезны, а иногда просто необходимы при решении других задач.

Основная трудность при решении тригонометрических неравенств заключается в том, что обнаружить ошибку в решении простой проверкой невозможно. К тому же при наличии в ответе нескольких интервалов это становиться технически нереальным.

В своей работе я рассмотрела способы решения тригонометрических неравенств и систем на тригонометрической окружности: первый условно можно назвать «метод интервалов», а второй – метод концентрических окружностей.

Целью моей работы является расширение представления о способах решения тригонометрических неравенств и их систем.

Для достижения поставленной цели, были определены следующие задачи:

1. Рассмотреть возможность применения методов интервалов к решению тригонометрических неравенств.

2. Изучить метод концентрических окружностей и применить его к системам тригонометрических неравенств.

3. Сделать выборку из экзаменационных материалов заданий, соответствующих теме.

Решение тригонометрических неравенств на тригонометрической окружности.
Алгоритм.

1. Привести неравенство к такому виду, чтобы в одной его части (например, в правой) стоял ноль.

2. Определить нули и точки разрыва функции, стоящей в левой части неравенства.

3. Расставить на единичной окружности точки, являющиеся представителями всех найденных чисел.

4. Выбрать произвольное число 
[image: image172.jpg]


 (значение аргумента функции, стоящей в левой части неравенства), не совпадающее ни с одним из ранее полученных чисел.

5. Провести луч Ох’ под углом 
[image: image2.wmf]j

 к координатному лучу Ох.

6. На луче Ох’ получить контрольную точку Хк . Для этого подставить число 
[image: image3.wmf]j

 в левую часть неравенства и определить знак получившегося выражения.
7. Если выражение больше нуля, 
то Хк – это произвольная точка луча Ох’, лежащая вне единичной окружности.
Иначе, Хк – это произвольная точка луча Ох’ внутри единичной окружности.
8. Начиная с точки Хк провести плавную линию так, чтобы она пересекла единичную окружность во всех отмеченных точках последовательно в порядке обхода единичной окружности против часовой стрелки. Пройдя все точки, линия должна вернуться в точку Хк .

9. Выбрать нужные участки конфигурации, которую образовала проведенная линия. Для этого:
если выражение, стоящее в левой части неравенства (п.1), больше нуля,
то выбрать участки фигуры, лежащие вне единичной окружности.
Иначе – выбрать те участки фигуры, которые расположены внутри единичной окружности.
10. Отметить стрелками в положительном направлении те дуги единичной окружности, которые принадлежат выбранным участкам. Эти дуги соответствуют множеству решений неравенства.
Пример 1. Решите неравенство cos 3x+cos x>0.
Решение. Приведем левую часть неравенства к виду  
[image: image4.wmf]x
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 и рассмотрим уравнение 
[image: image5.wmf]x
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=0, которое равносильно совокупности уравнений:
[image: image1.wmf]j


Первое из уравнений этой совокупности дает I серию значений х: 
[image: image6.wmf]).
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 Второе из уравнений совокупности приводит ко II серии: 
[image: image7.wmf].
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Заполним теперь единичную окружность соответствующими точками. Для I серии достаточно взять n=0, 1, 2, 3. Тогда значения х1 соответственно равны 
[image: image8.wmf]/

p

4, 3
[image: image9.wmf]/
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4, 5
[image: image10.wmf]/
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4, 7
[image: image11.wmf]/

p

4 (при остальных значениях n точки будут повторяться). Значения из серии x2 на единичной окружности можно представить точками 
[image: image12.wmf]/

p

2 и 3
[image: image13.wmf]/

p

2, которые получены при n=0 b n=1.
Выберем теперь контрольную точку, положив 
[image: image14.wmf]j

=0. Тогда 
[image: image15.wmf]2
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>0. Значит в данном случае луч Ох’ совпадает с координатным лучом Ох ) угол между ними равен 0) . Выберем на луче Ох произвольную точку Хк , находящуюся вне единичной окружности.

Соединяем точку Хк со всеми отмеченными точками на единичной окружности так, как показано на рисунке.
[image: image16.jpg]



Решению исходного неравенства соответствуют дуги единичной окружности в тех областях, которые отмечены на рисунке знаком «+». При записи окончательного ответа следует иметь в виду, что в одной из областей (она показана пунктирной стрелкой) нарушается переход от меньших значений х к большим. В таком случае следует к меньшему значению (
[image: image17.wmf]/

p

4) прибавить 2
[image: image18.wmf]p

 или от большего значения (7
[image: image19.wmf]/

p

4) отнять 2
[image: image20.wmf]p

. Итак, окончательное решение можно записать в виде совокупности промежутков:

[image: image21.wmf]).
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Заметим, что если волнообразную линию после обхода ею всех отмеченных на единичной окружности точек не удается вернуть в точку Хк , не пересекая окружность в «незнакомом» месте, то это означает, что в решении допущена ошибка, а именно пропущено нечетное количество корней.

Приведенный пример имеет одну особенность. Серии х1 и x2 дают на единичной окружности несовпадающие точки. Если же некоторые точки разных серий совпадают, то будем называть их кратными. Точки, которые повторяются в четном числе серий, будем называть точками четной кратности, а те, что повторяются в начетном числе серий, - точками нечетной кратности. Волнообразная линия, идущая от точки Хк , после встречи с точкой нечетной кратности обязана перейти в иную область, т.е. если она находилась вне единичной окружности, то теперь будет внутри ее, и наоборот. Но точка четной кратности не дает нашей линии возможности перейти в иную область. Поясним сказанное.
Пример 2. Решите неравенство 
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Рассмотрим совокупность уравнений:
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Отсюда     
На единичной окружности значения серии х1 представлены двумя точками 0 и 
[image: image23.wmf]p

. Серия x2 дает точки 0, 
[image: image24.wmf]p

/3, 2
[image: image25.wmf]p

/3, 
[image: image26.wmf]p

, 4
[image: image27.wmf]p

/3, 5
[image: image28.wmf]p

/3. Из серии х3 получаем точки 
[image: image29.wmf]p

/2 и 3
[image: image30.wmf]p

/2. Наконец, серию х4 будут представлять точки 0, 
[image: image31.wmf]p

/2, 
[image: image32.wmf]p

, 3
[image: image33.wmf]p

/2.  Нанесем все эти точки на единичную окружность, указав в скобках рядом с каждой из них ее кратность.
Пусть теперь число 
[image: image34.wmf]j

будет равным 
[image: image35.wmf]p

/8. Делаем прикидку по знаку:

                                    
[image: image36.wmf])
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Значит, точку Хк следует выбрать на луче, образующем угол (
[image: image37.wmf]p

/8) с лучом Ох, вне единичной окружности. (Заметим, что вспомогательный луч Ох’ совсем не обязательно изображать на рисунке. Точка Хк выбирается приблизительно.) Теперь от точки Хк ведем волнообразную непрерывную линию последовательно ко всем отмеченным точкам. Причем в точках 0, 
[image: image38.wmf]p

/3, 2
[image: image39.wmf]p

/3, 
[image: image40.wmf]p

, 4
[image: image41.wmf]p

/3, 5
[image: image42.wmf]p

/3 наша линия переходит из одной области в другую: если она находилась вне единичной окружности, то переходит внутрь нее. Подойдя к точке 
[image: image43.wmf]p

/2, линия возвращается во внутреннюю область, так как кратность этой точки четная. Аналогично, в точке 3
[image: image44.wmf]p

/2 (с четной кратностью) линию приходится повернуть во внешнюю область. Итак, получился рисунок.

[image: image45.jpg]



 Он помогает нам выделить на единичной окружности искомые области. Они обозначены знаком «+». Окончательный ответ запишем в виде совокупности неравенств:
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Пример 3. Решите неравенство

                                      
[image: image47.wmf].
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Решение. Рассмотрим совокупность уравнений и следующий из нее набор значений х:
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Мы видим, что корни выражения, стоящего в левой части исходного неравенства, такие же, как в примере 2. Но в связи с ограничениями на значения независимой переменной в серии  х1 кратность некоторых точек, соответствующих х4 , изменилась.

Подбор значения 
[image: image49.wmf]j

и прикидка по знаку происходят так же, как и в примере 2. Но картинка  изменяется из-за иной кратности точек 
[image: image50.wmf]p

/2 и 3
[image: image51.wmf]p

/2.
[image: image52.jpg]



При записи ответа заметим, что интервалы А и С, В и D центрально симметричны. Это и отражено ко вспомогательной картинке на рис. 3. Поэтому их можно объединить одной записью. 

Ответ,
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Пример 4. Решите неравенство 
[image: image54.wmf].
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Решение. Найдем наименьшее общее кратное знаменателей дробей – число 12 – и сделаем в исходном неравенстве замену у=х/2. Тогда оно примет вид 
[image: image55.wmf].
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 Решение последнего неравенства проводится так же, как и в предыдущих. Из совокупности уравнений
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На тригонометрической окружности отметим все точки, которые представляют серии значений у1 и у2. Положим 
[image: image58.wmf]j

=
[image: image59.wmf]p

/2. Тогда 
[image: image60.wmf].
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 Значит, точку Хк нужно взять на луче Оу внутри окружности. Линия, начинающаяся в точке Хк , перейдет из внутренней части окружности во внешнюю в каждой из отмеченных точек.

[image: image61.jpg]



 Все области, имеющие на рисунке знак «+», дают искомые значения у , из которых умножением на 12 получаем нужные интервалы для значений х. 

Метод интервалов.
Пример 1. Решить неравенство


[image: image62.wmf].

0

1

sin

2

2

cos

2

£

+

-

x

x


Решение. 1) Найдем ОДЗ неравенства:
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2) Решим соответствующее уравнение:


[image: image64.wmf]Z
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Все полученные точки принадлежат ОДЗ.

3) Так как число 2
[image: image65.wmf]p

 является периодом и sinx, и cosx то достаточно решить неравенство на любом промежутке 2
[image: image66.wmf]p

. Выберем промежуток так, чтобы его начало и конец совпали либо с точками, запрещенными ОДЗ, либо с критическими точками.

Пусть, например, это будет промежуток 
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 неравенство не определено. А точки 
[image: image69.wmf]p

/3 и 5
[image: image70.wmf]p

/3 являются корнями уравнения. Изобразим эти точки на геометрическом круге.

[image: image71]
Круг (точнее окружность) разбился на четыре промежутка:


[image: image72.wmf].
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Определим знак функции 
[image: image73.wmf]1
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  на каждом промежутке:


[image: image74.wmf].

0

1

1

2

1

2

4

7

      

и

0

1

2

3

        

,

0

3

1

2

        

,

0

1

)

0

(

<

-

=

+

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

>

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

<

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

>

=

p

p

p

f

f

f

f


Интервалы, в которых неравенство выполнено, отмечены на круге жирными дугами.
 Так как неравенство нестрогое, то оно выполнено в точках множества 
[image: image75.wmf].

6

11

 

;

4

5

6

7

 

;

3

÷

ø

ö

ê

ë

é

È

÷

ø

ö

ê

ë

é

p

p

p

p

 Продолжив решение на все периоды, получаем ответ.

Ответ. 
[image: image76.wmf].
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Пример 2 . Решить неравенство
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Решение. Преобразуем данное неравенство следующим образом:
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 EMBED Equation.3  [image: image79.wmf](
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Приступим теперь к реализации метода интервалов.

1) Найдем ОДЗ неравенства:
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 (в этих точках не определена функция tgx.)
2) Решим соответствующее уравнение:
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3) Так как 
[image: image82.wmf]p

- наименьший период функции tgx , то достаточно решить неравенство для значений х, принадлежащих, например, множеству 
[image: image83.wmf].
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Изобразим этот промежуток на тригонометрическом круге. Отметим на нем точку ( −
[image: image84.wmf]p

/2), не принадлежащую ОДЗ, и точки (−
[image: image85.wmf]p

/4) и 
[image: image86.wmf]p

/4. Они разбивают промежуток на три интервала:
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[image: image88]
На первых двух интервалах функция 
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 EMBED Equation.3  [image: image90.wmf](

)

(

)

(

)

2

1

1

+

-

=

tgx

tgx

x

f

 отрицательна, а на третьем – положительна. Следовательно, неравенство выполнено на двух первых промежутках (они отмечены на рисунке жирными дугами).

В концевых точках интервалов неравенство не выполняется (эти точки либо не принадлежат ОДЗ, либо нули, и потому, в силу строгости неравенства, в ответ не попадают).

Таким образом, на множестве 
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 решением неравенства будет объединение интервалов 
[image: image92.wmf].
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Принимая во внимание периодичность функции tgx , получаем окончательный ответ.

Ответ. 
[image: image93.wmf].
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Метод концентрических окружностей для систем тригонометрических неравенств.
Метод концентрических окружностей основан на способе решения простейших тригонометрических неравенств
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с помощью тригонометрической окружности.

Опираясь на идею решения рациональных неравенств с помощью параллельных числовых осей, будет показано, как находить решение системы тригонометрических неравенств с помощью концентрических окружностей.
Пример 1. Решить систему простейших тригонометрических неравенств
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Сначала решим каждое неравенство на отдельном рисунке, на котором заштрихуем дуги, соответствующие решению неравенства, и отметим концы этих дуг закрашенными или незакрашенными точками в зависимости от знака неравенства.  В правом верхнем углу рисунка указывается, для какого аргумента рассматривается тригонометрическая окружность.
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Далее построим систему концентрических окружностей для аргумента х. Рисуем окружность и заштриховываем ее согласно решению первого неравенства, затем рисуем окружность большего радиуса и заштриховываем ее согласно решению второго, далее строим окружность для третьего неравенства и базовую окружность (аналог базовой числовой оси). Из центра системы через концы дуг проводим лучи так, чтобы они пересекали все окружности. На базовой окружности формируем решение аналогично методу параллельных числовых осей.
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Ответ.    
[image: image102.wmf].
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В рассмотренном примере я все сводила к аргументу х, хотя одно из неравенств 
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 является простейшим относительно 2х. Здесь я предостерегаюсь от возможных ошибок. Так решая, например, неравенство 
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, получаем:
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Полученное множество значений х неудобно изображать на тригонометрической окружности, поскольку период стал равен 4
[image: image106.wmf]p

, то есть составляет два полных оборота. Это затрудняет использование метода концентрических окружностей. Поэтому при рассмотрении систем тригонометрических неравенств лучше выбирать для построения системы концентрических окружностей аргумент так, чтобы все остальные аргументы были его «кратными». Назовем его базовым аргументом.
Пример 2. Решить систему
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Решение. Решая данную систему, получим:
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Теперь строим систему концентрических окружностей для аргумента 
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Отсюда 
[image: image111.wmf]ú

û

ù

ç

è

æ

+

+

È

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

Î

k

k

k

k

x

p

p

p

p

p

p

p

2

3

   

;

2

4

2

   

;

2

4

2

1

, и, значит, 
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Полученное решение весьма затруднительно изобразить на единичной окружности из-за того, что периодичность интервалов равна 4
[image: image114.wmf]p

.

Таким образом, решение систем тригонометрических неравенств методом концентрических окружностей состоит из следующих этапов.
1. Решить каждое тригонометрическое неравенство на отдельной окружности для того аргумента, относительно которого оно является простейшим, а затем сформировать множество значений аргумента, выбранного в качестве базового.

2. Изобразить полученные множества значений базового аргумента на концентрических окружностях, провести из центра лучи через концы всех заштрихованных дуг до пересечения со всеми окружностями.

3. формировать итоговое множество значений базового аргумента, включая только те дуги, которые соответствуют центральным углам, где штриховка имеется на всех тригонометрических окружностях. Правило включения или исключения концов дуг такое же, как и для интервалов в методе параллельных числовых осей. При этом удобно использовать базовую тригонометрическую окружность.

4. Если базовый аргумент отличен от искомого неизвестного, то окончательно сформировать множество решений системы.
Метод концентрических окружностей для совокупностей тригонометрических неравенств.
Метод концентрических окружностей можно использовать и при решении совокупностей тригонометрический неравенств.

Пример 1. Решите  неравенство
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Решение. Преобразуем данное неравенство:
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[image: image158.wmf]p

Решим относительно 2х каждую систему в отдельности.
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Получили совокупность
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Строим систему концентрических окружностей и формируем ответ аналогично решению совокупностей методом параллельных осей.
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Ответ. 
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При изучении темы «Тригонометрические неравенства и их системы» редко бывают задания систем из более, чем двух неравенств, но такие системы могут возникать при рассмотрении тригонометрических уравнений и неравенств с ограничениями по ОДЗ. Это могут быть, например, иррациональные тригонометрические или содержащие тригонометрические выражения под знаком логарифмов.
Пример 2. Решите уравнение
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Решение. Преобразуем данное уравнение:
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Решая системы (аналогично предыдущим), входящие во вторую совокупность, получим:
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Строим систему концентрических окружностей для этой совокупности.
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Решаем совокупность относительно базового аргумента 2х:
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и отмечаем соответствующие точки на базовой окружности. Если точка лежит внутри заштрихованной дуги или совпадает с ее концом, отмеченным темной точкой, то соответствующие ей значения являются решением системы относительно 2х.

Получаем:
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Ответ. 
[image: image131.wmf].
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В заключение можно отметить, что, как правило, если в данном равнении или неравенстве аргумент выражен в градусной мере, то ответ также формируется в градусной мере. В этом случае целесообразно использовать базовую окружность, размеченную в градусах.

Пример 3. Решите систему неравенств:
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Решение. 
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Сформируем решение системы:
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Ответ.
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Примеры тригонометрических неравенств.
1. 
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Заключение.

Несомненно, данная работа расширяет область знаний учащихся о способах решения тригонометрических неравенств, их совокупностей и систем. В работе были рассмотрены метод решения тригонометрических неравенств на тригонометрической окружности, методом интервалов; метод концентрических окружностей для систем и совокупностей тригонометрических неравенств. Также представлены примеры тригонометрических неравенств, решаемых этими методами.
При изучении данной темы, я пришла к выводу, что она не раскрыта в школьной программе алгебры, где рассматриваются только самые простейшие тригонометрические неравенства.  Однако навыки их решения  полезны для решения других задач.

 Я считаю, что тригонометрические неравенства достойны подробного рассмотрения на уроках алгебры в рамках профильной школы или внеурочной работы. Этому способствует актуальность темы, доступность материала, разнообразие способов  решения тригонометрических неравенств. 
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