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 РЕШЕНИЕ  УРАВНЕНИЙ  ТРЕТЬЕЙ  СТЕПЕНИ  
1. КУБИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

Кубическое уравнение – алгебраическое уравнение третьей степени. Общий вид кубического уравнения:

ах3 +  bх2 + сх + d = 0, а ≠  0  

Заменяя в этом уравнении х новым неизвестным у, связанным с х равенством х = у – (b/3а), кубическое уравнение можно привести к более простому (каноническому) виду:
у3 + pу + q = 0,

где  p = - b2  +  с,  q = 2b   –   bс +  d
                3а2     а         27а3     3а2      а

решение этого уравнения можно получить с помощью формулы Кардано         (подраздел 1.3).
1.1 История кубических уравнений  
Термин «кубическое уравнение» ввели Р. Декарт (1619 г.) и У. Оутред (1631г.). 

Первые попытки найти решения задач, сводящихся к кубическим уравнениям, были сделаны математиками древности (например, задачи об удвоении куба и трисекции угла).

Математики средневековья Востока создали довольно развитую теорию (в геометрической форме) кубических уравнений; наиболее обстоятельно она изложена в трактате доказательств задач алгебры и алмукабалы «Омара Хайя» (около 1070 года), где рассмотрен вопрос о нахождении положительных корней 14 видов кубических уравнений, содержащих в обеих частях только члены с положительными коэффициентами.
В Европе впервые в тригонометрической форме решение одного случая кубического уравнения дал Виет (1953 г.).

Первое решение в радикалах одного из видов кубических уравнений удалось найти С. Ферро (около 1515 г.), однако оно не было опубликовано. Открытие независимо повторили Тарталья (1535 г.), указав правило решения еще двух других видов кубических уравнений. Опубликованы эти открытия в 1545 году Дж. Кардано, который упомянул об авторстве Н. Тартальи. 

В конце XV в. профессор математики в университетах Рима и Милана Лука Пачоли в своем знаменитом учебнике «Сумма знаний по арифметике, геометрии, отношениям и пропорциональности» задачу о нахождении общего метода для решения кубических уравнений ставил в один ряд с задачей о квадратуре круга. И все же усилиями итальянских алгебраистов такой метод вскоре был найден.
Начнём с упрощения
Если кубическое уравнение общего вида 

ах3 +  bх2 + сх + d = 0, где а ≠  0,

разделить на а, то коэффициент при х3 станет равен 1. Поэтому в дальнейшем будем исходить из уравнения

                                                 х3 + Pх2 + Qх + R = 0.                                    
(1)

Так же как в основе решения квадратного уравнения лежит формула квадрата суммы, решение кубического уравнения опирается на формулу куба суммы:
(а + b)3 =  а3 + 3а2b + 3аb2 + b3.

Чтобы не путаться в коэффициентах, заменим здесь а на х и перегруппируем слагаемые:

                                  (х + b)3 =  х3 + 3bх2 + 3b2х + b3.                         
(2) 
Мы видим, что надлежащим образом b, а именно взяв b = P/3, можно добиться того, что правая часть этой формулы будет отличаться от левой части уравнения  х3 + Pх2 + Qх + R = 0 только коэффициентом при х и свободным членом. Сложим уравнение х3 + Pх2 + Qх + R = 0  и (х + b)3 =  х3 + 3bх2 + 3b2х + b3 и приведём подобные:

(х + b)3 + (Q – 3b2)х + R – b3 = 0.
Если здесь сделать замену y = х + b, получим кубическое уравнение относительно у без члена с у2:
у3 + ру + q = 0.
Итак, мы показали, что в кубическом уравнении х3 + Pх2 + Qх + R = 0 с помощью подходящей подстановки можно избавиться от члена, содержащего квадрат неизвестного. Поэтому теперь будем решать уравнение вида

                                                       х3 + рх + q = 0.           
(3)
1.2 История формулы Кардано

Формула Кардано названа по имени Дж. Кардано, впервые опубликовавшего её в 1545 году. 

Автор этой формулы Никколо Тарталья. Он создал это решение в 1535 г. специально для участия в математическом состязании, в котором, естественно, победил. Тарталья, сообщая формулу (в стихотворной форме) Кардано, представил только ту часть решения кубического уравнения, в которой корень имеет одно (действительное) значение.

Результаты Кардано в этой формуле относятся к рассмотрению так называемого неприводимого случая, в котором уравнение имеет три значения (действительных значений, в те времена не было ни мнимых, ни даже отрицательных чисел, хотя попытки в этом направлении были). Однако, вопреки тому, что Кардано указал в своей публикации на авторство Тартальи, формулу называют именем Кардано.

1.3 Формула Кардано

Теперь давайте еще раз обратимся к формуле куба суммы, но запишем ее иначе:
(а + b)3 =  а3 + b3 + 3аb(а + b).
Сравните эту запись с уравнением  х3 + рх + q = 0 и попробуйте установить связь между ними. Подставим в нашу формулу х = а + b:
х3 = а3 + b3 + 3аbх, или

х3 – 3аbх – (а3 + b3) = 0
Теперь уже ясно: для того, чтобы найти корень уравнения х3 + рх + q = 0, достаточно решить систему уравнений

                    

а3 + b3 = - q,                   
а3 + b3 = - q,
                                    или                              
3аb = - p,
а3b3 =  -     p    3, 

                                                              3
и взять в качестве х сумму а и b. Заменой и = а3, v = b3 эта система приводится к совсем простому виду:



и + v = -  q,


иv =  -     p    3.
                                                           3
Дальше можно действовать по-разному, но все «дороги» приведут к одному и тому же квадратному уравнению. Например, согласно теореме Виета, сумма корней приведенного квадратного уравнения равна коэффициенту при х со знаком минус, а произведение – свободному члену. Отсюда следует, что и и v – корни уравнения 

t2 + qt  – (p/3)3 = 0.
Выпишем эти корни:


                                               t1,2 = - q ±        q    2 +     p   3.
                                                          2           2              3
Переменные а и b равны кубическим корням из t1 и t2, а искомое решение кубического уравнения  х3 + рх + q = 0 – сумме этих корней:


                               х = 3    –  q  +     q    2 +     p    3+ 3    –  q  –      q    2 +     p    3.
                                     2          2             3                 2         2              3

Эта формула известна как формула Кардано.
Решаем уравнения

Прежде, чем посмотреть на формулу Кардано в работе, поясним, как по одному корню кубического уравнения  х3 + рх + q = 0 найти другие его корни, если они есть.
Пусть известно, что наше уравнение имеет корень h. Тогда его левую часть можно разложить на линейный и квадратный множители. Делается это очень просто. Подставляем в уравнение выражение свободного члена через корень     q = - h3 – ph и пользуемся формулой разности кубов:

0 = х3 – h3 + px – ph = (x – h)(x2 + hx + h2) + p(x - h) = (x – h)(x2 + hx + h2 + p).
Теперь можно решить квадратное уравнение

х2 + hx + h2 + p = 0
и найти остальные корни данного кубического уравнения.
Итак, мы во всеоружии и, казалось бы, можем справиться с любым кубическим уравнением. Давайте попробуем свои силы.

1. Начнем с уравнения

х3 + 6х – 2 = 0
Подставляем в формулу Кардано p = 6 и q = -2 и после несложных сокращений получаем ответ: х = 3√4 – 3√2. Что ж, формула вполне симпатичная. Только перспектива выносить множитель х – (3√4 – 3√2) из левой части уравнения и решать остающееся квадратное уравнение со «страшными» коэффициентами для вычисления других корней не очень-то вдохновляет. Однако, присмотревшись к уравнению внимательнее, можно успокоиться: функция в левой части строго возрастает и поэтому может обращаться в нуль только один раз (рис. 1). Значит, найденное число – единственный действительный корень уравнения. 

                                    у
                                                у = х3 + 6х – 2
                                                                                       
                                               3√4 – 3√2                                 х

                                     0
                                  - 2
Рис. 1 График функции у = х3 + 6х – 2 пересекает ось абсцисс в одной точке - 3√4 – 3√2.
2. Следующий пример – уравнение

х3 + 3х – 4 = 0.

Формула Кардано дает х = 3   2 + √5 +  3  2 - √5.
Как и в предыдущем примере, мы видим, что этот корень единственный. Но не нужно обладать сверхпроницательностью, чтобы, глядя на уравнение, угадать его корень: х = 1. Приходится признать, что формула выдала обычную единицу в таком причудливом виде. Между прочим, упростить это громоздкое, но не лишенное изящества выражение алгебраическими преобразованиями не удается – кубические иррациональности в нем неустранимы. 

3. Ну а теперь возьмем уравнение, заведомо имеющее три действительных корня. Составить его легко – просто перемножим три скобки вида х – b. Нужно только позаботиться, чтобы сумма корней равнялась нулю, ведь, по общей теореме Виета, она отличается от коэффициента при х2 только знаком. Самый простой набор таких корней – это 0, 1 и – 1 (рис. 2).

Применим формулу Кардано к уравнению

х (х – 1)(х + 1) = 0, или х3 – х = 0.
Полагая в ней p = -1 и q = 0, получаем


                                      х =   3   √ - 1/27 +  3   - √ - 1/27.


                                          у
                                                            у = х (х - 1)(х + 1)
                                                0                               х
                                       -1          1

	


Рис. 2 Уравнение х (х – 1)(х + 1) = 0 имеет три действительных корня: -1, 0 и 1. Соответственно график функции у = х (х – 1)(х + 1) пересекает ось абсцисс в трех точках.
Под знаком квадратного корня появилось отрицательное число. Такое бывает и при решении квадратных уравнений. Но квадратное уравнение в этом случае не имеет действительных корней, а у кубического их целых три!
Более тщательный анализ показывает, что мы попали в эту ловушку не случайно. Уравнение х3 + px + q = 0 имеет три действительных корня тогда и только тогда, когда выражение Δ = (q/2)2 + (p/3)3 под квадратным корнем в формуле Кардано отрицательно (рис. 3, а). Если Δ > 0, то действительный корень один (рис. 3, б), а если  Δ = 0, то их два (один из них – двукратный), за исключением случая  p = q = 0, когда все три корня сливаются.

                   у                   Δ < 0                                      у                 Δ > 0
                                  у = -pх - q  
                                                                                                   у = х3
                    0                      х                                         0                      х
                                                                                               у = -pх - q  
      у = х3                                                                                             

а)                                                                  
б)
Рис. 3 Кубическое уравнение х3 + px + q = 0 можно представить в виде х3 = -px – q. Отсюда видно, что корням уравнения будут соответствовать абсциссы точек пересечения двух графиков: у = х3 и у = -px – q. Если Δ < 0, имеем три действительных корня, если  Δ > 0 – один.
1.4 Теорема Виета

Теорема Виета. Если целое рациональное уравнение степени n, приведенное к стандартному виду, имеет n различных действительных корней х1, х2, ... хn, то они удовлетворяют равенствам:


х1 +  х2 + … +  хn = - а1 ,
                                                                             а0

х1х2 + х1х3 + … + хn-1хn = а2
                                                                                            а0


х1 · х2 · … · хn = (-1)nаn.
                                                                                   а0
Для корней уравнения третьей степени
а0х3 + а1х2 +  а2х +  а3 = 0, где а0 ≠  0

справедливы равенства

х1 +  х2 +  х3 = - а1,

                                                                    а0

х1х2 +  х1х3 +  х2х3 =  а2,
                                  а0

х1х2х3 = - а3.
                                                                 а0
1.5 Теорема Безу. Схема Горнера

Решение уравнений тесно связано с разложением многочленов на множители. Поэтому при решении уравнений важно все, что связано с выделением в многочлене линейных множителей, т.е. с делением многочлена А(х) на двучлен х – α. Основой многих знаний о делении многочлена А(х) на двучлен х – α, является теорема, принадлежащая французскому математику Этьену Безу (1730-1783 гг.) и носящая его имя. 

Теорема Безу. Остаток от деления многочлена А(х) на двучлен х – α равен А(α) (т.е. значению многочлена А(х) при х = α).
Пример 1.
Найдем остаток от деления многочлена А(х) =  х4 –  6х3 + 8 на х + 2.
Решение. По теореме Безу остаток от деления на х + 2 равен А(-2) = (-2)4 –  6(-2)3 + 8 = 72.
Удобный способ нахождения значений многочлена при заданном значении переменной х ввел английский математик Вильямс Джордж Горнер (1786-1837 гг.). Этот способ впоследствии получил название схемы Горнера. Он состоит в заполнении некоторой таблицы из двух строк. Например, чтобы вычислить     А(-2) в предыдущем примере, в верхней строке таблицы перечисляем коэффициенты данного многочлена, записанного в стандартной форме

х4 – 6х3 + 8 = х4 + (-6)х3 + 0 · х2 + 0 · х + 8.
Коэффициент при старшей степени дублируем в нижней строке, а перед ним записываем значение переменной х = -2, при котором вычисляется значение многочлена. Получается следующая таблица:

	
	
	1
	-6
	0
	0
	8

	
	-2
	1
	
	
	
	


Пустые клетки таблицы заполняем по следующему правилу: крайнее справа число нижней строки умножается на -2 и складывается с числом, стоящим над пустой клеткой. По этому правилу в первой пустой клетке стоит число       (-2) · 1 + (-6) = -8, во второй клетке ставится число (-2) · (-8) + 0 = 16, в третьей клетке – число (-2) · 16 + 0 = - 32, в последней клетке – число (-2) · (-32) + 8 = 72. Полностью заполненная по схеме Горнера таблица выглядит так:

	
	1
	-6
	0
	0
	8

	-2
	1
	-8
	16
	-32
	72


Число в последней клетке и есть остаток от деления многочлена на х + 2, А(-2) = 72.
На самом деле из полученной таблицы, заполненной по схеме Горнера, можно записать не только остаток, но и неполное частное
Q(x) = x3 – 8x2 + 16x – 32, 
так как число, стоящее на второй строке (не считая с последнего), - это коэффициенты многочлена Q(x) – неполного частного от деления на х + 2. 
Пример 2.
Решим уравнение х3 – 2х2 – 5х + 6 = 0

Выпишем все делители свободного члена уравнения: ± 1, ± 2, ± 3, ± 6.
х = 1, х = -2, х = 3

Ответ: х = 1, х = -2, х = 3

2. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Сформулирую основные выводы о проделанной работе. 

В процессе работы я познакомился с историей развития проблемы решения уравнения третьей степени. Теоретическая значимость полученных результатов заключается в том, что осознанно занимает место формулы Кардано в решении некоторых уравнений третьей степени. Я убедился в том, что формула решения уравнения третьей степени существует, но из-за её громоздкости она не популярна и не очень надежна, так как не всегда достигает конечного результата. 
В дальнейшем можно рассматривать такие вопросы: как узнать заранее, какие корни имеет уравнение третьей степени; можно ли кубическое уравнение решить графическим способом, если можно, то как; как оценить приближенно корни кубического уравнения?
3. СПИСОК ИСПОЛЬЗУЕМОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1. Н.Я. Виленкин, Г.С. Сурвилло и др. Алгебра: учебник для учащихся 9 кл. с углубленным изучением математики. М.: Просвещение, 2005.
2. Энциклопедия детская «Аванта +», Математика, стр. 228-231.
3. Сайты в Интернете:

3.1 www.cubic-solver.info
3.2 ru.wikipedia






